Metoda mnoznikow Lagrange'a

Przemystaw Rys

1. Motywacja i zatozenia

W analizie mikroekonomicznej spotykamy sie czesto z problemem znalezienia miejsca,
gdzie zadana funkcja przyjmuje najwiekszg lub najmniejszg warto$¢ przy pewnym ograniczeniu
narzuconym na zbiér. Przyktadem moze by¢ szukanie koszyka o najwiekszej uzytecznosci,
lezgcego w zbiorze budzetowym albo szukanie najmniejszych kosztéw przy ustalonej ilosci
produkcji (czyli najmniejszej wartosci funkcji kosztéw na ustalonej izokwancie). W oczywisty
sposob takie miejsce, zwane ekstremum warunkowym nie musi by¢ tozsame z ekstremum
lokalnym. Funkcja uzytecznosci doskonatych substytutéw U(x,y)=x+y ma pochodne
kierunkowe réwne 1 w kazdym punkcie. Pochodna nigdzie sie nie zeruje, nie ma wiec
ekstremum lokalnego, a jednak znajdujemy najlepsze mozliwe wybory przy ograniczonym
budzecie. Metodg przydatng przy rozwigzywaniu sporej czesci takich probleméw okazuje sie
metoda mnoznikow Lagrange'a.

Kiedy mozemy z niej skorzystac?

e Funkcja g, ktérej ekstreméw szukamy musi by¢ okreslona na pewnym zbiorze
otwartym Q w R" i przyjmowa¢ wartosci rzeczywiste. Taka funkcja przypisuje ciggowi n-
liczb jedng wartos$¢ liczbowa. g: (Xx1,X2,...,Xn) = V. Przyktadowo funkcja produkcji
przyporzadkowuje maksymalng wielko$¢ produkcji do ciggu zadanych ilosci réznych
czynnikéw produkcji.

e Funkcja g musi mie¢ ciagte pochodne czastkowe, co implikuje rézniczkowalnos¢ dla
funkcji wielu zmiennych.

e Zbiér M na ktérym optymalizujemy funkcje sktada sie z punktéw zbioru Q, spetniajgcych
okreslone réwnania Fi(X1,X2,.::,Xn)=0, F1(X1,X2,.:4,Xn)=0, ..s; Fm(X1,X2,:..,Xn)=0.
W praktyce moze by¢ tylko jedno réwnanie.

Przyktadem moze by¢ réwnanie ograniczenia budzetowego pixi+p2X>+...+pnX,-m=0,
gdzie m- budzet, pi- cena i-tego dobra, x;- ilos¢ i-tego dobra. W tej sytuacji nasza funkcja
wigzgca zmienne to F(X1,X2,.-:yXn)=P1X1+P2X2+...+PnXn-M, @ zbidr na ktérym szukamy
ekstremum opisany jest réwnaniem F(x1,X2,...,Xn)=0 czyli piXi+p2X2+...+pnXxn-m=0.

e Funkcje wigzgce zmienne, podobnie jak funkcja g muszg by¢ okreslone w kazdym
punkcie zbioru Q i mie¢ ciagte pochodne czgstkowe, czyli by¢ klasy C*.

e Funkcja F=(F1,F2,...,Fn), czyli funkcja ktéra kazdemu ciggowi n liczb przyporzadkowuje
cigg m liczb- wartosci kolejnych funkcji Fi,F2,...,Fm, ma w kazdym punkcie zbioru Q
rézniczke o maksymalnym rzedzie macierzy (czyli ré6zniczke bedacg epimorfizmem
liniowym- przeksztatceniem surjektywnym).



O co tu chodzi?

Rézniczka funkcji wielu zmiennych F w punkcie x, to przeksztatcenie liniowe o macierzy
(zwanej jakobianem) postaci:
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czyli macierzy takiej, ze na miejscu o i-tym wierszu i j-tej kolumnie stoi pochodna
czagstkowa funkcji Fi po zmiennej x; . Chcemy, zeby ilos¢ liniowo niezaleznych wierszy
(rbwnowaznie kolumn) byta réwna min(m,n) - gdzie m,n to wymiary macierzy
(odpowiednio ilos¢ funkcji Fi i zmiennych x;). Oczywiscie ilos¢ liniowo niezaleznych wierszy
nie moze by¢ wieksza od ilosci wszystkich wierszy- wiec ten warunek oznacza
maksymalna ilos¢ liniowo niezaleznych wierszy (kolumn)

Aby sprawdzi¢ to zatozenie mozna skorzysta¢ z metody eliminacji Gaussa (tzw.
schodkowanie). Dla macierzy kwadratowych spetnienie zatozeh gwarantuje niezerowy
wyznacznik, a dla zbioru opisanego przez jedng funkcje F: wystarczy pokazaé, ze w
rozpatrywanym zbiorze Q nie ma punktu, w ktérym wszystkie pochodne czastkowe F; sa
réwne zero.

Zwroémy uwage na szczegdlny rodzaj ograniczenh- ograniczenia liniowe. S3 to
ograniczenia, gdzie zmienne wystepuja w pierwszej potedze, tj. piXi+p2Xa+...+pPnXakm.
(m>0). Przyktadem moze by¢ ograniczenie budzetowe, Dla zbioru o jednym ograniczeniu
liniowym macierz rézniczki to wektor [pip2,....pn], ktéry moze by¢ zerowy tylko, jesli
wszystkie pi bylyby zerowe, ale wtedy nie bytoby ograniczenia budzetowego- nieréwnosc
0«m spetniajg wszystkie koszyki.

Dla kilku ograniczen liniowych macierz rézniczki rowniez ma maksymalny rzad, o ile
réwnania sg liniowo niezalezne. Jesli nie to mozemy nasz uktad réwnan zapisa¢ za pomoca
mniejszej ilosci réwnan liniowo niezaleznych. Dla jednego ograniczenia liniowego lub kilku
liniowo niezaleznych ograniczeh warunek ten jest zawsze spetniony, stagd w wielu
przypadkach analizy mikroekonomicznej ten punkt pomijamy.

2. Opis metody

Przy spetnieniu powyzszych zatozeh mozemy moéwi¢ o warunku koniecznym
ekstremum warunkowego: Jesli funkcja g osigga w punkcie p € M swdj kres gérny lub
dolny na zbiorze M to istniejg liczby rzeczywiste A1, . . . , Am NAazywane mnoznikami
Lagrange'a, takie ze macierz rézniczki funkcji g jest kombinacja liniowg macierzy
rézniczek funkcji Fi, czyli zachodzi:

9'(X1,..,Xn)x1 = A1F1'(X1,...,Xn) X1 + A2F2'(X1,...,X0) X1 + ... + AnFr'(X1,...,Xn) X1

9'(X1,..,Xn)x2 = A1F1'(X1,...,Xn)X2 + AoF2'(X1,...,X0) X2 + ... + AnFn'(X1,...,Xn) X2

9'(X1,...,Xn)x1 = A1F1'(X1,...,Xn)Xn + A2F2'(X1,...,Xn)Xn + ... + AnFn'(X1,...,Xn)Xn



gdzie g'(Xa,...,Xn)xi 0Znacza pochodng kierunkowg funkcji g po zmiennej x;.

Réwnowazne jest to oczywiscie uktadowi postaci:

9'(X1,..Xn)xa = A1 (Xa,ee,Xn) X1 - A2F2" (X1, Xn) X1 = oow = AnFn'(X1,.00,X0) X1 = 0
9'(X1,..,Xn)x2 = AtF1'(X1,.0,Xn) X2 - A2F2' (X1, Xn) X2 - oon = AnF'(X1,..0,X0)X2 = 0
9"'(X1,..,Xn)xN = A1F1'(X1,...,Xn)Xn = A2F2'(X1,...,Xn)Xn = ... = AnFn'(X1,...,X0)Xn = 0

Metoda polega na znalezieniu mnoznikdw Ai, ..., Ami punktdw (xi,...,xn) spetniajgcych ten

uktad réownan.

Funkcje L(X1yeeeyXn,A1yeeesAm) = G(X1,-0)Xn) = A1F1(X1,.00)Xn) = oee = AnFn(X1,000,Xn)
nazywamy Lagrangianem, a rozwigzanie powyzszego uktadu réwnah jest rwnowazne
znajdywaniu miejsc, gdzie zeruja sie jej wszystkie pochodne czastkowe.

Dla zbioru M opisanego jednym réwnaniem F; dostajemy prostszy uktad réwnanh:
9' (X1, Xn)a = ArF1'(X1,...,Xn) X2

g'(xl,. ..,Xn)xz = )\1F1'(X1,. ..,Xn)Xz

9'(X1,...,Xn)xa = A1F1'(X1,...,Xn)Xn
W tej sytuacji Lagrangian to L(Xi,...,XnA1) = g(X1,...,Xn) - A1F1(X1,...,Xn)

Spetnienie tego uktadu (zerowanie sie pochodnych czgstkowych Lagrangianu) jest
warunkiem koniecznym ekstremum zwigzanego, wiec po znalezieniu punktéw nie mamy
pewnosci, czy sa ekstremami. W szczegdlnosci mozemy znalez¢ wiecej niz 2 takie punkty
o réznych wartosciach, mamy przeciez co najwyzej jedng najwieksza i najmniejszg wartos¢.

Jest to sytuacja analogiczna do szukaniu ekstremum funkcji jednej zmiennej - zerowa
pochodna jest konieczna, aby w miejscu byto ekstremum lokalne, ale nie jest
wystarczajacym warunkiem!

Punkty ,,podejrzane o bycie ekstremum" sprawdzamy, badajac okreslonos¢ drugiej
rézniczki Lagrangianu- dodatnia oznacza minimum, ujemna maksimum. Jest to analogiczne
do badania znaku drugiej pochodnej funkcji jednej zmiennej. Dla zbioru, ktéry jest zwarty
(domkniety i ograniczony) zachodzi twierdzenie Weierstrassa - funkcja osigga swoje kresy.
Istniejg wtedy punkty o najwiekszej i najmniejszej wartosci. Wtedy sprawdzamy wartosci
podejrzanych punktéw i patrzymy na to, ktére z nich sg najwieksze i najmniejsze.

3. Przyktad - wyznaczenie najwiekszej wartosci funkcji
Cobba-Douglassa Q(x,y)=x°y"* na zbiorze produkcyjnym (a,B>0).

1. Zadbanie o odpowiedni zbiér

Funkcja produkcji okreslona jest dla kazdej nieujemnej kombinacji produktéw (1).
Zbiér punktédw na ptaszczyznie im odpowiadajacy nie jest niestety zbiorem otwartym. Nie



mozemy wiec oczekiwad, ze metoda Lagrange'a da oczekiwany rezultat. Ograniczmy sie wiec
jedynie do dodatnich liczb (2), a brzeg, czyli te koszyki gdzie rezygnujemy z zakupu jednego
dobra pomijamy. Skoro produkcja jest tam zerowa, nie ma tam wiec na pewno najwiekszej
wartosci. Teraz wprowadzamy ograniczenie budzetowe, pozwalajgc sobie na wykorzystanie
jedynie koszykéw z prawej gornej ¢wiartki uktadu spetniajgcych nieréwnos¢ pixi+p2y«m, gdzie
wszystkie state sg dodatnie (3). Rozpatrzmy je jako dwa zbiory, zbiér Z: punktéw spetniajgcych
nierdwnos¢ pixi+p2y<m i tych spetniajgcych pixi+p2y=m, nazwany M. (4)

AY AY
punkty gdzie funkcja wnetrze tego zbioru
jest okreslona (usuniete osie ukladu)
nie jest to zbior otwarty jest to zbior otwarty
1 (2)
(0,0) (1) X, X,

&Y

po nalozeniu

ograniczenia
(0,0)

Dla pierwszego z nich - Z, ktéry jest otwarty, ekstremum globalne musi by¢ w szczegdlnosci
ekstremum lokalnym - patrzymy wiec czy gdziekolwiek zeruja sie pochodne czastkowe.

Q'(X,y)x=0ax*1y", Q'(x,y)y=0ax*1y

Jak wida¢, pochodne czastkowe nie zeruja sie na naszym zbiorze Z, poniewaz zaréwno x jak iy
sg dodatnie- czyli w szczegdlnosci niezerowe. Nie ma tam wiec ekstremum lokalnego. Mozemy
przejs¢ do ostatniego punktu, czyli szukania najwiekszej wartosci na zbiorze M.

2. Sprawdzenie zatozen

Nasza funkcja Q(x,y)=x°‘y" jest okreslona na zbiorze otwartym par liczb dodatnich -
R.+?%, podobnie jak funkcja F(x,y)=pix+p2y-m, ktérej miejsca zerowe sg krzywg ograniczenia
budzetowego.

Obie majg tez ciggte pochodne czastkowe, dla funkcji Q(x,y) wyznaczyliSmy je wczesniej. Dla
funkcji F(x,y): F'(Xx,y)x=p1, F'(X,y)y=p2 - pochodne czgstkowe sg funkcjami statymi- ktére sg
oczywiscie ciggte.

Ostatnie zatozenie méwi o maksymalnym rzgdzie macierzy rézniczki funkcji F(x,y). Macierz ta
sktada sie z pochodnych czastkowych DF(x,y)=[pi1,p2] i ma jeden liniowo niezalezny wiersz
niezaleznie od wartosci x i y- zatozenie jest spetnione. Przypomne, ze dla jednego ograniczenia



maksymalny rzad rézniczki tozsamy jest z tym, ze pochodne czastkowe sie nie zerujg w
jednym miejscul.

3. Wyznaczenie uktadu rownan i obliczenie wyniku

Zapisujemy lagrangian L(x,y,A)) = Q(x,y)-F(Xx,y)=x°y%-A(p1X1+p2y-m) , wyznaczamy
pochodne czastkowe i przyrownujemy do zera:

L'(x,y, A)=ax*y* - Apy = 0 > A= @l
L'(x,y,A)y=Bx?y** - Ap2 = 0 > A= %

przyréwnujemy do siebie te rownania stronami

axor—lyli _ Exayﬁ—l 5 x= ayp, (*)

P1 )2 p. B

ale przeciez x i y zwigzane s tez réwnaniem ograniczenia budzetowego:

piX+p2y-m=0 - X:% (%)

przyréwnajmy do siebie dwa rownania (*) i (**):

aypzzm_ypz N y= mb
p.8 D, (

O(+[3)p2

skoro znamy ilos¢ y, z rbwnania ograniczenia mozemy dowiedziec sie ile wykorzystamy x:

YP, mfs P ma

X=m-— =m-— _—=
p: (a+8)p, p1 (a+B)p,

4. Weryfikacja wyniku

DostaliSmy rozwigzanie uktadu - pozostaje pytanie, czy jest ono rzeczywiscie ekstremum
naszej funkcji na zbiorze M. Mozemy podstawi¢ wyznaczong wartos¢ A do lagrangianu i zbadac

drugg rézniczke. Mozemy tez zauwazyd, ze zbiér M u {( m ,0),(0, pﬂ )}, czyli cata krzywa
1 2

ograniczenia budzetowego (wtgcznie z sytuacjg gdzie jeden czynnik nie jest uzywany) jest

domknieta i ograniczona - funkcja musi na niej osiggac swoje kresy. Kres dolny rowny 0 osigga

przy rezygnacji z uzycia jednego z czynnikéw. Kres gérny osiggng¢ wiec musi w wyznaczonym

punkcie.

Ostatecznie funkcja osigga najwiekszg wartos¢ w punkcie:

=__ma y= mfs
(a+8) p, (a+8)p,

Rozwigzanie tego problemu dobrze obrazuje zastosowanie mnoznikéw Lagrange'a. Ta



metoda okazuje sie szczegdlnie uzyteczna dla wiekszej ilosci zmiennych- w sytuacji z dwoma
dobrami istniejg szybsze rozwigzania, ktére nie odwotuja sie do analizy wielowymiarowe;.
Mozna zastosowac nastepujace rozumowanie: Funkcja jest monotoniczna (rosngca), wiec
ekstremum przyjmie na brzegu zbioru. Szukanie ekstremum na odcinku mozna za pomoca
parametryzacji (uzaleznienia jednej zmiennej od drugiej, albo obu od zmiennej niezaleznej)
sprowadzi¢ do szukania ekstremum funkcji jednej zmiennej na pewnym przedziale.

4. Dlaczego te dziwne zatozenia sa konieczne?

Praktycznie kazda funkcja z jaka sie spotkamy bedzie miata ciagte pochodne
czastkowe - bez istnienia pochodnych metoda traci zupetnie sens. Ich ciggtos¢ gwarantuje
nam rézniczkowalnos¢ funkcji wielu zmiennych.

Oczywiscie bez otwartosci zbioru nie mozemy mowi¢ o rozniczkowalnosci - jesli w zadnym
otoczeniu punktu funkcja nie jest okreslona, to nie mozemy badac przyrostéw na nim. Innymi
stowy jesli zbiér nie jest otwarty to mamy w nim punkt, ktéry nie ma zadnego otoczenia w tym
zbiorze. W takiej sytuacji nie mozemy zapisac ilorazéw réznicowych, wiec tym bardziej
wyznaczyc¢ ich granicy, ktorg jest pochodna.
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Tutaj mamy funkcje dyskretng, okreslong na skohczonej ilosci punktow - nie jest to zbiér
otwarty. Jak wiemy wyznaczenie pochodnej nie jest mozliwe w zadnym punkcie. Czesto w
ekonomii rozpatrujemy model ciggty dopasowany do pomiaréw- ale nawet wtedy méwienie o
pochodnej w pewnych punktach moze nie mie¢ sensu.
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Problemem w tej sytuacji jest wskazanie pochodnej w punkcie 1 - czym miataby by¢ styczna do
wykresu?

Dla kazdego punktu poza 1 i 18, czyli z wnetrza naszego przedziatu - (1,18) mozemy
rozpatrywac przyrosty funkcji prawo i lewostronne- bez tego nie ma pochodnych.

Najmniej naturalnym zatozeniem wydaje sie by¢ warunek o maksymalnym rzedzie
macierzy rézniczki funkcji F, ktérej miejsca zerowe  opisujg  zbior.

Przypomnijmy, ze rézniczka funkcji F=(FyF,...,Fm) W punkcie a (gdzie Fi,F,,....,Fn przyjmuja
wartosci rzeczywiste) to przeksztatcenie liniowe, ktére przyporzadkowuje wektorowi ciag
pochodnych kierunkowych funkcji Fi,F,,...,F.. Dla wektora bazowego (np. [1,0,0]) rézniczka
zwraca nam cigg pochodnych czastkowych funkcji Fi,F,...,F.. Dla dowolnego wektora u zwraca
nam pochodne kierunkowe, czyli granice przyrostu funkcji po wektorze u.

0f(x) _ . [(x+t) — f(x)

du t—0 ¢

Pochodna kierunkowa funkcji f(x) po wektorze u.

Widzimy tutaj analogie do przypadku jednowymiarowego z ta réznica, ze liczymy tu krahcowy
przyrost przesuwajgc sie nie po osi OX, ale po prostej x+tu, czyli prostej zawierajgcej punkt x o
kierunku wyznaczonym przez wektor u. Dla wektora u=(1,0,...,0) dostajemy po prostu
pochodng czastkowg po pierwszej zmiennej.

Rozpatrujemy jakobian, czyli macierz rézniczki funkcji F=(Fy,F2,...,Fm) W punkcie (Xi,...,Xn).
Co oznacza dla nas jej maksymalny rzad? Doktadnie to, ze nie istnieje wektor, po ktérym
pochodne kierunkowe kazdej z funkcji F1,F2,...,Fm W tym punkcie sg zerowe.

Dla funkcji F przyjmujacej wartosci rzeczywiste macierz ma tylko jeden wiersz. Nie osigga
wiec maksymalnej ilosci liniowo niezaleznych wierszy (réwnej 1) tylko w sytuacji, kiedy wiersz
jest zerowy, czyli wszystkie pochodne czastkowe sg zerowe. Maksymalny rzad rézniczki takiej
funkcji F jest rownoznaczny z tym, ze nie ma punktéw, gdzie wszystkie pochodne sie zeruja.

Przyktad:

Wezmy podzbiér ptaszczyzny taki, ze
y*=x* czyli F(x,y)=y>-x*=0. Chcemy znalez¢
punkt z tego zbioru o najmniejszej wspéirzednej
y. Szukamy wiec minimum warunkowego
funkcji  g(x,y)=y na zadanym zbiorze.

Skoro x* jest nieujemne to y réwniez. g(x,y)=y
przyjmuje najmniejsza wartos¢ réwng 0 w
punkcie (0,0). Sprawdzmy, czy metoda
. : mnoznikéw Lagrange'a da nam spodziewany
Sl . . . ~_wynik.

Funkcje F i g majg ciggte pochodne czastkowe
(wyznaczone ponizej), okreslone sg na catej
ptaszczyznie, ktéra jest zbiorem otwartym.




Wyznaczmy rézniczke funkcji F:
DF(x,y)=[F'(x,y)xF'(x,y)y,]=[4%3,3y?]

Wyznaczmy rézniczke funkcji g:
Dg(XIY)[g'(XrY)x.g'(XrY)yr]=[0,1]
Zapisujemy rownanie warunku koniecznego ekstremum warunkowego: Dg(x,y)=ADF(x,y)

[0,1]=A[4x3,3y?], czyli w punkcie ekstremum musi zachodzi¢:

0=Mx3> > x=0 - y=0

1 -1
1=A3y? = y= — luby= —
O N e N T

Ale ten uktad jest sprzeczny niezaleznie od doboru A! Pierwsze réwnanie chce zerowego y, a
drugie y o konkretnej- niezerowej wartosci. Wynika z tego, ze nasza funkcja g nie ma
ekstremum warunkowego na zbiorze y*=x*.

Jednoczesnie wiemy, ze 0«x*=y®* = 0«y, ale mamy punkt (0,0) spetniajgcy y*=x*. y jest
nieujemny i osigga 0, wiec zero to jego najmniejsza mozliwa wartos¢. Funkcja g(x,y)=y ma
swoje minimum warunkowe, co wida¢ na rysunku.

Co poszto nie tak? ZapomnieliSmy o kluczowym zatozeniu maksymalnego rzedu macierzy
DF(x,y).

DF(x,y)=[4x3,3y?]

Jak widzimy macierz jest niezerowa wszedzie poza punktem (0,0). Metoda mnoznikéw
Lagrange'a dziata wiec w kazdym punkcie ptaszczyzny, poza punktem (0,0), gdzie byto nasze
ekstremum.

Dziekuje za poswiecenie czasu na przeczytanie tekstu. Mam nadzieje, ze okazat sie przydatny i
dzieki niemu udato sie nieco lepiej zrozumie¢ metode mnoznikéw. Uwagi i sugestie mozna
zgtaszac drogg mailowa: przrys@gmail.com.



