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Czy nalezy uczy¢ matematyki studentéow ekonomii?
Abstrakt

W referacie udziela si¢ oczywiscie twierdzacej odpowiedzi na tytulowe pytanie, ale
jednoczesnie zglasza sig szereg watpliwosci odno$nie konwencjonalnego podejscia do
nauczania matematyki. Na podstawie do§wiadczenia autora w zakresie nauczania
mikroekonomii, ekonomii srodowiska i przedmiotéw matematycznych (takich jak
programowanie wypukle i réwnania r6zniczkowe) omawia si¢ dwa problemy. Po pierwsze,
celowo$¢ nauczania studentéw nie tylko metod i technik, ale réwniez dowodéw twierdzen. Po
drugie, lista pojec i twierdzen matematycznych, ktére wydaja si¢ najbardziej przydatne w
analizach ekonomicznych.

Mozna zauwazy¢, ze tylko nieliczni studenci ekonomii doceniaja warto$¢ Scistego
rozumowania. Wigkszo$¢ stara si¢ szybko przyswoi¢ zasadnicze pojgcia, dostrzec ich
praktyczne znaczenie i nauczy¢ si¢ wzoréw lub procedur, za pomoca ktérych datoby si¢
uzyskac jakies$ rezultaty liczbowe. Wigkszo$¢ uwaza, ze dowody nalezy zostawic
matematykom. W rezultacie osiagane konkluzje bywaja ptytkie i opierajq si¢ raczej na
stwierdzeniach poprawnych politycznie, anizeli na faktach. Dlatego nauczanie matematyki
stanowi co$ wigcej, niz dostarczanie rutynowych rozwiagzan. Jesli bytoby dobrze wdrozone,
mogtoby nie tylko rozszerzy¢ analityczne umiejgtnosci studentéw, ale rowniez zwigkszy¢
poziom zdrowego sceptycyzmu i rozwina¢ innowacyjnosc.

Matematycy i ekonomisci maja odmienne poglady na to, ktére twierdzenia sg
potrzebne studentom pierwszego, drugiego i trzeciego stopnia. Jest oczywiste, Ze teoria miary
i pojecia probabilistyczne sg stosowane w nowoczesnej ekonometrii. Jednak w odniesieniu do
analizy ekonomicznej wybdr staje si¢ trudny. Najtatwiej bytoby uznaé, ze lagranziany i
twierdzenie Kuhna-Tuckera sa wtasciwe dla pierwszego stopnia, za$ hamiltoniany i zasada
Pontriagina nadajq si¢ na stopien trzeci. Jest to jednak uproszczenie, poniewaz nawet
zaawansowane modele mikroekonomiczne bazuja czgsto na "zwyklym" twierdzeniu Kuhna-
Tuckera, podczas gdy pewne modele przedstawiane w elementarnych podrecznikach — takie
jak np. reguta Hotellinga — wymagaja zastosowania poj¢¢ sterowania optymalnego. Tak wigc
zestawienie listy poje¢ i twierdzeh matematycznych dla poszczegdlnych stopni nauczania
stanowi nie lada wyzwanie.

W podsumowaniu znajduja si¢ uwagi na temat uktadu wlasciwych programéw
studidw. W sytuacji, kiedy brak jest ogélnoeuropejskich standardéw (cho¢ studentéw zacheca
si¢ do jak najwigkszej mobilnosci), jest wysoce nieprawdopodobne, by licencjat pochodzacy z
jednej uczelni mdgt w pelni wykorzysta¢ ofertg drugiego lub trzeciego stopnia studiéw
oferowanych gdzie indziej. Tym niemniej starannie identyfikujac wiedz¢ matematyczng
potrzebna do tego, by zapisac si¢ na dany kurs i powszechnie o niej informujac, uniwersytety
powinny uksztattowa¢ ogdlnoeuropejska swiadomos$¢ tego, co jest rzeczywiscie warte
studiowania.



1. Czy matematyka jest uzyteczna dla teorii ekonomii?

Przez wiele pokolen ekonomi$ci formutowali trudne pytania, ale prébowali na nie
odpowiada¢ odwotujac si¢ do zdrowego rozsadku, albo do jakich$ filozoficznych zatozen.
Dopiero w 19. wieku ekonomia zacze¢la przypominac fizyke i inne nauki przyrodnicze —
zaczeto uzywac matematyki do tego, by z prostych zatozen wyciaga¢ wnioski, ktére
podlegaly weryfikacji empirycznej. Szczegodlnie wiele takich wnioskéw wyprowadzono przy
zatozeniach optymalizacyjnych, jak np. maksymalizacja uzytecznosci przez konsumentéw lub
maksymalizacja zysku przez przedsigbiorstwa. W wieku 20 nastapita krytyczna refleksja po
tym, jak zorientowano si¢, ze konsumenci moga podejmowac irracjonalne decyzje, a
przedsigbiorstwa moga nie maksymalizowa¢ zyskéw. Od giéwnego nurtu ekonomii odtaczyty
si¢ mniejsze strumienie kwestionujac jego adekwatno$¢ naukowa i przydatnos¢ dla polityki.
Jakkolwiek rzeczywiscie pewne wazne problemy ekonomiczne nie sa wystarczajaco
rozumiane, by umozliwi¢ kwantyfikacjg, nie cata krytyka gtéwnego nurtu jest
usprawiedliwiona.

Latwo pokazac, ze zastosowanie rygorystycznej argumentacji w odniesieniu do
fatszywego zalozenia wyjsciowego doprowadzi do absurdalnego wyniku. Tym niemniej
krytycy ekonomii gtéwnego nurtu ida za daleko catkowicie odrzucajac jej ogélne podejscie i
zamieniajac je na podejscie deskryptywne. Wracaja do stanu, w jakim ekonomia znajdowata
si¢ przed 19. wiekiem. Zbyt czgsto poprawne politycznie stwierdzenie zastgpuje argumentacje
logiczna. Zbyt czg¢sto studenci ekonomii dajg si¢ przekonaé, iz rzeczywisto$¢ jest ztozona i
nie pozwala na jednoznaczne konkluzje. Oczywiscie pewna doza sceptycyzmu jest zdrowa,
ale istota metody naukowej jest przeciez upraszczanie rzeczy po to, by osiagnac uproszczone
wyniki. R6znica pomigdzy uproszczeniem a zbytnim uproszczeniem zalezy od tego, czemu
wynik miat w praktyce stuzy¢. Stwierdzenia uproszczone moga stanowi¢ podstawe
skutecznego dziatania, natomiast zbytnio uproszczone prowadza do btednych dziatan.

Ramka 1

Swego czasu wyktadatem mikroekonomig studentom MBA. Problem débr
publicznych byt szczegdtowo dyskutowany. Wszystkie typowe przyktady — takie jak latarnia
morska, obrona przeciwlotnicza, fadny widok itp. — zostalty wymienione i wyjasnione.
"Warunki pierwszego rz¢du" dla optimum byly wyprowadzone. Na egzaminie pisemnym
zapytatem, czy zapewnienie obrony przeciwlotniczej moze by¢ sprywatyzowane. Nieliczni
studenci odpowiedzieli poprawnie, ze wprawdzie moze, ale bytoby to nieefektywne
ekonomicznie. Wigkszo$¢ dawata odpowiedzi nie na temat, jak np. "powinniSmy zapobiec
kolejnej wojnie", albo "dziatania lotnictwa NATO przeciw Belgradowi stanowity akt
barbarzyfstwa". Najwyrazniej studenci uwazali, ze stwierdzenie uchodzace za poprawne
polityczne moze stuzy¢ jako poprawna odpowiedz.

Studia uniwersyteckie stanowia okazje, by rozwija¢ umiejetnosci i cnoty. Oczywiscie i
jedne, i drugie sa wazne. Wzrostowi cnét stuzy przyktad uczciwych nauczycieli, pomaganie
ubogim, albo doswiadczenie tego jak dobro walczy ze zlem w $wiecie. Jednak $wiat
potrzebuje nie tylko wrazliwych, ale i madrych. Dlatego jest rownie wazne, by mtodzi ludzie
umieli odr6zni¢ to, co poprawne politycznie od tego, co uzasadnione naukowo. Matematyka
jest niezastagpionym narz¢dziem pozwalajacym na dochodzenie do jednoznacznych konkluzji.
Jesli nie podoba si¢ nam jaka$ konkluzja, to musimy zakwestionowac zatozenia, przy jakich
zostata osiagnigta. W przeciwnym razie bardzo tatwo narzekaé, ze sprawy biora obrot, jakiego




by$my nie chcieli i poszukiwaé winowajcéw, podczas gdy prawdziwe przyczyny problemu
pozostaja ukryte.

Matematyka jest metoda, za pomoca ktérej mozna sporzadzac¢ naukowe prognozy, jak
réwniez weryfikowa¢ dane empiryczne. Np. stosujac podrecznikowy model produkcji mozna
przewidziec, ze stosunek krancowych produktywnosci czynnikow pokrywa si¢ ze stosunkiem
ich cen. Wymaga to jedynie znajomosci elementarnej analizy matematycznej. Potem badacz
moze poréwnac t¢ prognoze z faktycznymi danymi z rynku. Ale tym razem potrzebna jest
znajomos¢ testéw statystycznych, aby oceni¢, czy dane sg zgodne z modelem
optymalizacyjnym stojacym za calq ta argumentacja. Jesli testy sugeruja, Zze prognoza jest
nietrafna, nalezy przyjrzec¢ si¢ zalozeniom poczatkowym. By¢ moze przedsigbiorstwa nie
maksymalizuja zyskéw; albo moze zakupuja czynniki produkcji po cenach innych niz te,
ktére zarejestrowala statystyka; albo moze poddane sa ograniczeniom technologicznym,
ktérych badacz nie byl swiadomy? Modele matematyczne strukturyzuja nasze myslenie,
podsuwaja wyjasnienie obserwowanych zjawisk i tworza zapotrzebowanie na dane. Studenci,
ktérzy nie doceniaja matematyki maja tendencj¢ do akceptowania pétprawd i moga by¢ tatwo
wprowadzeni w btad przez batamutna argumentacje.

Tak wigc matematyka jest kluczowa w nauczaniu uniwersyteckim nie tyle jako zrédto
praktycznej wiedzy, co raczej jako spos6b uczulenia mtodych ludzi na to, by mysleli
krytycznie. Wynika z tego, ze to, jak jej uczymy jest nawet wazniejsze od tego, czego
uczymy. Tworzenie ram koncepcyjnych, wywotlanie nawyku dowodzenia rzeczy uwazanych
za intuicyjnie oczywiste i ukazanie, ze nie wszystko co pozornie oczywiste jest prawdziwe
stanowi zapewne najwazniejszy rezultat studiowania matematyki.

Istnieje tradycja uczenia studentéw niematematycznych, by koncentrowac si¢ na
metodach i wzorach, a dowody pomija¢. Jest to uzasadniane tym, ze przeciez rola nie-
matematykow polega nie na tym, by rozwija¢ matematyke, ale na tym, by ja stosowac w
swoich dyscyplinach, takich jak ekonomia, socjologia czy historia. Podejscie to ma jednak
powazna wadg. Pomijajac dowody studenci przyzwyczajaja si¢ do tego, by bezkrytycznie
akceptowac czyje$ stwierdzenia i czu¢ si¢ zwolnionym z potrzeby poszukiwania prawdy. W
dalszej konsekwencji rodzi si¢ oczekiwanie, ze nauka powinna by¢ tatwa, a kiedy juz pojawi
si¢ jaka$ trudno$é¢, to trzeba ja pokona¢ bez zbytniego wysitku intelektualnego.

Ramka 2

W 1988 r. opublikowalem podr¢cznik Rownan rozniczkowych i roznicowych oparty na
moim jednosemestralnym wyktadzie skierowanym do studentéw ekonomicznych w latach
1986-1988. Wyktad byt "samowystarczalny" w tym sensie, ze niemal caly materiat — tacznie z
twierdzeniem Cauchy'ego-Piccarda i modelem Volterry — byt odpowiednio zdefiniowany i
dowiedziony. Jedyny wyjatek stanowito twierdzenie Lapunowa (konieczno$¢ warunkéw
stabilnosci), ktérego dowdd wymagatby zbyt wielu godzin wyktadowych bez dania studentom
zadnej dodatkowej wiedzy na ten temat. Tym niemniej studenci widzieli, ze niemal wszystko
znajduje si¢ w zasiggu ich mozliwosci intelektualnych i nie musza polega¢ wytacznie na
autorytecie nauczyciela lub podrecznika. Wymagato si¢ od nich znajomosci technik, ale nie
byta to wiedza czarnoksigska; wszystko dato si¢ wywie$¢ z matematyki, ktéra powinni znac z
wczesniejszych etapow edukacji.

Po wypowiedzeniu sadu, iz to, czego si¢ uczy ma znaczenie drugorzedne, nalezy
jednak doda¢ istotne uzupetnienie. Nawet jesli zasadniczym celem nauczania matematyki jest




¢wiczenie mtodych umysiéw, nie mozna nie dostrzegac, ze typowy student powinien méc
przekonac sig, ze to, co studiuje, do czego$ stuzy. A zatem wyktady matematyczne musza
uwzgledniaé specyficzne potrzeby i tradycje danej dyscypliny. W przeciwnym razie studenci
zbuntuja sig.

2. Jaka matematyka ma by¢ wlaczona do programow studiéw z ekonomii?

19-wieczny przetom w teorii ekonomii nastapit dzigki zastosowaniu elementarnej
analizy matematycznej. Aby studenci mogli zrozumie¢ logike mikroekonomii nalezy
wprowadzi¢ twierdzenia o nieograniczonych minimach i maksimach. Stanowi to tez dobra
okazje by pokazac¢ przydatnos¢ poje¢ wypuklosci i wklgstosci. Jednak predzej czy pdzniej
jakis niezno$ny student zauwazy, ze w pewnych okolicznos$ciach tak zwane warunki
pierwszego rzedu nie sa konieczne dla rozwiazania zagadnienia optymalizacyjnego. Wlasnie
tu 20-wieczna matematyka zaczyna dowodzi¢ swojej przydatnosci. Twierdzenie Kuhna-
Tuckera moze by¢ uznane za najwazniejszy fragment analizy matematycznej nie zawierajacy
si¢ w typowym programie studiéw, a ktére powinno by¢ nauczane na wydziatach ekonomii.
Tak naprawd¢ moze ono zosta¢ wyprowadzone w niecate dwie godziny z klasycznej metody
Langrange z uzyciem twierdzenia o rozdzieleniu, czyli za pomoca do$¢ standardowej techniki
algebraicznej. Czyli do zrozumienia podstawowej teorii konsumenta i producenta nalezy by¢
zaznajomionym ze standardowa analiza matematyczna oraz algebra liniowa uzupetniona o
twierdzenie Kuhna-Tuckera.

Przez wiele pokolen ekonomisci uwazali, ze potozenia rownowagowe sa jednoczes$nie
optymami (co stanowi dobry przyklad tego, ze poleganie na zdrowym rozsadku moze
prowadzi¢ do powaznych btedow). Szok nastapit w potowie 20-ego wieku wraz z
pojawieniem si¢ pojgcia rownowagi Nasha. Okazato sig, ze podmioty gospodarcze moga
tkwi¢ w polozeniu, w ktérym nikt nie ma motywacji, Zeby jednostronnie si¢ wycofac, cho¢
zadne optimum nie zostalo jeszcze osiagnigte. Teoria gier jest dziedzing matematyki, ktora
pomogta nie tylko reinterpretowac niektére teorie 19-wieczne (np. modele Cournot i
Bertrand), ale réwniez formutowac catkowicie nowe koncepcje (takie jak np. self-enforcing
agreements 1 aukcje poprawne motywacyjnie). Teoria gier stala si¢ zatem kluczowa
dyscypling matematyczng 20-ego wieku i warto jej naucza¢ studentéw ekonomii. Poprawnie
wyktadana bedzie taczy¢ $cistos¢ z poczuciem uzytecznosci, a jedno i drugie jest przydatne w
ksztattowaniu mtodych umystéw ekonomicznych.

Coraz wigcej jest literatury ekonomicznej opartej na koncepcjach teorii sterowania
optymalnego. Trudno byloby znalez¢ czasopismo z gléwnego nurtu ekonomii niezawierajace
artykutu odnoszacego si¢ do zasady Pontriagina. Koncepcje teorii sterowania (w tym
klasyczny 19-wieczny hamiltonian) nie tylko przenikaja do wspéiczesnej mikroekonomii, ale
znajduja rowniez zastosowanie w naukach o zarzadzaniu. Takze w rachunkach narodowych
interpretuje si¢ trwaty produkt narodowy jako hamiltonian (obecna warto$¢ przysztych
przeptywow dobrobytu). Jesli dany model jest oparty na zmiennych czasu dyskretnego,
sterowanie optymalne zastgpowane jest programowaniem dynamicznym a catki — szeregami
nieskonczonymi. W kazdym z tych przypadkéw trzeba si¢ postugiwac dos¢ wyrafinowana
matematyka.

Wiasciwie przeprowadzone zajgcia z teorii sterowania sa zdecydowanie za trudne dla
niematematycznych studentéw pierwszego stopnia. Zajecia te wydaja si¢ wigc odpowiednie
dla studentéw wyzszego, zwlaszcza trzeciego stopnia. Tym niemniej istnieja proste
sredniozaawansowane modele mikroekonomiczne wymagajace zastosowania zasady



Pontriagina. Dobrym przyktadem jest Hotellinga model wykorzystania zasobéw
nieodnawialnych. Tak zwana regute¢ Hotellinga ("stopa oczekiwanego wzrostu renty jest
réwna si¢ stopie dyskontowej") mozna wyprowadzi¢ niemal bez uzycia matematyki, jednak
nie da si¢ wyjasni¢ $ciezki wydobycia bez wykorzystania twierdzen teorii sterowania
optymalnego. Wyktadowcy studentéw pierwszego stopnia muszg dokona¢ wyboru pomigdzy
powierzchownym potraktowaniu waznego zagadnienia a zastosowaniem wyrafinowanej
matematyki — w tym wypadku twierdzenia Pontriagina — bez wtasciwego przygotowania. W
koncu nikt nie obiecywat, Ze nauczanie ekonomii jest tatwym zadaniem!

Przez dwa pokolenia ekonomisci nie udowodnili istnienia rownowagi Walrasa.
Wystarczyt im sam fakt, Zze model Walrasa ma taka sama liczbg¢ zmiennych co réwnan. Osoba
znajaca matematyke nawet na niezaawansowanym poziomie rozumie, ze ta réwno$¢ nic nie
znaczy. Jest wigc zaskakujace, ze w zadawalajacy sposéb zajeto si¢ tym modelem dopiero w
polowie 20-ego wieku. Mozna odnie$¢ wrazenie, ze ekonomisci po prostu nie poswigcali
wystarczajaco duzo uwagi istnieniu ani wyjatkowosci obiektéw matematycznych, o ktérych
si¢ uczyli. Trend ten wydaje si¢ teraz odwracac; wspéiczesna ekonomia jest §wiadoma kilku
twierdzen o punkcie statym. Zwlaszcza twierdzenie Brouwera znalazto wiele zastosowan w
problemach ekonomicznych, dlatego warto przeprowadzi¢ jego dowdd w ktérym§ momencie
studiéw, chyba najlepiej na studiach drugiego lub trzeciego stopnia. Na studiach pierwszego
stopnia wystarczy prosta interpretacja geometryczna na ptaszczyznie (podparta argumentem
analitycznym). Nawet uproszczony dowdd jest lepszy niz stwierdzenie czy tok rozumowania
odnoszace si¢ do zdrowego rozsadku.

Znaczna czg$¢ wspoélczesnej ekonomii wiele zawdzigcza technikom
ekonometrycznym, a w ostatecznym rozrachunku — statystyce matematycznej. Bieglos¢ w
statystyce juz na wstgpie wymaga dobrej znajomos$ci analizy matematycznej; w przeciwnym
wypadku nie da si¢ obliczy¢ rozktadow czgstosci, funkcji wiarygodnos$ci, momentow itp.
Wymaga réwniez zrozumienia teorii miary Lebesgue'a i rodzin zbioréw borelowskich, jednak
tu pojawia si¢ fundamentalny problem. Dobry wyktad z teorii miary musi trwa¢ przynajmniej
jeden semestr i bylby uznany przez przecigtnego studenta ekonomii za nazbyt trudny. Sprawa
komplikuje sig jeszcze bardziej, nalezy bowiem podkresli¢, ze catka Lesbegue'a okazuje si¢
lepsza niz catka Riemanna, zwlaszcza w kontekscie twierdzen granicznych, ktére sa
szczegolnie uzyteczne w analizach statystycznych. Wykladowca staje wigc przed dylematem:
czy trzymac si¢ zasady unikania powierzchownego traktowania materiatu, dowodzi¢
wszystkiego co trzeba i traci¢ kontakt z wigkszo$cia grupy, czy robi¢ przeglad wszystkich
koncepcji potrzebnych do analiz i zadowoli¢ si¢ powierzchownym rozumieniem twierdzen.
Nie ma dobrego rozwigzania tego dylematu. By¢ moze najlepiej jest postgpowac zgodnie z
0g6lng zasada przedstawiona w pierwszej czgsci artykutu: przyjac, ze teori¢ miary zglebia
tylko nieliczni studenci — tacy, ktérzy chca wnie$¢ co§ nowego do teorii ekonometrycznej. Od
pozostatych begdzie si¢ jedynie wymaga¢ zrozumienia, ze analiza statystyczna, jakiej maja
uzywac, opiera si¢ na teorii zbyt trudnej zeby mogta by¢ wiaczona do standardowego
programu studiéw.

Réwnania rézniczkowe (zwlaszcza czastkowe) stanowia znaczna cz¢$¢ matematyki
stosowanej. Réwniez w ekonomii nietrudno wymieni¢ liczne zastosowania rownan
rézniczkowych i réznicowych. Istnieja wigc powody, Zeby stanowily czg¢$¢ programu studiéw
z ekonomii, i niektorzy studenci wreez tego wymagaja. Pomimo tego, ze nauka rownan
rézniczkowych jest niewatpliwie korzystna dla ekonomistéw, z uwagi na ograniczenia
czasowe nie powinna ona by¢ obowigzkowa dla wszystkich. Tylko zainteresowani
modelowaniem matematycznym powinni wybra¢ takie zajecia.



Analiza matematyczna i podstawy algebry liniowej stanowia trzon matematyki, ktérej
powinno si¢ naucza¢ ekonomistow. Powinno si¢ jednak dopilnowa¢é, ze twierdzenie Kuhna-
Tuckera bedzie si¢ zawiera¢ w tym zestawie, w przeciwnym wypadku bowiem znaczna czg$¢
mikroekonomii bedzie musiala si¢ opiera¢ bardziej na machaniu r¢kami niz na solidnych
podstawach. Wszystkim studentom powinno si¢ da¢ szans¢ docenienia podstaw teorii gier, w
tym koncepcji réwnowagi Nasha. Inne zajecia z matematyki powinny by¢ skierowane tylko
do wybranych grup studentéw. Rdwnania rozniczkowe, teoria sterowania, twierdzenia o
punkcie stalym i miara Lebesgue'a znajduja szerokie zastosowanie w badaniach
ekonomicznych, jednak nie sg niezbedne do uzyskania dyplomu z ekonomii.

3. Jak uczy¢ matematyki?

Matematyki mozna uczy¢ na dwa sposoby: w oddzielnych zajeciach lub w ramach
zaje¢ niematematycznych. Cho¢ kazde zagadnienie zastuguje na omdéwienie w oddzielnych
zajeciach, to dla studentéw ekonomii by¢ moze tylko analiza matematyczna i algebra liniowa
powinny by¢ zajgciami obowiazkowymi. Pozostale zagadnienia moga by¢ nauczane jako
przedmioty do wyboru albo stanowi¢ czg$¢ zaje¢ z ekonomii.

Niektére zagadnienia mozna z powodzeniem zawrze¢ w §redniozaawansowane;j
mikroekonomii. Teoria gier na przyktad moze zosta¢ wprowadzona jako czg$¢ wyktadu z
mikroekonomii. Takie rozszerzenie programu mozna wprowadzi¢ zaréwno na studiach
pierwszego, jak i trzeciego stopnia. Na studiach pierwszego stopnia kilka godzin
wyktadowych wystarczy, by studenci zapoznali si¢ z rownowaga Nasha, strategiami
mieszanymi i dylematem wigznia. Na poziomie studiéw doktoranckich wprowadzenie
koncepcji rownowagi Nasha trwalej wzgledem podgier, gier powtarzalnych, "twierdzenia
ludowego", strategii odwrotu do Nasha itp. wymaga juz bardziej gruntownego
przedstawienia. Oczywiscie kazde z tych zagadnien moze stanowi¢ odrgbne zajecia, jednak
bardziej realistycznym rozwiazaniem jest zaoferowanie ich studentom w formie pakietow.

Teoria sterowania optymalnego jest odrgbnym przypadkiem. Na poziomie studiow
pierwszego stopnia mozna si¢ do niej odnies$¢ przy okazji omawiania modelu Hotellinga.
Cho¢ w modelu tym uzywa si¢ hamiltonianoéw, dowodzenie zasady Pontriagina mozna uznaé
za nadmierny wysilek; pozostawienie twierdzenia bez dowodu od czasu do czasu nie jest
ciezkim grzechem. Natomiast na poziomie studiéw doktoranckich dobrym rozwigzaniem
bylyby odregbne zajecia poswigcone catej teorii sterowania. Studenci trzeciego stopnia
powinni czyta¢ i rozumiec literatur¢ ekonomiczna szeroko czerpiaca z zasady Pontriagina. Jej
zastosowania sa tak réznorodne — od mikroekonomii po wybdr portfela inwestycyjnego i
teori¢ wzrostu — ze zastuguje na odrgbne zajecia.

Ramka 3

Istnieja dwa podejs$cia w nauczaniu matematyki. Pierwsze polega na jak najdalej
posunigtym ostabianiu zatozen twierdzen. Najlepiej, jesli uda si¢ udowodni¢ implikacje w
druga strong, pokazujac, ze zatozen nie da si¢ dalej ostabia¢. Alternatywa jest okreslenie
wyniku koncowego, do jakiego powinno si¢ doj$¢ na zakonczenie zaje¢, i udowodnienie go za
pomoca minimalnego wysitku koncepcyjnego. Jakkolwiek wielu matematykéw preferuje
pierwsze podejscie, dla studentéw niematematycznych bardziej odpowiednie wydaje sig to
drugie. W latach 80-tych wyktadatem Programowanie wypukte. Nieréwno$¢ pomigdzy
rozwiazaniami problemu prymalnego i dualnego zostata zidentyfikowana jako zwienczenie




wyktadu. Cata sekwencja definicji i twierdzen byta wigc pomyslana w taki sposéb, aby
osiagna¢ wynik koncowy przy minimalnym wysitku, uzywajac teorii dualnosci sprzgzone;.
Jako zasada nie ostabiano zatozen twierdzen. Byly one przyjmowane na poziomie ogélnosci
wystarczajacym do osiagnigcia wyniku koncowego. Chcac zadowoli¢ studentéw matematyki
stuchajacych wyktadu co jaki$ czas wskazywatem, jak wzmocni¢ dane twierdzenie ostabiajac
jego zatozenia, jednak bez podawania dowodu.

Osobna kwestia pozostaje pytanie, kto powinien uczy¢ matematyki. Istnieja oczywiste
argumenty przemawiajace zaréwno za powierzeniem tego zadania matematykom, jaki i
ekonomistom. Kiedy wyktad prowadzi matematyk, istnieje wigksza szansa, ze twierdzenia
zostana poprawnie dowiedzione a wykladowca bedzie umiat odpowiedzie¢ na trudne pytania
techniczne. Z kolei ekonomi$ci moga mie¢ lepsze wyczucie, do czego potrzebna jest dana
koncepcja lub twierdzenie — a takg informacj¢ niematematycy bardzo sobie cenia. Istnieje
jednak szara strefa pomigdzy czysta teorig a zastosowaniami, w ktdérej ani matematycy ani
ekonomisci nie maja zapewnionego sukcesu. Jest to sztuka sformulowania zagadnienia z
zycia codziennego uzywajac jezyka matematyki. Czasem wymaga to po prostu zatozenia, ze
srednia z préby jest zmienng losowa ze znanym rozktadem. Czasem trzeba podja¢ dodatkowy
wysitek aby wyeliminowa¢ nieistotne fakty i wytowi¢ z problemu tylko t¢ informacjg, ktéra
da si¢ przenie$¢ w ramy odpowiedniej teorii matematycznej. Wybor teorii 1 istotnych
informacji bynajmniej nie jest tatwym zadaniem.

Nie istnieje gotowy sposob nauczania studentow ekonomii, jak kompetentnie stosowac
matematyke¢. Matematycy moga nie widzie¢ potrzeby istnienia takiego sposobu, ekonomisci
za$ — nie rozumie¢ wszystkich zawitosci. W ramach niektérych programéw studiow
organizowane sg osobne warsztaty czy laboratoria skierowane na przedstawianie pytan z
ekonomii jako problemdéw matematycznych. Prowadzacy powinni mie¢ doswiadczenie w obu
dziedzinach.

Postep w dostepnosci programéw komputerowych drastycznie zmienit rolg
zastosowanej matematyki. Jeszcze dwadziescia lat temu studenci rozwigzywali zadania z
programowania liniowego uzywajac metody simpleks z pomoca recznego kalkulatora. Dzi$
tylko od informatykéw wymaga si¢ znajomos$ci metody simpleks. Wszyscy pozostali ucza sig¢
stosowania modutéw programowania liniowego oferowanych przez dziesiatki programow
opartych na Windows. Analogicznie, w latach 70-tych studenci ekonometrii musieli r¢gcznie
wykonywac¢ obliczenia w zwyktej metodzie najmniejszych kwadratéw (Ordinary Least
Squares, OLS). Dzi$ studenci moga wybiera¢ sposrod wielu pakietéw, z ktérych kazdy ma
wbudowany modut OLS; szacowanie wspétczynnikdw regresji nie wymaga wigcej wysitku
niz wybranie ikony na ekranie komputera. Jedynie matematycy musza dzi$ rozumie¢, jakie
obliczenia sa potrzebne do odwracania duzych macierzy. Mozliwo$¢ rozwiazania
analitycznego modeli mikroekonomicznych — np. zaawansowanego modelu duopolu — zalezy
od umiejetnosci szybkiego rézniczkowania funkcji i rozwiazywania rownan. Dostgpno$¢
programéw wykonujacych takie obliczenia natychmiast i to bezbtednie ogromnie
przyspieszyla caty proces. W konsekwencji modele, ktére dawniej byty zbyt skomplikowane
by je bada¢, moga by¢ dzi$ rozwiazywane przez badaczy obeznanych z komputerem.

Czy komputery zmienily rol¢ matematyki w naukach stosowanych? Oczywiscie, ze
tak. Tym niemniej rola matematyki jako narzedzia do rozwinigcia argumentu i wykroczenia
poza to, co wydaje si¢ zgodne ze zdrowym rozsadkiem i/lub polityczna poprawnoscia, nie
zmienita si¢. Dostgpno$¢ oprogramowania pomagajacego badaczom stosowa¢ wzory i




procedury matematyczne nie umniejsza roli matematyki jako treningu umystowego. Dlatego
tez wszystkie komentarze z czg$ci 1 pozostang aktualne rowniez w przysziosci.

Podsumowanie i wnioski

Nie ulega watpliwosci, ze studenci ekonomii powinni uczy¢ si¢ matematyki.
Matematyka spetnia jednak podwojna rolg. Pierwszym korzyscia uczenia si¢ matematyki jest
docenienie sity umystu. Ekonomisci pozbawieni takiego treningu moga tatwiej akceptowaé
polprawdy i przeocza¢ braki w logice swoich argumentéw. Ekonomista o silnym zapleczu
matematycznym ma wigksza szans¢ rozwinigcia spdjnego argumentu ekonomicznego nawet
przy braku zastosowania jakichkolwiek metod matematycznych. Druga korzys$cig uczenia si¢
matematyki jest poznanie konkretnych technik pomagajacych zauwaza¢ wzajemne
powiazania i wyciaga¢ wnioski. Zaréwno w przesztosci, jak i teraz matematyka bywa
niewtasciwie wykorzystywana przez stosowanie wyrafinowanych technik do kiepsko
zidentyfikowanych probleméw. Skutkowato to spadkiem uznania dla metod matematycznych
1 akceptacji opartej si¢ na nich ekonomii gtéwnego nurtu.

Pierwsza korzy$¢ mozna osiagnac nauczajac matematyki w odpowiednim tempie, nie
omijajac dowodow i przywiazujac wlasciwa uwage do spdjnosci calej teorii. Druga wymaga
od studentéw zrozumienia, jakie problemy moga rozwigza¢ przy pomocy danej techniki;
wymaga tez, by przywiazywac dostateczna uwage do formulowania pytan z ekonomii
uzywajac formalnego jezyka. Nie kazdy ekonomista ani matematyk taka umiejgtno$¢ musi
sobie ceni¢ — potrzebne moga by¢ osobne zajgcia aby ¢wiczy¢ w niej tylko chetnych
studentow.

Wspdlczesna ekonomia opiera si¢ na wielu teoriach matematycznych, z ktérych czgsé
przenika tak gteboko, ze zastuguje na odrebne zajecia. Do tej grupy nalezy analiza
matematyczna i podstawy algebry liniowej. Dzigki wielopokoleniowemu do$wiadczeniu w
nauczaniu obu przedmiotow studenci moga korzysta¢ z dobrych tekstow, ¢wiczen i
programéw. Jednakze w wielu takich programach ignoruje si¢ twierdzenie Kuhna-Tuckera,
ktérego powinno si¢ uczy¢ zwazywszy na jego duza przydatnos¢ przy licznych
zastosowaniach.

Innych teorii matematycznych mozna uczy¢ na osobnych zajgciach lub traktujac je
jako fragmenty zaje¢ z ekonomii. Ponadto ich istotno$¢ moze si¢ zmienia¢ w zaleznos$ci od
profilu i poziomu edukacji — poszczegdlne programy zaje¢ moga si¢ r6zni¢ pod wzgledem
tych teorii. Nauczanie matematyki jest powazng sprawa i nalezy ja uwaznie przemysle¢ by
ostatecznie uzyskac¢ szczegétowe rekomendacje.

Ttum z ang. Marta Zylicz



