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Czy nale�y uczy� matematyki studentów ekonomii? 
 

Abstrakt 
 
 W referacie udziela si� oczywi�cie twierdz�cej odpowiedzi na tytułowe pytanie, ale 
jednocze�nie zgłasza si� szereg w�tpliwo�ci odno�nie konwencjonalnego podej�cia do 
nauczania matematyki. Na podstawie do�wiadczenia autora w zakresie nauczania 
mikroekonomii, ekonomii �rodowiska i przedmiotów matematycznych (takich jak 
programowanie wypukłe i równania ró�niczkowe) omawia si� dwa problemy. Po pierwsze, 
celowo�� nauczania studentów nie tylko metod i technik, ale równie� dowodów twierdze�. Po 
drugie, lista poj�� i twierdze� matematycznych, które wydaj� si� najbardziej przydatne w 
analizach ekonomicznych. 
 
 Mo�na zauwa�y�, �e tylko nieliczni studenci ekonomii doceniaj� warto�� �cisłego 
rozumowania. Wi�kszo�� stara si� szybko przyswoi� zasadnicze poj�cia, dostrzec ich 
praktyczne znaczenie i nauczy� si� wzorów lub procedur, za pomoc� których dałoby si� 
uzyska� jakie� rezultaty liczbowe. Wi�kszo�� uwa�a, �e dowody nale�y zostawi� 
matematykom. W rezultacie osi�gane konkluzje bywaj� płytkie i opieraj� si� raczej na 
stwierdzeniach poprawnych politycznie, ani�eli na faktach. Dlatego nauczanie matematyki 
stanowi co� wi�cej, ni� dostarczanie rutynowych rozwi�za�. Je�li byłoby dobrze wdro�one, 
mogłoby nie tylko rozszerzy� analityczne umiej�tno�ci studentów, ale równie� zwi�kszy� 
poziom zdrowego sceptycyzmu i rozwin�� innowacyjno��. 
 
 Matematycy i ekonomi�ci maj� odmienne pogl�dy na to, które twierdzenia s� 
potrzebne studentom pierwszego, drugiego i trzeciego stopnia. Jest oczywiste, �e teoria miary 
i poj�cia probabilistyczne s� stosowane w nowoczesnej ekonometrii. Jednak w odniesieniu do 
analizy ekonomicznej wybór staje si� trudny. Najłatwiej byłoby uzna�, �e lagran�iany i 
twierdzenie Kuhna-Tuckera s� wła�ciwe dla pierwszego stopnia, za� hamiltoniany i zasada 
Pontriagina nadaj� si� na stopie� trzeci. Jest to jednak uproszczenie, poniewa� nawet 
zaawansowane modele mikroekonomiczne bazuj� cz�sto na "zwykłym" twierdzeniu Kuhna-
Tuckera, podczas gdy pewne modele przedstawiane w elementarnych podr�cznikach – takie 
jak np. reguła Hotellinga – wymagaj� zastosowania poj�� sterowania optymalnego. Tak wi�c 
zestawienie listy poj�� i twierdze� matematycznych dla poszczególnych stopni nauczania 
stanowi nie lada wyzwanie. 
 
 W podsumowaniu znajduj� si� uwagi na temat układu wła�ciwych programów 
studiów. W sytuacji, kiedy brak jest ogólnoeuropejskich standardów (cho� studentów zach�ca 
si� do jak najwi�kszej mobilno�ci), jest wysoce nieprawdopodobne, by licencjat pochodz�cy z 
jednej uczelni mógł w pełni wykorzysta� ofert� drugiego lub trzeciego stopnia studiów 
oferowanych gdzie indziej. Tym niemniej starannie identyfikuj�c wiedz� matematyczn� 
potrzebn� do tego, by zapisa� si� na dany kurs i powszechnie o niej informuj�c, uniwersytety 
powinny ukształtowa� ogólnoeuropejsk� �wiadomo�� tego, co jest rzeczywi�cie warte 
studiowania. 
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1. Czy matematyka jest u�yteczna dla teorii ekonomii? 
 
 Przez wiele pokole� ekonomi�ci formułowali trudne pytania, ale próbowali na nie 
odpowiada� odwołuj�c si� do zdrowego rozs�dku, albo do jakich� filozoficznych zało�e�. 
Dopiero w 19. wieku ekonomia zacz�ła przypomina� fizyk� i inne nauki przyrodnicze – 
zacz�to u�ywa� matematyki do tego, by z prostych zało�e� wyci�ga� wnioski, które 
podlegały weryfikacji empirycznej. Szczególnie wiele takich wniosków wyprowadzono przy 
zało�eniach optymalizacyjnych, jak np. maksymalizacja u�yteczno�ci przez konsumentów lub 
maksymalizacja zysku przez przedsi�biorstwa. W wieku 20 nast�piła krytyczna refleksja po 
tym, jak zorientowano si�, �e konsumenci mog� podejmowa� irracjonalne decyzje, a 
przedsi�biorstwa mog� nie maksymalizowa� zysków. Od głównego nurtu ekonomii odł�czyły 
si� mniejsze strumienie kwestionuj�c jego adekwatno�� naukow� i przydatno�� dla polityki. 
Jakkolwiek rzeczywi�cie pewne wa�ne problemy ekonomiczne nie s� wystarczaj�co 
rozumiane, by umo�liwi� kwantyfikacj�, nie cała krytyka głównego nurtu jest 
usprawiedliwiona. 
 
 Łatwo pokaza�, �e zastosowanie rygorystycznej argumentacji w odniesieniu do 
fałszywego zało�enia wyj�ciowego doprowadzi do absurdalnego wyniku. Tym niemniej 
krytycy ekonomii głównego nurtu id� za daleko całkowicie odrzucaj�c jej ogólne podej�cie i 
zamieniaj�c je na podej�cie deskryptywne. Wracaj� do stanu, w jakim ekonomia znajdowała 
si� przed 19. wiekiem. Zbyt cz�sto poprawne politycznie stwierdzenie zast�puje argumentacj� 
logiczn�. Zbyt cz�sto studenci ekonomii daj� si� przekona�, i� rzeczywisto�� jest zło�ona i 
nie pozwala na jednoznaczne konkluzje. Oczywi�cie pewna doza sceptycyzmu jest zdrowa, 
ale istot� metody naukowej jest przecie� upraszczanie rzeczy po to, by osi�gn�� uproszczone 
wyniki. Ró�nica pomi�dzy uproszczeniem a zbytnim uproszczeniem zale�y od tego, czemu 
wynik miał w praktyce słu�y�. Stwierdzenia uproszczone mog� stanowi� podstaw� 
skutecznego działania, natomiast zbytnio uproszczone prowadz� do bł�dnych działa�. 
 

Ramka 1 
 
 Swego czasu wykładałem mikroekonomi� studentom MBA. Problem dóbr 
publicznych był szczegółowo dyskutowany. Wszystkie typowe przykłady – takie jak latarnia 
morska, obrona przeciwlotnicza, ładny widok itp. – zostały wymienione i wyja�nione. 
"Warunki pierwszego rz�du" dla optimum były wyprowadzone. Na egzaminie pisemnym 
zapytałem, czy zapewnienie obrony przeciwlotniczej mo�e by� sprywatyzowane. Nieliczni 
studenci odpowiedzieli poprawnie, �e wprawdzie mo�e, ale byłoby to nieefektywne 
ekonomicznie. Wi�kszo�� dawała odpowiedzi nie na temat, jak np. "powinni�my zapobiec 
kolejnej wojnie", albo "działania lotnictwa NATO przeciw Belgradowi stanowiły akt 
barbarzy�stwa". Najwyra�niej studenci uwa�ali, �e stwierdzenie uchodz�ce za poprawne 
polityczne mo�e słu�y� jako poprawna odpowied�. 
 
 Studia uniwersyteckie stanowi� okazj�, by rozwija� umiej�tno�ci i cnoty. Oczywi�cie i 
jedne, i drugie s� wa�ne. Wzrostowi cnót słu�y przykład uczciwych nauczycieli, pomaganie 
ubogim, albo do�wiadczenie tego jak dobro walczy ze złem w �wiecie. Jednak �wiat 
potrzebuje nie tylko wra�liwych, ale i m�drych. Dlatego jest równie wa�ne, by młodzi ludzie 
umieli odró�ni� to, co poprawne politycznie od tego, co uzasadnione naukowo. Matematyka 
jest niezast�pionym narz�dziem pozwalaj�cym na dochodzenie do jednoznacznych konkluzji. 
Je�li nie podoba si� nam jaka� konkluzja, to musimy zakwestionowa� zało�enia, przy jakich 
została osi�gni�ta. W przeciwnym razie bardzo łatwo narzeka�, �e sprawy bior� obrót, jakiego 
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by�my nie chcieli i poszukiwa� winowajców, podczas gdy prawdziwe przyczyny problemu 
pozostaj� ukryte. 
 
 Matematyka jest metod�, za pomoc� której mo�na sporz�dza� naukowe prognozy, jak 
równie� weryfikowa� dane empiryczne. Np. stosuj�c podr�cznikowy model produkcji mo�na 
przewidzie�, �e stosunek kra�cowych produktywno�ci czynników pokrywa si� ze stosunkiem 
ich cen. Wymaga to jedynie znajomo�ci elementarnej analizy matematycznej. Potem badacz 
mo�e porówna� t� prognoz� z faktycznymi danymi z rynku. Ale tym razem potrzebna jest 
znajomo�� testów statystycznych, aby oceni�, czy dane s� zgodne z modelem 
optymalizacyjnym stoj�cym za cał� t� argumentacj�. Je�li testy sugeruj�, �e prognoza jest 
nietrafna, nale�y przyjrze� si� zało�eniom pocz�tkowym. By� mo�e przedsi�biorstwa nie 
maksymalizuj� zysków; albo mo�e zakupuj� czynniki produkcji po cenach innych ni� te, 
które zarejestrowała statystyka; albo mo�e poddane s� ograniczeniom technologicznym, 
których badacz nie był �wiadomy? Modele matematyczne strukturyzuj� nasze my�lenie, 
podsuwaj� wyja�nienie obserwowanych zjawisk i tworz� zapotrzebowanie na dane. Studenci, 
którzy nie doceniaj� matematyki maj� tendencj� do akceptowania półprawd i mog� by� łatwo 
wprowadzeni w bł�d przez bałamutn� argumentacj�. 
 
 Tak wi�c matematyka jest kluczowa w nauczaniu uniwersyteckim nie tyle jako �ródło 
praktycznej wiedzy, co raczej jako sposób uczulenia młodych ludzi na to, by my�leli 
krytycznie. Wynika z tego, �e to, jak jej uczymy jest nawet wa�niejsze od tego, czego 
uczymy. Tworzenie ram koncepcyjnych, wywołanie nawyku dowodzenia rzeczy uwa�anych 
za intuicyjnie oczywiste i ukazanie, �e nie wszystko co pozornie oczywiste jest prawdziwe 
stanowi zapewne najwa�niejszy rezultat studiowania matematyki. 
 
 Istnieje tradycja uczenia studentów niematematycznych, by koncentrowa� si� na 
metodach i wzorach, a dowody pomija�. Jest to uzasadniane tym, �e przecie� rola nie-
matematyków polega nie na tym, by rozwija� matematyk�, ale na tym, by j� stosowa� w 
swoich dyscyplinach, takich jak ekonomia, socjologia czy historia. Podej�cie to ma jednak 
powa�n� wad�. Pomijaj�c dowody studenci przyzwyczajaj� si� do tego, by bezkrytycznie 
akceptowa� czyje� stwierdzenia i czu� si� zwolnionym z potrzeby poszukiwania prawdy. W 
dalszej konsekwencji rodzi si� oczekiwanie, �e nauka powinna by� łatwa, a kiedy ju� pojawi 
si� jaka� trudno��, to trzeba j� pokona� bez zbytniego wysiłku intelektualnego. 
 

Ramka 2 
 
 W 1988 r. opublikowałem podr�cznik Równa� ró�niczkowych i ró�nicowych oparty na 
moim jednosemestralnym wykładzie skierowanym do studentów ekonomicznych w latach 
1986-1988. Wykład był "samowystarczalny" w tym sensie, �e niemal cały materiał – ł�cznie z 
twierdzeniem Cauchy'ego-Piccarda i modelem Volterry – był odpowiednio zdefiniowany i 
dowiedziony. Jedyny wyj�tek stanowiło twierdzenie Lapunowa (konieczno�� warunków 
stabilno�ci), którego dowód wymagałby zbyt wielu godzin wykładowych bez dania studentom 
�adnej dodatkowej wiedzy na ten temat. Tym niemniej studenci widzieli, �e niemal wszystko 
znajduje si� w zasi�gu ich mo�liwo�ci intelektualnych i nie musz� polega� wył�cznie na 
autorytecie nauczyciela lub podr�cznika. Wymagało si� od nich znajomo�ci technik, ale nie 
była to wiedza czarnoksi�ska; wszystko dało si� wywie�� z matematyki, któr� powinni zna� z 
wcze�niejszych etapów edukacji. 
 
 Po wypowiedzeniu s�du, i� to, czego si� uczy ma znaczenie drugorz�dne, nale�y 
jednak doda� istotne uzupełnienie. Nawet je�li zasadniczym celem nauczania matematyki jest 
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�wiczenie młodych umysłów, nie mo�na nie dostrzega�, �e typowy student powinien móc 
przekona� si�, �e to, co studiuje, do czego� słu�y. A zatem wykłady matematyczne musz� 
uwzgl�dnia� specyficzne potrzeby i tradycj� danej dyscypliny. W przeciwnym razie studenci 
zbuntuj� si�. 
 
2. Jaka matematyka ma by� wł�czona do programów studiów z ekonomii? 
 
 19-wieczny przełom w teorii ekonomii nast�pił dzi�ki zastosowaniu elementarnej 
analizy matematycznej. Aby studenci mogli zrozumie� logik� mikroekonomii nale�y 
wprowadzi� twierdzenia o nieograniczonych minimach i maksimach. Stanowi to te� dobr� 
okazj� by pokaza� przydatno�� poj�� wypukło�ci i wkl�sło�ci. Jednak pr�dzej czy pó�niej 
jaki� niezno�ny student zauwa�y, �e w pewnych okoliczno�ciach tak zwane warunki 
pierwszego rz�du nie s� konieczne dla rozwi�zania zagadnienia optymalizacyjnego. Wła�nie 
tu 20-wieczna matematyka zaczyna dowodzi� swojej przydatno�ci. Twierdzenie Kuhna-
Tuckera mo�e by� uznane za najwa�niejszy fragment analizy matematycznej nie zawieraj�cy 
si� w typowym programie studiów, a które powinno by� nauczane na wydziałach ekonomii. 
Tak naprawd� mo�e ono zosta� wyprowadzone w niecałe dwie godziny z klasycznej metody 
Langrange z u�yciem twierdzenia o rozdzieleniu, czyli za pomoc� do�� standardowej techniki 
algebraicznej. Czyli do zrozumienia podstawowej teorii konsumenta i producenta nale�y by� 
zaznajomionym ze standardow� analiz� matematyczn� oraz algebr� liniow� uzupełnion� o 
twierdzenie Kuhna-Tuckera. 
 
 Przez wiele pokole� ekonomi�ci uwa�ali, �e poło�enia równowagowe s� jednocze�nie 
optymami (co stanowi dobry przykład tego, �e poleganie na zdrowym rozs�dku mo�e 
prowadzi� do powa�nych bł�dów). Szok nast�pił w połowie 20-ego wieku wraz z 
pojawieniem si� poj�cia równowagi Nasha. Okazało si�, �e podmioty gospodarcze mog� 
tkwi� w poło�eniu, w którym nikt nie ma motywacji, �eby jednostronnie si� wycofa�, cho� 
�adne optimum nie zostało jeszcze osi�gni�te. Teoria gier jest dziedzin� matematyki, która 
pomogła nie tylko reinterpretowa� niektóre teorie 19-wieczne (np. modele Cournot i 
Bertrand), ale równie� formułowa� całkowicie nowe koncepcje (takie jak np. self-enforcing 
agreements i aukcje poprawne motywacyjnie). Teoria gier stała si� zatem kluczow� 
dyscyplin� matematyczn� 20-ego wieku i warto jej naucza� studentów ekonomii. Poprawnie 
wykładana b�dzie ł�czy� �cisło�� z poczuciem u�yteczno�ci, a jedno i drugie jest przydatne w 
kształtowaniu młodych umysłów ekonomicznych. 
 
 Coraz wi�cej jest literatury ekonomicznej opartej na koncepcjach teorii sterowania 
optymalnego. Trudno byłoby znale�� czasopismo z głównego nurtu ekonomii niezawieraj�ce 
artykułu odnosz�cego si� do zasady Pontriagina. Koncepcje teorii sterowania (w tym 
klasyczny 19-wieczny hamiltonian) nie tylko przenikaj� do współczesnej mikroekonomii, ale 
znajduj� równie� zastosowanie w naukach o zarz�dzaniu. Tak�e w rachunkach narodowych 
interpretuje si� trwały produkt narodowy jako hamiltonian (obecna warto�� przyszłych 
przepływów dobrobytu). Je�li dany model jest oparty na zmiennych czasu dyskretnego, 
sterowanie optymalne zast�powane jest programowaniem dynamicznym a całki – szeregami 
niesko�czonymi. W ka�dym z tych przypadków trzeba si� posługiwa� do�� wyrafinowan� 
matematyk�. 
 
 Wła�ciwie przeprowadzone zaj�cia z teorii sterowania s� zdecydowanie za trudne dla 
niematematycznych studentów pierwszego stopnia. Zaj�cia te wydaj� si� wi�c odpowiednie 
dla studentów wy�szego, zwłaszcza trzeciego stopnia. Tym niemniej istniej� proste 
�redniozaawansowane modele mikroekonomiczne wymagaj�ce zastosowania zasady 
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Pontriagina. Dobrym przykładem jest Hotellinga model wykorzystania zasobów 
nieodnawialnych. Tak zwan� reguł� Hotellinga ("stopa oczekiwanego wzrostu renty jest 
równa si� stopie dyskontowej") mo�na wyprowadzi� niemal bez u�ycia matematyki, jednak 
nie da si� wyja�ni� �cie�ki wydobycia bez wykorzystania twierdze� teorii sterowania 
optymalnego. Wykładowcy studentów pierwszego stopnia musz� dokona� wyboru pomi�dzy 
powierzchownym potraktowaniu wa�nego zagadnienia a zastosowaniem wyrafinowanej 
matematyki – w tym wypadku twierdzenia Pontriagina – bez wła�ciwego przygotowania. W 
ko�cu nikt nie obiecywał, �e nauczanie ekonomii jest łatwym zadaniem! 
 
 Przez dwa pokolenia ekonomi�ci nie udowodnili istnienia równowagi Walrasa. 
Wystarczył im sam fakt, �e model Walrasa ma tak� sam� liczb� zmiennych co równa�. Osoba 
znaj�ca matematyk� nawet na niezaawansowanym poziomie rozumie, �e ta równo�� nic nie 
znaczy. Jest wi�c zaskakuj�ce, �e w zadawalaj�cy sposób zaj�to si� tym modelem dopiero w 
połowie 20-ego wieku. Mo�na odnie�� wra�enie, �e ekonomi�ci po prostu nie po�wi�cali 
wystarczaj�co du�o uwagi istnieniu ani wyj�tkowo�ci obiektów matematycznych, o których 
si� uczyli. Trend ten wydaje si� teraz odwraca�; współczesna ekonomia jest �wiadoma kilku 
twierdze� o punkcie stałym. Zwłaszcza twierdzenie Brouwera znalazło wiele zastosowa� w 
problemach ekonomicznych, dlatego warto przeprowadzi� jego dowód w którym� momencie 
studiów, chyba najlepiej na studiach drugiego lub trzeciego stopnia. Na studiach pierwszego 
stopnia wystarczy prosta interpretacja geometryczna na płaszczy�nie (podparta argumentem 
analitycznym). Nawet uproszczony dowód jest lepszy ni� stwierdzenie czy tok rozumowania 
odnosz�ce si� do zdrowego rozs�dku. 
 
 Znaczna cz��� współczesnej ekonomii wiele zawdzi�cza technikom 
ekonometrycznym, a w ostatecznym rozrachunku – statystyce matematycznej. Biegło�� w 
statystyce ju� na wst�pie wymaga dobrej znajomo�ci analizy matematycznej; w przeciwnym 
wypadku nie da si� obliczy� rozkładów cz�sto�ci, funkcji wiarygodno�ci, momentów itp. 
Wymaga równie� zrozumienia teorii miary Lebesgue'a i rodzin zbiorów borelowskich, jednak 
tu pojawia si� fundamentalny problem. Dobry wykład z teorii miary musi trwa� przynajmniej 
jeden semestr i byłby uznany przez przeci�tnego studenta ekonomii za nazbyt trudny. Sprawa 
komplikuje si� jeszcze bardziej, nale�y bowiem podkre�li�, �e całka Lesbegue'a okazuje si� 
lepsza ni� całka Riemanna, zwłaszcza w kontek�cie twierdze� granicznych, które s� 
szczególnie u�yteczne w analizach statystycznych. Wykładowca staje wi�c przed dylematem: 
czy trzyma� si� zasady unikania powierzchownego traktowania materiału, dowodzi� 
wszystkiego co trzeba i traci� kontakt z wi�kszo�ci� grupy, czy robi� przegl�d wszystkich 
koncepcji potrzebnych do analiz i zadowoli� si� powierzchownym rozumieniem twierdze�. 
Nie ma dobrego rozwi�zania tego dylematu. By� mo�e najlepiej jest post�powa� zgodnie z 
ogóln� zasad� przedstawion� w pierwszej cz��ci artykułu: przyj��, �e teori� miary zgł�bi� 
tylko nieliczni studenci – tacy, którzy chc� wnie�� co� nowego do teorii ekonometrycznej. Od 
pozostałych b�dzie si� jedynie wymaga� zrozumienia, �e analiza statystyczna, jakiej maj� 
u�ywa�, opiera si� na teorii zbyt trudnej �eby mogła by� wł�czona do standardowego 
programu studiów. 
 
 Równania ró�niczkowe (zwłaszcza cz�stkowe) stanowi� znaczn� cz��� matematyki 
stosowanej. Równie� w ekonomii nietrudno wymieni� liczne zastosowania równa� 
ró�niczkowych i ró�nicowych. Istniej� wi�c powody, �eby stanowiły cz��� programu studiów 
z ekonomii, i niektórzy studenci wr�cz tego wymagaj�. Pomimo tego, �e nauka równa� 
ró�niczkowych jest niew�tpliwie korzystna dla ekonomistów, z uwagi na ograniczenia 
czasowe nie powinna ona by� obowi�zkowa dla wszystkich. Tylko zainteresowani 
modelowaniem matematycznym powinni wybra� takie zaj�cia. 
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 Analiza matematyczna i podstawy algebry liniowej stanowi� trzon matematyki, której 
powinno si� naucza� ekonomistów. Powinno si� jednak dopilnowa�, �e twierdzenie Kuhna-
Tuckera b�dzie si� zawiera� w tym zestawie, w przeciwnym wypadku bowiem znaczna cz��� 
mikroekonomii b�dzie musiała si� opiera� bardziej na machaniu r�kami ni� na solidnych 
podstawach. Wszystkim studentom powinno si� da� szans� docenienia podstaw teorii gier, w 
tym koncepcji równowagi Nasha. Inne zaj�cia z matematyki powinny by� skierowane tylko 
do wybranych grup studentów. Równania ró�niczkowe, teoria sterowania, twierdzenia o 
punkcie stałym i miara Lebesgue'a znajduj� szerokie zastosowanie w badaniach 
ekonomicznych, jednak nie s� niezb�dne do uzyskania dyplomu z ekonomii. 
 
3. Jak uczy� matematyki? 
 
 Matematyki mo�na uczy� na dwa sposoby: w oddzielnych zaj�ciach lub w ramach 
zaj�� niematematycznych. Cho� ka�de zagadnienie zasługuje na omówienie w oddzielnych 
zaj�ciach, to dla studentów ekonomii by� mo�e tylko analiza matematyczna i algebra liniowa 
powinny by� zaj�ciami obowi�zkowymi. Pozostałe zagadnienia mog� by� nauczane jako 
przedmioty do wyboru albo stanowi� cz��� zaj�� z ekonomii. 
 
 Niektóre zagadnienia mo�na z powodzeniem zawrze� w �redniozaawansowanej 
mikroekonomii. Teoria gier na przykład mo�e zosta� wprowadzona jako cz��� wykładu z 
mikroekonomii. Takie rozszerzenie programu mo�na wprowadzi� zarówno na studiach 
pierwszego, jak i trzeciego stopnia. Na studiach pierwszego stopnia kilka godzin 
wykładowych wystarczy, by studenci zapoznali si� z równowag� Nasha, strategiami 
mieszanymi i dylematem wi��nia. Na poziomie studiów doktoranckich wprowadzenie 
koncepcji równowagi Nasha trwałej wzgl�dem podgier, gier powtarzalnych, "twierdzenia 
ludowego", strategii odwrotu do Nasha itp. wymaga ju� bardziej gruntownego 
przedstawienia. Oczywi�cie ka�de z tych zagadnie� mo�e stanowi� odr�bne zaj�cia, jednak 
bardziej realistycznym rozwi�zaniem jest zaoferowanie ich studentom w formie pakietów. 
 
 Teoria sterowania optymalnego jest odr�bnym przypadkiem. Na poziomie studiów 
pierwszego stopnia mo�na si� do niej odnie�� przy okazji omawiania modelu Hotellinga. 
Cho� w modelu tym u�ywa si� hamiltonianów, dowodzenie zasady Pontriagina mo�na uzna� 
za nadmierny wysiłek; pozostawienie twierdzenia bez dowodu od czasu do czasu nie jest 
ci��kim grzechem. Natomiast na poziomie studiów doktoranckich dobrym rozwi�zaniem 
byłyby odr�bne zaj�cia po�wi�cone całej teorii sterowania. Studenci trzeciego stopnia 
powinni czyta� i rozumie� literatur� ekonomiczn� szeroko czerpi�c� z zasady Pontriagina. Jej 
zastosowania s� tak ró�norodne – od mikroekonomii po wybór portfela inwestycyjnego i 
teori� wzrostu – �e zasługuje na odr�bne zaj�cia. 
 

Ramka 3 
 
 Istniej� dwa podej�cia w nauczaniu matematyki. Pierwsze polega na jak najdalej 
posuni�tym osłabianiu zało�e� twierdze�. Najlepiej, je�li uda si� udowodni� implikacje w 
drug� stron�, pokazuj�c, �e zało�e� nie da si� dalej osłabia�. Alternatyw� jest okre�lenie 
wyniku ko�cowego, do jakiego powinno si� doj�� na zako�czenie zaj��, i udowodnienie go za 
pomoc� minimalnego wysiłku koncepcyjnego. Jakkolwiek wielu matematyków preferuje 
pierwsze podej�cie, dla studentów niematematycznych bardziej odpowiednie wydaje si� to 
drugie. W latach 80-tych wykładałem Programowanie wypukłe. Nierówno�� pomi�dzy 
rozwi�zaniami problemu prymalnego i dualnego została zidentyfikowana jako zwie�czenie 
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wykładu. Cała sekwencja definicji i twierdze� była wi�c pomy�lana w taki sposób, aby 
osi�gn�� wynik ko�cowy przy minimalnym wysiłku, u�ywaj�c teorii dualno�ci sprz��onej. 
Jako zasada nie osłabiano zało�e� twierdze�. Były one przyjmowane na poziomie ogólno�ci 
wystarczaj�cym do osi�gni�cia wyniku ko�cowego. Chc�c zadowoli� studentów matematyki 
słuchaj�cych wykładu co jaki� czas wskazywałem, jak wzmocni� dane twierdzenie osłabiaj�c 
jego zało�enia, jednak bez podawania dowodu. 
 
 Osobn� kwesti� pozostaje pytanie, kto powinien uczy� matematyki. Istniej� oczywiste 
argumenty przemawiaj�ce zarówno za powierzeniem tego zadania matematykom, jaki i 
ekonomistom. Kiedy wykład prowadzi matematyk, istnieje wi�ksza szansa, �e twierdzenia 
zostan� poprawnie dowiedzione a wykładowca b�dzie umiał odpowiedzie� na trudne pytania 
techniczne. Z kolei ekonomi�ci mog� mie� lepsze wyczucie, do czego potrzebna jest dana 
koncepcja lub twierdzenie – a tak� informacj� niematematycy bardzo sobie ceni�. Istnieje 
jednak szara strefa pomi�dzy czyst� teori� a zastosowaniami, w której ani matematycy ani 
ekonomi�ci nie maj� zapewnionego sukcesu. Jest to sztuka sformułowania zagadnienia z 
�ycia codziennego u�ywaj�c j�zyka matematyki. Czasem wymaga to po prostu zało�enia, �e 
�rednia z próby jest zmienn� losow� ze znanym rozkładem. Czasem trzeba podj�� dodatkowy 
wysiłek aby wyeliminowa� nieistotne fakty i wyłowi� z problemu tylko t� informacj�, która 
da si� przenie�� w ramy odpowiedniej teorii matematycznej. Wybór teorii i istotnych 
informacji bynajmniej nie jest łatwym zadaniem. 
 
 Nie istnieje gotowy sposób nauczania studentów ekonomii, jak kompetentnie stosowa� 
matematyk�. Matematycy mog� nie widzie� potrzeby istnienia takiego sposobu, ekonomi�ci 
za� – nie rozumie� wszystkich zawiło�ci. W ramach niektórych programów studiów 
organizowane s� osobne warsztaty czy laboratoria skierowane na przedstawianie pyta� z 
ekonomii jako problemów matematycznych. Prowadz�cy powinni mie� do�wiadczenie w obu 
dziedzinach. 
 
 Post�p w dost�pno�ci programów komputerowych drastycznie zmienił rol� 
zastosowanej matematyki. Jeszcze dwadzie�cia lat temu studenci rozwi�zywali zadania z 
programowania liniowego u�ywaj�c metody simpleks z pomoc� r�cznego kalkulatora. Dzi� 
tylko od informatyków wymaga si� znajomo�ci metody simpleks. Wszyscy pozostali ucz� si� 
stosowania modułów programowania liniowego oferowanych przez dziesi�tki programów 
opartych na Windows. Analogicznie, w latach 70-tych studenci ekonometrii musieli r�cznie 
wykonywa� obliczenia w zwykłej metodzie najmniejszych kwadratów (Ordinary Least 
Squares, OLS). Dzi� studenci mog� wybiera� spo�ród wielu pakietów, z których ka�dy ma 
wbudowany moduł OLS; szacowanie współczynników regresji nie wymaga wi�cej wysiłku 
ni� wybranie ikony na ekranie komputera. Jedynie matematycy musz� dzi� rozumie�, jakie 
obliczenia s� potrzebne do odwracania du�ych macierzy. Mo�liwo�� rozwi�zania 
analitycznego modeli mikroekonomicznych – np. zaawansowanego modelu duopolu – zale�y 
od umiej�tno�ci szybkiego ró�niczkowania funkcji i rozwi�zywania równa�. Dost�pno�� 
programów wykonuj�cych takie obliczenia natychmiast i to bezbł�dnie ogromnie 
przyspieszyła cały proces. W konsekwencji modele, które dawniej były zbyt skomplikowane 
by je bada�, mog� by� dzi� rozwi�zywane przez badaczy obeznanych z komputerem. 
 
 Czy komputery zmieniły rol� matematyki w naukach stosowanych? Oczywi�cie, �e 
tak. Tym niemniej rola matematyki jako narz�dzia do rozwini�cia argumentu i wykroczenia 
poza to, co wydaje si� zgodne ze zdrowym rozs�dkiem i/lub polityczn� poprawno�ci�, nie 
zmieniła si�. Dost�pno�� oprogramowania pomagaj�cego badaczom stosowa� wzory i 
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procedury matematyczne nie umniejsza roli matematyki jako treningu umysłowego. Dlatego 
te� wszystkie komentarze z cz��ci 1 pozostan� aktualne równie� w przyszło�ci. 
 
 Podsumowanie i wnioski 
 
 Nie ulega w�tpliwo�ci, �e studenci ekonomii powinni uczy� si� matematyki. 
Matematyka spełnia jednak podwójn� rol�. Pierwszym korzy�ci� uczenia si� matematyki jest 
docenienie siły umysłu. Ekonomi�ci pozbawieni takiego treningu mog� łatwiej akceptowa� 
półprawdy i przeocza� braki w logice swoich argumentów. Ekonomista o silnym zapleczu 
matematycznym ma wi�ksz� szans� rozwini�cia spójnego argumentu ekonomicznego nawet 
przy braku zastosowania jakichkolwiek metod matematycznych. Drug� korzy�ci� uczenia si� 
matematyki jest poznanie konkretnych technik pomagaj�cych zauwa�a� wzajemne 
powi�zania i wyci�ga� wnioski. Zarówno w przeszło�ci, jak i teraz matematyka bywa 
niewła�ciwie wykorzystywana przez stosowanie wyrafinowanych technik do kiepsko 
zidentyfikowanych problemów. Skutkowało to spadkiem uznania dla metod matematycznych 
i akceptacji opartej si� na nich ekonomii głównego nurtu. 
 
 Pierwsz� korzy�� mo�na osi�gn�� nauczaj�c matematyki w odpowiednim tempie, nie 
omijaj�c dowodów i przywi�zuj�c wła�ciw� uwag� do spójno�ci całej teorii. Druga wymaga 
od studentów zrozumienia, jakie problemy mog� rozwi�za� przy pomocy danej techniki; 
wymaga te�, by przywi�zywa� dostateczn� uwag� do formułowania pyta� z ekonomii 
u�ywaj�c formalnego j�zyka. Nie ka�dy ekonomista ani matematyk tak� umiej�tno�� musi 
sobie ceni� – potrzebne mog� by� osobne zaj�cia aby �wiczy� w niej tylko ch�tnych 
studentów. 
 
 Współczesna ekonomia opiera si� na wielu teoriach matematycznych, z których cz��� 
przenika tak gł�boko, �e zasługuje na odr�bne zaj�cia. Do tej grupy nale�y analiza 
matematyczna i podstawy algebry liniowej. Dzi�ki wielopokoleniowemu do�wiadczeniu w 
nauczaniu obu przedmiotów studenci mog� korzysta� z dobrych tekstów, �wicze� i 
programów. Jednak�e w wielu takich programach ignoruje si� twierdzenie Kuhna-Tuckera, 
którego powinno si� uczy� zwa�ywszy na jego du�� przydatno�� przy licznych 
zastosowaniach. 
 
 Innych teorii matematycznych mo�na uczy� na osobnych zaj�ciach lub traktuj�c je 
jako fragmenty zaj�� z ekonomii. Ponadto ich istotno�� mo�e si� zmienia� w zale�no�ci od 
profilu i poziomu edukacji – poszczególne programy zaj�� mog� si� ró�ni� pod wzgl�dem 
tych teorii. Nauczanie matematyki jest powa�n� spraw� i nale�y j� uwa�nie przemy�le� by 
ostatecznie uzyska� szczegółowe rekomendacje. 
 

Tłum z ang. Marta �ylicz 


