Pawel Strawinski Notatki do ¢éwiczen z ekonometrii

0.1 Metoda Zmiennych Instrumentalnych
0.1.1 Wprowadzenie

W dotychczasowej analizie Klasycznego Modelu Regresji Liniowej przyjmo-
walisSmy zatozenie o niezaleznosci sktadnika losowego rownania regresji od
macierzy zmiennych objasniajacych modelu X. Obecnie to zatozenie uchyli-
my. Metode Zmiennych Instrumentalnych (MZI) stosuje si¢ do analizy mo-
deli, kérych sktadnik losowy nie jest niezalezny od zmiennych objasniajacych
modelu. Jest ona uogdlnieniem metody najmniejszych kwadratow.
W modelu
v = X3 + g (1)

zmiennymi egzogenicznymi bedziemy nazywac¢ zmienne, ktore nie sg skore-
lowane ze sktadnikiem losowym &, natomiast zmiennymi endogenicznymi, te
zmienne, ktore sg skorelowane z btedami losowymi.

Zatem w modelu (1) wszystkie & zmiennych w macierzy X, lub niektore
z nich sg skorelowane ze sktadnikiem losowym e. Jednocze$nie przypusémy,
ze dysponujemy zbiorem L zmiennych Z;, takich, ze L jest conajmniej rowne
K, tzn. dysponujemy conajmniej tyloma dodatkowymi zmiennymi, ile jest
zmiennych w macierzy X skorelowanych z btedem losowym e, oraz ze zmien-
ne z macierzy Z; sa skorelowane ze zmiennymi macierzy X, ale nie sg sko-
relowane ze sktadnikiem losowym . W takim przypadku jesteSsmy w stanie
zbudowaé zgodny estymator dla wektora nieznanych parametrow [3.

0.1.2 Przyklady modele o sktadniku lowosym skorelowanym ze
zmiennymi objasniajgcymi

W praktyce badawczej problem skorelowania zmiennych ze sktadnikiem lo-
sowym jest nierzadko spotykany.

1. Model Keynesowski gospodarki zaktada, ze ¥ = C' + inwestycje +
wydatki rzadowe +export netto. Z drugiej strony Keynesowska funkcja
konsumpcji zaktada, ze konsumpcja jest funkcja produktu narodowego
C = f(Y,¢e). Szacujac parametry tej ostatniej za pomocag KMRL

Cy = Bo+ BY: + e

nie spetnia zatozen modelu bowiem, z postaci modelu Keynesowskiego
wynika, ze cov(Y;,e¢) # 0. Z drugiej strony zalozenie, ze cov(Y;, €] =0
neguje sensownos¢ modelu Keynesowskiego, bowiem oznacza, iz nie ma
zaleznosci miedzy poziomem konsumpcji i dochodem.
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2. Jezeli szacujemy model autoregresyjne na podstawie danych z szeregu
czasowego, tzw. dynamiczne rownanie regresji. Jest to model postaci

Ye = f(W—1,Yt—2,-..) + & (2)

to

Ye-1 = f(Ye-2,Ye-3,...) + €1 (3)
zatem cov(y;_1,61-1) # 0. Wobec tego w (2) zmienne objasniajace sa
skorelowane z btedem losowym. Dodatkowo, mozna zauwazy¢, ze sktad-
nik losowy ¢, jest skorelowany z przesztymi wartosciami zmiennej obja-
$niajacej i zatem zawiera autokorelacje. Jesli jest autokorelacja, oznacza
ona ze sktadnik losowy w okresie ¢ zalezy od wartosci sktadnika losowe-
go z poprzednich okreséw, a wiec réwniez zalezy od wartosci zmiennych
objasniajacych z tych okreséw.

3. Model ze zmienng pominieta. Zazwyczaj w zbiorach danych mikro-
ekonomicznych brakuje informacji o zdolnosciach respondentéw. Mimo
wszystko, czesto w badaniach ekonomicznych szacowane jest rownanie
ptacy typu Mincera

In(placa) = By + Biplec + Bowyksztalcenie + fswiek 4 Bywiek? +u (4)

Poniewaz w modelu pominieto istotng zmienng niezalezng zdolnosci to
sktadnik losowy bedzie miat postac

u = 7 + Y1zdolnosci + ¢ (5)

7, drugiej strony uzyskany poziom wyksztalcenia jest bez watpienia
determinowany przez zdolnosci respondenta.Zatem

cov(u, wyksz) = cov(u, zdolnosci+¢) = cov(u, zdolnosci) +cov(u, ¢) # 0

0

Poniewaz zmienna pominieta jest dodatnio skorelowana z uzyskanym
poziomem wyksztalcenia i wptywa dodatnio na uzyskiwane zarobki to
parametr przy zmiennej wyksztatcenie bedzie dodatnio obcigzony.

4. Blad w pomiarze zmiennej w zmiennych objasniajacych. W takim przy-
padku mozna pokazaé¢, ze sktadnik losowy i zmienna objasniajacasg
skorelowane.

Niezerowa korelacje pomiedzy zmiennymi objasniajacymi a sktadnikiem loso-
wym pochodzacym z tego samego okresu w literaturze nazywa si¢ problemem
rownoczesnosci. We wszystkich wymienionych przyktadach, jesli zastosujemy
MNK otrzymamy estymatory, ktore nie sa estymatorami zgodnymi.
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0.1.3 Wlasnosci esymatoré6w MNK przy niezerowej korelacji mie-
dzy regresorami a skladnikiem losowym

Jezeli model (1) oszacujemy za pomoca metody najmniejszych kwadratéw to
otrzymany estmator bedzie obcigzony, poniewaz:

Eb)=EX'X)'X'y=E[(X'X) ' X' XB+(X'X) ' Xe] = g+(X'X) ' X'

wobec tego nie spetnia on zalozen twierdzenia Gaussa-Markowa. Poniewaz
Ele; | X;] = 7 sktadnik losowy jest skorelowany z macierza zmiennych obja-
$niajacych modelu X, to v # 0. Wobec tego:

s X'e
phm( > =7
n

Wobec tego estymator MNK nie jest réwniez zgodny:

!/

. . X'XN\L X _
plimb = @+ plim (== ) plim(==) = 5+ [E@d)] 1y £ 6
Wynika z tego ze, nawet dysponujac duza préba nie jesteSmy w stanie otrzy-
ma¢ dobrych esymatoréw wektora nieznanych parametrow f3.

0.1.4 Estymacja i wlasnosci estymatora MZI

Metoda Zmiennych instrumentalnych jest sposobem pozwalajacym na uzy-
skanie prawidtowych oszacowan w przypadku rownoczesnosci. W skrocie mo-
wigc polega ona na zastapieniu oryginalnych zmiennych instrumentami, ktére
sg skorelowane z oryginalnymi zmiennymi, ale nieskorelowane ze sktadnikiem
losowym.

Estymacja Metoda Zmiennych Instrumentalnych polega na znalezieniu
macierzy instrumentéw Z. Elementy macierzy z musza by¢ niezalezne od
sktadnika losowego €. Macierz instrumentéw Z musi mie¢ conajmniej tyle
kolumn (zmiennych) co macierz X. Ale nie oznacza to ze musimy dla kazde-
go modelu znalez¢ conajmniej k dodatkowych zmiennych. W macierzy intru-
mentéw moga pojawiac si¢ zmienne z macierzy X, o ile nie sa one skorelowane
ze sktadnikiem losowym e¢.

Jezeli macierz Z ma wiecej niz k£ kolumn to pierwszym etapem MZI jest
zbudowanie macierzy instrumentéw. Znajdujemy ja dokonujac rzutu wekto-
row macierzy X na przestrzen wektorowa rozpinang przez kolumny macierzy
instrumentow Z.

X=2(22)"'2'X = P;X
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Zauwazmy, ze macierz Py, = Z(Z'Z)7'Z' jest macierza rzutu. Wobec tego
jest ona symetryczna i idempotentna. Posiadajac macierz instrumentow X
mozemy zbudowaé¢ estymator

b[\/ = (XIX)ile
by = ((Z(Z'2) ' 2'X)(2(Z'2) " 2’ X)) (2(2'2) ' Z' X )y
by = (X'Z2(Z2)'\2’X) N 2(Z'2) ' Z' X )y

Jezeli macierz Z ma tyle samo zmiennych co macierz X, czyli r(Z) = r(X)
to estmator MZI upraszcza sie do:

by = (Z'X)' 2"y

W przypadku gdy kolumna macierzy X pojawia sie w macierzy instru-
mentow Z, wtedy ta zmienna jest doktadnie odwzorowana w macierzy po-
mocniczej X , jest po prostu sama swoim instrumentem. Oznacza to, ze w
przypadku gdy tylko jedna ze zmiennych objasniajacych modelu jest sko-
relowana z btedem losowym to potrzebujemy nie zbioru k instrumentow,
wystarczy nam jeden. Pozostate k — 1 zmiennych macierzy X, mozemy bez-
posrednio przepisa¢ do macierzy Z, poniewaz nie sg skorelowane z btedem
losowym.

Kolumny macierzy X moga by¢ interpretowane jako wartosci dopasowa-
ne regresji kolejnych kolumn z macierzy X na macierz instrumentéw 2. Gdy
k-ta kolumna pojawia sie zaréwno w macierzy obserwacji X jak i w macie-
rzy instrumentéw Z jest ona doskonale odwzorowana przez samg siebie, bez
pomocy pozostatych kolumn macierzy Z. Natomiast, gdy jest to kolumna
skorelowana ze sktadnikiem losowym to jest ona w macierzy X zastepowana
przez wartosci dopasowane regresji tej zmiennej na kolumny macierzy Z.

0.1.5 Dwustopniowa metoda MNK

Estymator MZI jest rowniez nazywany estymatorem dwustopniowej metody
najmniejszych kwadratéw. Bowiem w pierwszym kroku przeprowadzana jest
regresja zmiennych endogenicznych na zmienne instrumentalne

X =283

i w ten sposob uzyskiwana jest macierz instrumentow X bedzie zbiorem
instrumentow. Wtedy:
b[V = (X/X)ilX/y

bry = (X' (I — Mz)X) ' X'(I — Mz)Xy

4
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brv = (X' (P2)X) ' X'(P2) Xy
brv = (X'Z(Z2'2) ' Z2X)' X' 2(Z2'Z2) " Z Xy

estymator MZI jest estymatorem MNK z regresji y na X. Wobec tego esty-
mator metody zmiennych instrumentalnych mozna otrzymac w efekcie zasto-
sowania dwustopniowej procedury. W pierwszym kroku za pomoca metody
MNK nalezy obliczy¢ macierz X z regresji macierzy obserwacji X na ma-
cierz instrumentéw Z. Drugim krokiem jest ponowne zastosowanie MNK i
obliczenie byy z regresji y na X.

0.1.6 Skad wziaé instrumenty.

Dobrym instrumentem jest zmienna, ktora jest skorelowana ze zmienng dla
ktorej potrzebujemy instrumentu, ale nie jest skorelowana ze sktadnikiem
losowym szacowanego réwnania. W modelach szacowanych na danych po-
chodzacych z szeregéw czasowych wartosci opdznione zmiennych sg dobrymi
kandydatami na instrumenty, o ile nie sa one skorelowane ze sktadniekiem
losowym. W ogélnym przypadku odpowiedZ nie jest jednoznaczna, ponie-
waz asymptotyczna macierz wariancji-kowariancji bedzie duza jezeli zmien-
ne, ktorych uzywamy jako instrumenty sa stabo skorelowane ze zmiennymi
objasniajacymi modelu. Wobec tego wydaje sie, ze kryterium wyboru powi-
nien by¢ stopien korelacji ze zmienna/zmiennymi z macierzy X. Ale pojawia
sie nastepujacy problem. Jedli zmienna z; jest wysoce skorelowana ze zmien-
na x;, a zmienng x; jest skorelowana ze sktadnikiem losowym, to czy mozna
twierdzi¢, ze zmienna z; jest nieskorelowana ze sktadnikiem losowym?

0.1.7 Test Hausmana

W przypadku MZI test Hausmana-Wu stosuje sie do weryfikacji hipotezy
0 egzogenicznosci zmiennych objasniajacych X. Jezeli w modelu ekonome-
trycznym nie wystepuja regresory skorelowane z btedem losowym, i wszystkie
sa doktadnie mierzone (nie wystepuje systematyczny btad pomiaru), to w ta-
kim przypadku estymatory MNK sa zgodne i efektywne, a estymatory MZI sa
zgodne ale maja wieksza wariancje. Natomiast w przypadku niezerowej kore-
lacji miedzy regresowami a sktadnikiem losowym estymator MZI jest zgodne,
podczss gdy estymator MNK nie jest zgodny. Wobec tego nalezy sprawdzi¢
czy istnieje potrzeba uzycia estymatorow MZI. W tym celu przeprowadza
sie test Hausmana. Jego statystyka testowa bazuje na pordéwnaniu asymp-
totycznym macierzy wariancji-kowariancji estymatoréw przy zatozeniu, ze
plim%X 'e = 0.
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Asymptotyczna wariancja estymatora MNK wynosi:

!/

)71 — O_QQfl

plim s*(
gdzie () jest macierza odwracalng o skonczonych elementach.
Asyvar(byng) = s*(X'X) ™ (6)
macierz wariancji-kowariancji estymatora by;z; wyraza sie wzorem:
Asyvar(byzr) = s*(X'Z(Z'Z) 1 2/ X) ! (7)
Poréwnujac asymptotyczne macierze wariancji-kowariancji otrzymujemy:
Asy.var(byrzr) — Asy.var(byyk) =
o? (X’Z(Z’Z)_lZ’X)—l o? <X’X)—1

—plim — —plim
n n

n
2

Zplim n[(X'Z(2'2)7 2" %)™ = (X'X)7

W celu poréwnania dwoch macierzy mozemy poréwnac ich odwrotnosci. Od-
wrotnos¢ pierwszej z nich mozemy zapisaé jako:

(X'Z(Z’2)'Z’X) ' =X'"(I - My)X = X'X — X'MzX

Poniewaz macierz My jest nieujemnie okreslona to macierz (X' Z(Z'Z) 1 Z' X)~*
jest mniejsza od macierzy (X'X)~!. Wobec tego dla ich odwrotnogci zacho-
dzi nierownos$¢ w drugg strone. Wynika z tego, ze przy spelnionym zalozeniu
roznica miedzy macierza wariancji-kowariancji estymatora MZI, a macierza
wariancji-kowariancji estymatora MNK jest dodatnia. Wynosi ona zero w
przypadku gdy X=X , czyli predykcja na podstawie macierzy instrumen-
tow idealnie replikuje macierz obserwacji X.

Procedura testu Hausmana jest nastepujaca. Przy prawdziwej hipotezie
zerowej oba estymatory by gk 1 barzr sa zgodne. Jezeli prawdziwa jest hi-
poteza aleternatywna, tzn. macierz X jest skorelowana z zaburzeniem lo-
sowym, zgodnym estymatorem jest jedynie ten otrzymany metoda zmien-
nych instrumentalnych (MZI). Wobec tego badajac réznice estymatoréw d =
brizr — byng mozemy zweryfikowaé stusznosé zalozenia o nieskorelowaniu
macierzy obserwacji z btedem losowym.

Hy : estymator MNK jest zgodny

H, : estymator MNK nie jest zgodny
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Przy prawdziwej H statystyka testowa

d'[Asy. varbysz; — Asy. varbyni]d
2

H = ~X*(J)

s
w przypadku prawdziwej Hy wskazane jest zastosowanie estymatora MNK,
w przeciwnym przypadku w celu uzyskania zgodnych oszacowan parametrow
nalezy uzy¢ MZI.
0.1.8 Test Sargana

Test Sargana weryfikuje poprawno$¢ zastosowanych instrumentéw. Reszty w
drugim kroku procedury dwustopniowej sa roéwne

e=(—X(X'P;X)'X'Py)e
Pze = (PZ — PzX(lezX)ilepz)éT = MzéT

oczywiscie My jest macierzg idempotentng. Przy prawdziwej hipotezie o bra-
ku korelacji instrumentéw z btedami losowymi

e’ Pye 9
~ prK

o2
Ta statystyka moze stuzy¢ do weryfikacji hipotezy o prawidtowosci doboru
instrumentéw. Niestety, przeprowadzenie testu mozliwe jest wytacznie gdy
liczba instrumentéw (p) przekracza liczbe zmiennych objasniajacych w mo-
delu (K).
0.1.9 Przyktady
Przyktad 1.

Czy dla modelu Y; = Gy + 51X + aY;_1 + &, gdzie ¢; spelnia zalozenia
yklasyczne” MZI jest wlasciwa metoda szacowania, czy tez mozna zastoso-
wa¢ MNK?

Odpowiedz

Zapiszmy réwnanie modelu:
Y, =06+ 5iXi +aY 1 + & (8)
i to samo réwnanie dla kolejnego okresu:

Yiv1 = Bo + i1 Xep1 + oYy + e 9)

7
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przeksztatémy to rownanie tak, by méc obliczy¢ warto$é sktadnika losowego:
Eit1 = Yiy1 — Bo — 1 X1 — oY} (10)
wstawiajac do réwnania (10) réwnanie (8) otrzymujemy:
Ee41 = Yip1 — Bo — BiXep1 — a(Bo + 51 Xy + oY1 + &) (11)
po uporzadkowaniu mamy:
et = —Bo(1+a) + Yy —®Y g — i1 X1 — o Xy — agy (12)

Wida¢ ze wartosé¢ sktadnika losowego w okresie ¢ 4+ 1 zaréwno zalezy od war-
tosci sktadnika losowego w poprzednim okresie t, jak i warto$ci zmiennej Y w
okresie t—1. Wobec tego zmienna Y jest skorelowana ze sktadnikiem losowym.

Przyktad 2.

Pokaz, ze w modelu
Yi = Po + b + & (13)
Li =Tl
estymator MNK jest nieobciazony wtedy gdy cov(e;, ;) =0
Odpowiedz

Zapiszmy wartos¢ oczekiwang estymatora MNK:
Eb) =EB(X'X)'X'y) = B(X'X)'X'XB3) + E((X'X)'X'e)
Eb) =8+ E(X'X) ' X)
W duzej prébie estymator b dazy wedtug prawdopodobienstwa do:

plim b = plim (X'X) ' X'y = plim (X'X) ' X' (XB +¢) =

!/ / / /

X
= [f+plim ( )1 xplim - [+ plim (M)_l*plim me _ B+cx0 =73
n n

Wobec tego estymator MNK jest nieobcigzony.
Przyktad 3.

Zatézmy, ze w modelu y = X + € spelnione sa zalozenia konieczne do
uzyskania zgodnosci estymatora MNK. Oblicz plim Z=.
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Odpowiedz
/ X !/ IX/ !/
plim ye = plim M = plim FXe + plim £ =0+o0?
n n n n
Przyklad 4.
Pokaz, ze w modelu
Yi = Po + Pri + & (14)
Ti =Y + 1

estymator MNK jest obciazony nawet w przypadku gdy cov(e;,n;) =0
Odpowiedz

Przeksztalémy model (14) nastepujaco:

yi = Bo + Pi(vyi +mi) + & (15)
7 wtasnoéci asymptotycznych estymatora MNK wiemy
plim b = 3 + plim (X'X) ' X'e

Mozemy to zapisaé jako:

/ —1 /
plim b = § + plim (XX> X'e
n

X'e

plim b = 8+ Q,,plim

Podstawiajac za X macierz zmiennych objasniajacych z modelu (15) otrzy-
mujemy:
. lim e + &Y + €M
plim b = 3 4 QA
n
plim g, + plim €;vy; + plim ami>
n

plim b= 3+ Qe

Pokazalismy w poprzednim przyktadzie, ze macierz y—: dazy wedtug prawdo-
podobienstwa do macierzy wariancji sktadnika losowego. Wobec tego:

plim b = 3 + Q. (0 + oy + 0)

wigc macierz po prawej stronie dazy do macierzy skonczonej o niezerowych
elementach. Wobec tego estymator MNK jest obciazony.
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Przyklad Empiryczny.

Dane do przyktadu pochodza z badania panelowego dotyczacego warun-
kow mieszkaniowych. Sa one z roku 1980 dla USA. Budujemy model dla
czynszu postaci:

rent = By + Bihnsgval + Bopcturban + v

gdzie rent to mediana miesiecznego czynszu, a hnsgval to mediana wartosci
domu, a pcturban to procent populacji zyjacej w miastach w danym regionie.
Ale uwazamy, ze wartos¢ domu moze zaleze¢ od dochodéw i miejsca zamiesz-
kania i moze powinna by¢ traktowana jako zmienna endogeniczna. Wtedy:

hsngval = ay + a1 faminc + asreg2 + azreg3 + ayregd + ¢

Najpierw przeprowadzamy zwykta regresje, w ktorej traktujemy wartosé¢ do-
mu jako zmienng egzogeniczna:

. use http://www.stata-press.com/data/r8/hsng2
(1980 Census housing data)

. regress rent hsngval pcturban

Source | SS daf MS Number of obs = 50
————————————— R F( 2, 47) = 47.54
Model | 40983.5269 2 20491.7635 Prob > F = 0.0000
Residual | 20259.5931 47 431.055172 R-squared = 0.6692
————————————— ettt Adj R-squared = 0.6551
Total | 61243.12 49 1249.85959 Root MSE = 20.762

rent | Coef Std. Err t P>|t] [95% Conf. Interval]
_____________ e e e e e
hsngval | .0015205 .0002276 6.68 0.000 .0010627 .0019784
pcturban | .5248216 .2490782 2.11 0.040 .0237408 1.025902
_cons | 125.9033 14.18537 8.88 0.000 97.36603 154.4406

. estimates store mnk

Pierwsza komenda $cigga plik z danymi. Po oszacowaniu modelu zapamie-
tujemy wyniki. Nastepnie szacujemy model traktujac wartos¢ domu jako en-
dogeniczng. Jako instrumenty dla zmiennej uzywamy dochodu rodziny oraz
zmiennych regionalnych

ivreg rent pcturban (hsngval=faminc reg2-reg4)

Instrumental variables (2SLS) regression

10
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Source | SS df MS Number of obs = 50
------------- et F(C 2, 47) = 42.66
Model | 36677.4033 2 18338.7017 Prob > F = 0.0000
Residual | 24565.7167 47 522.674823 R-squared = 0.5989
————————————— et Adj R-squared = 0.5818
Total | 61243.12 49 1249.85959 Root MSE = 22.862
rent | Coef Std. Err t P>|t]| [95% Conf. Intervall
_____________ +________________________________________________________________
hsngval | .0022398  .0003388 6.61 0.000 .0015583 .0029213
pcturban | .081516  .3081528 0.26 0.793 -.5384074 .7014394
_cons | 120.7065 15.70688 7.68 0.000 89.10834 152.3047
Instrumented: hsngval
Instruments: pcturban faminc reg2 reg3 regé4
Oszacowania parametréw w obu modelach réznia sie znacznie.
Wobec tego za pomoca testu Hausmana sprawdzamy, ktory model jest
poprawny.
. hausman . mnk,constant sigmamore
--—— Coefficients ———-
| ) (B) (b-B) sqrt (diag(V_b-V_B))
| mnk Difference S.E.
_____________ $+—————————rrrrrrrrrrrrrrrr
hsngval | .0022398 .0015205 .0007193 .000207
pcturban | .081516 .5248216 -.4433056 .1275655
_cons | 120.7065 125.9033 -5.196801 1.49543

b = consistent under Ho and Ha; obtained from ivreg
B = inconsistent under Ha, efficient under Ho; obtained from regress

Test: Ho: difference in coefficients not systematic

chi2(1) = (b-B)’ [(V_b-V_B)~(-1)](b-B)
12.08
Prob>chi2 = 0.0005

(V_b-V_B is not positive definite)

[stotny statystycznie wynik testu wyraznie wskazuje na obcigzono$é estyma-
toréw MNK. Wniosek jednak nie jest tak jednoznaczny jak twierdzi podrecz-
nik do pakietu STATA, bowiem estymator macierzy wariancji-kowariancji
estymatorow nie jest macierza dodatnio okreslona. W takim przypadku lite-
ratura wskazuje, ze mozna uznaé estymatory MNK za zgodne.
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