
Paweł Strawiński Notatki do ćwiczeń z ekonometrii

0.1 Metoda Zmiennych Instrumentalnych

0.1.1 Wprowadzenie

W dotychczasowej analizie Klasycznego Modelu Regresji Liniowej przyjmo-
waliśmy założenie o niezależności składnika losowego równania regresji od
macierzy zmiennych objaśniających modelu X. Obecnie to założenie uchyli-
my. Metodę Zmiennych Instrumentalnych (MZI) stosuje się do analizy mo-
deli, kórych składnik losowy nie jest niezależny od zmiennych objaśniających
modelu. Jest ona uogólnieniem metody najmniejszych kwadratów.
W modelu

yi = Xiβ + εi (1)

zmiennymi egzogenicznymi będziemy nazywać zmienne, które nie są skore-
lowane ze składnikiem losowym ε, natomiast zmiennymi endogenicznymi, te
zmienne, które są skorelowane z błędami losowymi.
Zatem w modelu (1) wszystkie k zmiennych w macierzy X, lub niektóre

z nich są skorelowane ze składnikiem losowym ε. Jednocześnie przypuśćmy,
że dysponujemy zbiorem L zmiennych Zi, takich, że L jest conajmniej równe
K, tzn. dysponujemy conajmniej tyloma dodatkowymi zmiennymi, ile jest
zmiennych w macierzy X skorelowanych z błędem losowym ε, oraz że zmien-
ne z macierzy Zi są skorelowane ze zmiennymi macierzy X, ale nie są sko-
relowane ze składnikiem losowym ε. W takim przypadku jesteśmy w stanie
zbudować zgodny estymator dla wektora nieznanych parametrów β.

0.1.2 Przykłady modele o składniku lowosym skorelowanym ze
zmiennymi objaśniającymi

W praktyce badawczej problem skorelowania zmiennych ze składnikiem lo-
sowym jest nierzadko spotykany.

1. Model Keynesowski gospodarki zakłada, że Y = C + inwestycje +
wydatki rzadowe+export netto. Z drugiej strony Keynesowska funkcja
konsumpcji zakłada, że konsumpcja jest funkcją produktu narodowego
C = f(Y, ε). Szacując parametry tej ostatniej za pomocą KMRL

Ct = β0 + β1Yt + εt

nie spełnia założeń modelu bowiem, z postaci modelu Keynesowskiego
wynika, że cov(Yt, εt) 6= 0. Z drugiej strony założenie, że cov[Yt, εt] = 0
neguje sensowność modelu Keynesowskiego, bowiem oznacza, iż nie ma
zależności między poziomem konsumpcji i dochodem.
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2. Jeżeli szacujemy model autoregresyjne na podstawie danych z szeregu
czasowego, tzw. dynamiczne równanie regresji. Jest to model postaci

yt = f(yt−1, yt−2, . . .) + εt (2)

to
yt−1 = f(yt−2, yt−3, . . .) + εt−1 (3)

zatem cov(yt−1, εt−1) 6= 0. Wobec tego w (2) zmienne objaśniające są
skorelowane z błędem losowym. Dodatkowo, można zauważyć, że skład-
nik losowy εt jest skorelowany z przeszłymi wartościami zmiennej obja-
śniającej i zatem zawiera autokorelację. Jeśli jest autokorelacja, oznacza
ona że składnik losowy w okresie t zależy od wartości składnika losowe-
go z poprzednich okresów, a więc również zależy od wartości zmiennych
objaśniających z tych okresów.

3. Model ze zmienną pominiętą. Zazwyczaj w zbiorach danych mikro-
ekonomicznych brakuje informacji o zdolnościach respondentów. Mimo
wszystko, często w badaniach ekonomicznych szacowane jest równanie
płacy typu Mincera

ln(placa) = β0 + β1plec+ β2wyksztalcenie+ β3wiek+ β4wiek2 + u (4)

Ponieważ w modelu pominięto istotną zmienną niezależną zdolności to
składnik losowy będzie miał postać

u = γ0 + γ1zdolnosci+ φ (5)

Z drugiej strony uzyskany poziom wykształcenia jest bez wątpienia
determinowany przez zdolności respondenta.Zatem

cov(u, wyksz) = cov(u, zdolnosci+φ) = cov(u, zdolnosci)︸ ︷︷ ︸
0

+cov(u, φ) 6= 0

Ponieważ zmienna pominięta jest dodatnio skorelowana z uzyskanym
poziomem wykształcenia i wpływa dodatnio na uzyskiwane zarobki to
parametr przy zmiennej wykształcenie będzie dodatnio obciążony.

4. Błąd w pomiarze zmiennej w zmiennych objaśniających. W takim przy-
padku można pokazać, że składnik losowy i zmienna objaśniającasą
skorelowane.

Niezerowa korelację pomiędzy zmiennymi objaśniającymi a składnikiem loso-
wym pochodzącym z tego samego okresu w literaturze nazywa się problemem
równoczesności. We wszystkich wymienionych przykładach, jeśli zastosujemy
MNK otrzymamy estymatory, które nie są estymatorami zgodnymi.

2



Paweł Strawiński Notatki do ćwiczeń z ekonometrii

0.1.3 Własności esymatorów MNK przy niezerowej korelacji mię-
dzy regresorami a składnikiem losowym

Jeżeli model (1) oszacujemy za pomocą metody najmniejszych kwadratów to
otrzymany estmator będzie obciążony, ponieważ:

E(b) = E(X ′X)−1X ′y = E[(X ′X)−1X ′Xβ+(X ′X)−1X ′ε] = β+(X ′X)−1X ′ε

wobec tego nie spełnia on założeń twierdzenia Gaussa-Markowa. Ponieważ
E[εi | Xi] = γ składnik losowy jest skorelowany z macierzą zmiennych obja-
śniających modelu X, to γ 6= 0. Wobec tego:

plim
(X ′ε

n

)
= γ

Wobec tego estymator MNK nie jest również zgodny:

plimb = β + plim
(X ′X

n

)−1

plim
(X ′ε

n

)
= β + [E(x2

ik)]
−1γ 6= β

Wynika z tego że, nawet dysponując dużą próbą nie jesteśmy w stanie otrzy-
mać dobrych esymatorów wektora nieznanych parametrów β.

0.1.4 Estymacja i własności estymatora MZI

Metoda Zmiennych instrumentalnych jest sposobem pozwalającym na uzy-
skanie prawidłowych oszacowań w przypadku równoczesności. W skrócie mó-
wiąc polega ona na zastąpieniu oryginalnych zmiennych instrumentami, które
są skorelowane z oryginalnymi zmiennymi, ale nieskorelowane ze składnikiem
losowym.
Estymacja Metodą Zmiennych Instrumentalnych polega na znalezieniu

macierzy instrumentów Z. Elementy macierzy z muszą być niezależne od
składnika losowego ε. Macierz instrumentów Z musi mieć conajmniej tyle
kolumn (zmiennych) co macierz X. Ale nie oznacza to że musimy dla każde-
go modelu znaleźć conajmniej k dodatkowych zmiennych. W macierzy intru-
mentów mogą pojawiać się zmienne z macierzyX, o ile nie są one skorelowane
ze składnikiem losowym ε.
Jeżeli macierz Z ma więcej niż k kolumn to pierwszym etapem MZI jest

zbudowanie macierzy instrumentów. Znajdujemy ją dokonując rzutu wekto-
rów macierzy X na przestrzeń wektorową rozpinaną przez kolumny macierzy
instrumentów Z.

X̂ = Z(Z ′Z)−1Z ′X = PZX
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Zauważmy, że macierz PZ = Z(Z ′Z)−1Z ′ jest macierzą rzutu. Wobec tego
jest ona symetryczna i idempotentna. Posiadając macierz instrumentów X̂
możemy zbudować estymator

bIV = (X̂ ′X̂)−1X̂y

bIV = ((Z(Z ′Z)−1Z ′X)′(Z(Z ′Z)−1Z ′X))−1(Z(Z ′Z)−1Z ′X)y

bIV = (X ′Z(Z ′Z)−1Z ′X)−1(Z(Z ′Z)−1Z ′X)y

Jeżeli macierz Z ma tyle samo zmiennych co macierz X, czyli r(Z) = r(X)
to estmator MZI upraszcza się do:

bIV = (Z ′X)−1Z ′y

W przypadku gdy kolumna macierzy X pojawia się w macierzy instru-
mentów Z, wtedy ta zmienna jest dokładnie odwzorowana w macierzy po-
mocniczej X̂, jest po prostu sama swoim instrumentem. Oznacza to, że w
przypadku gdy tylko jedna ze zmiennych objaśniających modelu jest sko-
relowana z błędem losowym to potrzebujemy nie zbioru k instrumentów,
wystarczy nam jeden. Pozostałe k − 1 zmiennych macierzy X, możemy bez-
pośrednio przepisać do macierzy Z, ponieważ nie są skorelowane z błędem
losowym.
Kolumny macierzy X̂ mogą być interpretowane jako wartości dopasowa-

ne regresji kolejnych kolumn z macierzy X na macierz instrumentów Z. Gdy
k-ta kolumna pojawia się zarówno w macierzy obserwacji X jak i w macie-
rzy instrumentów Z jest ona doskonale odwzorowana przez samą siebie, bez
pomocy pozostałych kolumn macierzy Z. Natomiast, gdy jest to kolumna
skorelowana ze składnikiem losowym to jest ona w macierzy X̂ zastępowana
przez wartości dopasowane regresji tej zmiennej na kolumny macierzy Z.

0.1.5 Dwustopniowa metoda MNK

Estymator MZI jest również nazywany estymatorem dwustopniowej metody
najmniejszych kwadratów. Bowiem w pierwszym kroku przeprowadzana jest
regresja zmiennych endogenicznych na zmienne instrumentalne

X = Zβ̃

i w ten sposób uzyskiwana jest macierz instrumentów X̂ będzie zbiorem
instrumentów. Wtedy:

bIV = (X̂ ′X̂)−1X̂ ′y

bIV = (X ′(I −MZ)X)−1X ′(I −MZ)Xy
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bIV = (X ′(PZ)X)−1X ′(PZ)Xy

bIV = (X ′Z(Z ′Z)−1ZX)−1X ′Z(Z ′Z)−1ZXy

estymator MZI jest estymatorem MNK z regresji y na X̂. Wobec tego esty-
mator metody zmiennych instrumentalnych można otrzymać w efekcie zasto-
sowania dwustopniowej procedury. W pierwszym kroku za pomocą metody
MNK należy obliczyć macierz X̂ z regresji macierzy obserwacji X na ma-
cierz instrumentów Z. Drugim krokiem jest ponowne zastosowanie MNK i
obliczenie bIV z regresji y na X̂.

0.1.6 Skąd wziąć instrumenty.

Dobrym instrumentem jest zmienna, która jest skorelowana ze zmienną dla
której potrzebujemy instrumentu, ale nie jest skorelowana ze składnikiem
losowym szacowanego równania. W modelach szacowanych na danych po-
chodzących z szeregów czasowych wartości opóźnione zmiennych są dobrymi
kandydatami na instrumenty, o ile nie są one skorelowane ze składniekiem
losowym. W ogólnym przypadku odpowiedź nie jest jednoznaczna, ponie-
waż asymptotyczna macierz wariancji-kowariancji będzie duża jeżeli zmien-
ne, których używamy jako instrumenty są słabo skorelowane ze zmiennymi
objaśniającymi modelu. Wobec tego wydaje się, że kryterium wyboru powi-
nien być stopień korelacji ze zmienną/zmiennymi z macierzy X. Ale pojawia
się następujący problem. Jeśli zmienna zi jest wysoce skorelowana ze zmien-
na xi, a zmienną xi jest skorelowana ze składnikiem losowym, to czy można
twierdzić, że zmienna zi jest nieskorelowana ze składnikiem losowym?

0.1.7 Test Hausmana

W przypadku MZI test Hausmana-Wu stosuje się do weryfikacji hipotezy
o egzogeniczności zmiennych objasniajacych X. Jeżeli w modelu ekonome-
trycznym nie występują regresory skorelowane z błędem losowym, i wszystkie
są dokładnie mierzone (nie występuje systematyczny błąd pomiaru), to w ta-
kim przypadku estymatory MNK są zgodne i efektywne, a estymatory MZI są
zgodne ale maja większą wariancję. Natomiast w przypadku niezerowej kore-
lacji między regresowami a składnikiem losowym estymator MZI jest zgodne,
podczss gdy estymator MNK nie jest zgodny. Wobec tego należy sprawdzić
czy istnieje potrzeba użycia estymatorów MZI. W tym celu przeprowadza
się test Hausmana. Jego statystyka testowa bazuje na porównaniu asymp-
totycznym macierzy wariancji-kowariancji estymatorów przy założeniu, że
plim 1

n
X ′ε = 0.
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Asymptotyczna wariancja estymatora MNK wynosi:

plim s2(
X ′X

n
)−1 = σ2Q−1

gdzie Q jest macierzą odwracalną o skończonych elementach.

Asy.var(bMNK) = s2(X ′X)−1 (6)

macierz wariancji-kowariancji estymatora bMZI wyraża się wzorem:

Asy.var(bMZI) = s2(X ′Z(Z ′Z)−1Z ′X)−1 (7)

Porównując asymptotyczne macierze wariancji-kowariancji otrzymujemy:

Asy.var(bMZI)− Asy.var(bMNK) =

σ2

n
plim

(X ′Z(Z ′Z)−1Z ′X

n

)−1

− σ2

n
plim

(X ′X

n

)−1

=

σ2

n
plim n[(X ′Z(Z ′Z)−1Z ′X)−1 − (X ′X)−1]

W celu porównania dwóch macierzy możemy porównać ich odwrotności. Od-
wrotność pierwszej z nich możemy zapisać jako:

(X ′Z(Z ′Z)−1Z ′X)−1 = X ′(I −MZ)X = X ′X −X ′MZX

Ponieważ macierzMZ jest nieujemnie określona to macierz (X ′Z(Z ′Z)−1Z ′X)−1

jest mniejsza od macierzy (X ′X)−1. Wobec tego dla ich odwrotności zacho-
dzi nierówność w drugą stronę. Wynika z tego, że przy spełnionym założeniu
różnica między macierzą wariancji-kowariancji estymatora MZI, a macierzą
wariancji-kowariancji estymatora MNK jest dodatnia. Wynosi ona zero w
przypadku gdy X̂ = X, czyli predykcja na podstawie macierzy instrumen-
tów idealnie replikuje macierz obserwacji X.
Procedura testu Hausmana jest następująca. Przy prawdziwej hipotezie

zerowej oba estymatory bMNK i bMZI są zgodne. Jeżeli prawdziwa jest hi-
poteza aleternatywna, tzn. macierz X jest skorelowana z zaburzeniem lo-
sowym, zgodnym estymatorem jest jedynie ten otrzymany metodą zmien-
nych instrumentalnych (MZI). Wobec tego badając różnicę estymatorów d =
bMZI − bMNK możemy zweryfikować słuszność założenia o nieskorelowaniu
macierzy obserwacji z błędem losowym.

H0 : estymator MNK jest zgodny

H1 : estymator MNK nie jest zgodny
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Przy prawdziwej H0 statystyka testowa

H =
d′[Asy. varbMZI − Asy. varbMNK ]d

s2
∼ χ2(J)

w przypadku prawdziwej H0 wskazane jest zastosowanie estymatora MNK,
w przeciwnym przypadku w celu uzyskania zgodnych oszacowań parametrów
należy użyć MZI.

0.1.8 Test Sargana

Test Sargana weryfikuje poprawność zastosowanych instrumentów. Reszty w
drugim kroku procedury dwustopniowej są równe

e = (I −X(X ′PZX)−1X ′PZ)ε

PZe = (PZ − PZX(X ′PZX)−1X ′PZ)ε = MZε

oczywiścieMZ jest macierzą idempotentną. Przy prawdziwej hipotezie o bra-
ku korelacji instrumentów z błędami losowymi

e′PZe

σ2
∼ χ2

p−K

Ta statystyka może służyć do weryfikacji hipotezy o prawidłowości doboru
instrumentów. Niestety, przeprowadzenie testu możliwe jest wyłącznie gdy
liczba instrumentów (p) przekracza liczbę zmiennych objaśniających w mo-
delu (K).

0.1.9 Przykłady

Przykład 1.

Czy dla modelu Yt = β0 + β1Xt + αYt−1 + εt, gdzie εt spełnia założenia
„klasyczne” MZI jest właściwą metodą szacowania, czy też można zastoso-
wać MNK?

Odpowiedź

Zapiszmy równanie modelu:

Yt = β0 + β1Xt + αYt−1 + εt (8)

i to samo równanie dla kolejnego okresu:

Yt+1 = β0 + β1Xt+1 + αYt + εt+1 (9)
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przekształćmy to równanie tak, by móc obliczyć wartość składnika losowego:

εt+1 = Yt+1 − β0 − β1Xt+1 − αYt (10)

wstawiając do równania (10) równanie (8) otrzymujemy:

εt+1 = Yt+1 − β0 − β1Xt+1 − α(β0 + β1Xt + αYt−1 + εt) (11)

po uporządkowaniu mamy:

εt+1 = −β0(1 + α) + Yt+1 − α2Yt−1 − β1Xt+1 − αβ1Xt − αεt (12)

Widać że wartość składnika losowego w okresie t + 1 zarówno zależy od war-
tości składnika losowego w poprzednim okresie t, jak i wartości zmiennej Y w
okresie t−1. Wobec tego zmienna Y jest skorelowana ze składnikiem losowym.

Przykład 2.

Pokaż, że w modelu
yi = β0 + β1xi + εi (13)

xi = ηi

estymator MNK jest nieobciążony wtedy gdy cov(εi, ηi) = 0

Odpowiedź

Zapiszmy wartość oczekiwaną estymatora MNK:

E(b) = E((X ′X)−1X ′y) = E((X ′X)−1X ′Xβ) + E((X ′X)−1X ′ε)

E(b) = β + E((X ′X)−1X ′ε)

W dużej próbie estymator b dąży według prawdopodobieństwa do:

plim b = plim (X ′X)−1X ′y = plim (X ′X)−1X ′(Xβ + ε) =

= β+plim (
X ′X

n
)−1∗plim X ′ε

n
= β+plim (

η′η

n
)−1∗plim η′ε

n
= β+c∗0 = β

Wobec tego estymator MNK jest nieobciążony.
Przykład 3.

Załóżmy, że w modelu y = Xβ + ε spełnione są założenia konieczne do
uzyskania zgodności estymatora MNK. Oblicz plim y′ε

n
.
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Odpowiedź

plim
y′ε

n
= plim

(Xβ + ε)′ε

n
= plim

β′X ′ε

n
+ plim

ε′ε

n
= 0 + σ2

Przykład 4.

Pokaż, że w modelu
yi = β0 + β1xi + εi (14)

xi = γyi + ηi

estymator MNK jest obciążony nawet w przypadku gdy cov(εi, ηi) = 0

Odpowiedź

Przekształćmy model (14) następująco:

yi = β0 + β1(γyi + ηi) + εi (15)

Z własności asymptotycznych estymatora MNK wiemy

plim b = β + plim (X ′X)−1X ′ε

Możemy to zapisać jako:

plim b = β + plim
(X ′X

n

)−1X ′ε

n

plim b = β + Qxxplim
X ′ε

n

Podstawiając za X macierz zmiennych objaśniających z modelu (15) otrzy-
mujemy:

plim b = β + Qxx
plim ε1 + εiγyi + εiηi

n

plim b = β + Qxx

(plim ε1 + plim εiγyi + plim εiηi

n

)
Pokazaliśmy w poprzednim przykładzie, że macierz y′ε

n
dąży według prawdo-

podobieństwa do macierzy wariancji składnika losowego. Wobec tego:

plim b = β + Qxx(0 + σ2γ + 0)

więc macierz po prawej stronie dąży do macierzy skończonej o niezerowych
elementach. Wobec tego estymator MNK jest obciążony.
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Przykład Empiryczny.

Dane do przykładu pochodzą z badania panelowego dotyczącego warun-
ków mieszkaniowych. Są one z roku 1980 dla USA. Budujemy model dla
czynszu postaci:

rent = β0 + β1hnsgval + β2pcturban + ν

gdzie rent to mediana miesięcznego czynszu, a hnsgval to mediana wartości
domu, a pcturban to procent populacji żyjącej w miastach w danym regionie.
Ale uważamy, że wartość domu może zależeć od dochodów i miejsca zamiesz-
kania i może powinna być traktowana jako zmienna endogeniczna. Wtedy:

hsngval = α0 + α1faminc + α2reg2 + α3reg3 + α4reg4 + ε

Najpierw przeprowadzamy zwykłą regresję, w której traktujemy wartość do-
mu jako zmienną egzogeniczną:

. use http://www.stata-press.com/data/r8/hsng2
(1980 Census housing data)

. regress rent hsngval pcturban

Source | SS df MS Number of obs = 50
-------------+------------------------------ F( 2, 47) = 47.54

Model | 40983.5269 2 20491.7635 Prob > F = 0.0000
Residual | 20259.5931 47 431.055172 R-squared = 0.6692

-------------+------------------------------ Adj R-squared = 0.6551
Total | 61243.12 49 1249.85959 Root MSE = 20.762

------------------------------------------------------------------------------
rent | Coef. Std. Err. t P>|t| [95% Conf. Interval]

-------------+----------------------------------------------------------------
hsngval | .0015205 .0002276 6.68 0.000 .0010627 .0019784
pcturban | .5248216 .2490782 2.11 0.040 .0237408 1.025902
_cons | 125.9033 14.18537 8.88 0.000 97.36603 154.4406

------------------------------------------------------------------------------

. estimates store mnk

Pierwsza komenda ściąga plik z danymi. Po oszacowaniu modelu zapamię-
tujemy wyniki. Następnie szacujemy model traktując wartość domu jako en-
dogeniczną. Jako instrumenty dla zmiennej używamy dochodu rodziny oraz
zmiennych regionalnych

. ivreg rent pcturban (hsngval=faminc reg2-reg4)

Instrumental variables (2SLS) regression
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Source | SS df MS Number of obs = 50
-------------+------------------------------ F( 2, 47) = 42.66

Model | 36677.4033 2 18338.7017 Prob > F = 0.0000
Residual | 24565.7167 47 522.674823 R-squared = 0.5989

-------------+------------------------------ Adj R-squared = 0.5818
Total | 61243.12 49 1249.85959 Root MSE = 22.862

------------------------------------------------------------------------------
rent | Coef. Std. Err. t P>|t| [95% Conf. Interval]

-------------+----------------------------------------------------------------
hsngval | .0022398 .0003388 6.61 0.000 .0015583 .0029213
pcturban | .081516 .3081528 0.26 0.793 -.5384074 .7014394
_cons | 120.7065 15.70688 7.68 0.000 89.10834 152.3047

------------------------------------------------------------------------------
Instrumented: hsngval
Instruments: pcturban faminc reg2 reg3 reg4
------------------------------------------------------------------------------

Oszacowania parametrów w obu modelach różnią się znacznie.
Wobec tego za pomocą testu Hausmana sprawdzamy, który model jest

poprawny.

. hausman . mnk,constant sigmamore

---- Coefficients ----
| (b) (B) (b-B) sqrt(diag(V_b-V_B))
| . mnk Difference S.E.

-------------+----------------------------------------------------------------
hsngval | .0022398 .0015205 .0007193 .000207
pcturban | .081516 .5248216 -.4433056 .1275655
_cons | 120.7065 125.9033 -5.196801 1.49543

------------------------------------------------------------------------------
b = consistent under Ho and Ha; obtained from ivreg

B = inconsistent under Ha, efficient under Ho; obtained from regress

Test: Ho: difference in coefficients not systematic

chi2(1) = (b-B)’[(V_b-V_B)^(-1)](b-B)
= 12.08

Prob>chi2 = 0.0005
(V_b-V_B is not positive definite)

Istotny statystycznie wynik testu wyraźnie wskazuje na obciążoność estyma-
torów MNK. Wniosek jednak nie jest tak jednoznaczny jak twierdzi podręcz-
nik do pakietu STATA, bowiem estymator macierzy wariancji-kowariancji
estymatorów nie jest macierzą dodatnio określoną. W takim przypadku lite-
ratura wskazuje, że można uznać estymatory MNK za zgodne.
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