
1 Oligopol

Oligopol jest zagadnieniem, którego zrozumienie wymaga dobrej znajomości teorii gier. Modele
Oligopolu badane przez ekonomistów koncentrują się bowiem na znalezieniu rozwiązania (rów-
nowagi) w pewnych konkretnych grach. Do wprawnego poruszania się po modelach oligopolu
musimy dobrze zrozumieć czym jest równowaga Nasha (NE) oraz jaka jest różnica pomiędzy
grami sekwencyjnymi a jednoczesnymi (różnica z punktu widzenia poszukiwania NE). Rozważa-
nia na temat pojęcia równowagi znajdują się w ostatniej części tego dokumentu. W tym miejscu
opisana zostanie różnica pomiędzy grami sekwencyjnymi a jednoczesnymi.

2 Gry równoczesne i sekwencyjne

Zacznijmy od przypomnienia czym są i jak wyglądają gry jednoczesne oraz sekwencyjne w zapisie
ekstensywnym.

W przypadku gier jednoczesnych NE znajdowane jest wprost z definicji. Oznacza to, że strategia
wybrana przez jednego z graczy musi stanowić najlepszą odpowiedź na strategie drugiego gracza
oraz jednocześnie strategia drugiego gracza musi stanowić najlepszą odpowiedź na strategie wy-
braną przez pierwszego gracza. Proszę pamiętać, że jak zawsze w mikroekonomii rozpoczynamy
od maksymalizacji zysku. Maksymalizacja zysku pozwala nam uzyskać funkcje reakcji, a punkt
przecięcia funkcji reakcji wyznacza nam NE. Ten sposób znajdowania NE został wielokrotnie
przećwiczony na pierwszych zajęciach z teorii gier.

Powyższa definicja jest oczywiście prawdziwa również w przypadku gier sekwencyjnych. Na-
leży jednak zwrócić uwagę na fakt iż w przypadku gier sekwencyjnych od NE bardziej interesują
nas SPNE. Dla osób nie pamiętających czemu SPNE jest bardziej interesujące polecam odświe-
żenie sobie zadania nr 2 z kartki 11 (entry deterrence). Fakt, iż gracz drugi podejmuje swoją
decyzje po tym jak podejmie ją gracz 1 ma bardzo duży wpływ na sposób podejmowania decyzji
oraz możliwe rozwiązania. W przypadku większości gier bycie graczem pierwszym daje ogromną
przewagę, ponieważ możemy łatwo domyślić się (obliczyć) jaką decyzje podejmie gracz drugi w
zależności od tego co wybierzemy, a następnie wybrać tą z możliwych decyzji, która da nam
najwyższą wypłatę. Rozpatrzmy to na przykładzie:
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W tym przypadku gracz pierwszy domyśla się, że jeżeli już zagra A, to racjonalna odpo-
wiedzią gracza drugiego jest C. Analogicznie, jeśli już zagra B, to racjonalną odpowiedzią jest
zagranie E przez drugiego. Z tego powodu, w grze sekwencyjnej możliwa wyplata -100 jest „nie-
straszna”. W tej sytuacji zakładając racjonalność gracza drugiego gracz pierwszy wybiera po-
między wypłatami 2 oraz 6, czyli wybierze B. Ten rodzaj myślenia to właśnie indukcja wsteczna.

W grach sekwencyjnych gracz pierwszy ma więc na swój sposób „pełną” kontrolę nad wyni-
kiem gry. Decyzja gracza drugiego jest bowiem zdeterminowana przez decyzje gracza pierwszego.

3 Wybór ciągły w teorii gier

Teoria gier umożliwia nam rozpatrywanie w sytuacji, w których wybór graczy jest ciągły, a nie
dyskretny. Oznacza to, że gracz może wybrać jedną z wartości należących do przedziału. Jedyną
wadą wyboru ciągłego jest trudność w zrobieniu odpowiedniego drzewa ilustrującego grę. Nato-
miast sposób myślenia oraz liczenia pozostają bez zmian.

Załóżmy, że mamy grę, w której uczestniczy dwóch graczy. Każdy z nich ma dokonać wyboru
wartości pewnej zmiennej (x należy od a do b). Wypłata każdego z graczy zależy od wartości
wybranej przez niego oraz przez drugiego gracza. Grę jednoczesną oraz sekwencyjną (dla wyboru
ciągłego) ilustrują poniższe diagramy.

Zwróćmy uwagę na fakt, iż jest to wybór ciągły. Możliwe jest wybranie dowolnego punktu na
odcinku przez pierwszego gracza, a w każdym z wybranych punktów gracz drugi również podej-
muje decyzje o wyborze punktu na odcinku. Mamy więc grę z nieskończoną ilością strategii dla
każdego gracza oraz podgier (w przypadku gry sekwencyjnej). Pomimo tego, jak już to zostało
napisane, sposób analizy się nie zmienia.

W przypadku gry równoczesnej NE możliwa jest do znalezienia, przez znalezienie punktu
przecięcia funkcji reakcji.{

maxΠ1(x1, x2)
maxΠ2(x1, x2)

⇒
{
∂Π1(x1,x2)
∂x1

= 0
∂Π2(x1,x2)
∂x2

= 0
⇒
{
x1(x2)
x2(x1)

⇒
{
x∗1
x∗2

Zwracam uwagę na to, x1 zawsze jest funkcją x2 i vice versa. Wynika to z faktu równoczesności
gry. Każdy z gracz może jedynie stwierdzić jaka byłaby jego najlepsza odpowiedź, dla danej
wartości zmiennej wybranej przez drugiego gracza. Do tego stwierdzamy jedynie, że NE jest w
miejscu przecięcia się funkcji reakcji (zgodnie z definicją).
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W przypadku gry sekwencyjnej koniczne jest znalezienie optymalnej decyzji gracza pierw-
szego przez maksymalizacje jego użyteczności (wypłaty) z uwzględnieniem funkcji reakcji gracza
drugiego. Wynika to z faktu, iż gracz pierwszy (lider) może przewidywać zachowanie drugiego
(naśladowca), jego reakcję na decyzje lidera. Jeżeli możemy przewidywać, to znaczy, że mozemy
uzależnić wielkość zmiennej wybranej przez naśladowcę od wielkości wybranej przez lidera w
procesie maksymalizacji zysku.{

maxΠL(xL, xN )
maxΠN (xL, xN )

⇒
{
maxΠL(xL, xN )
∂ΠN (xL,xN )
∂xN

= 0
⇒
{
∂ΠL(xL,xN (xL))

∂xL
= 0

xN (xL)
⇒
{
x∗L
x∗N (x∗L)

W ten sposób znajdujemy odpowiednio równowagi NE oraz SPNE w kolejnych grach.

Na powyższym rysunku NE to przecięcie się funkcji reakcji, a SPNE to punkt, wybrany przez
lidera, znajdujący się na funkcji reakcji naśladowcy, który daje liderowy największy zysk. (jeśli
funkcja zysku ma jedno maksimum to mamy jeden punkt).

4 Cournot – ilościowa, jednoczesna

Idea równoczesnych gier cenowych jest taka jak w przykładzie sadowników przywożących jabł-
ka na targ. Najpierw każdy bez wiedzy o ruchach innych wyznacza ilość, a następnie to rynek
wyznacza cenę. Model jest dokładnie taki jak zostało to przedstawione w poprzedniej części,
dwóch graczy wybiera wartość zmiennej (ilość dobra dostarczonego na rynek od zera do nie-
skończoności). W modelach ilościowych zakładamy zazwyczaj liniową odwrotnąfunkcję popytu
(p = a−bQ, gdzie Q = q+q2). Korzystając z tego założenia możemy odpowiednio zapisać funkcję
zysku i wyliczyć funkcję reakcji. Bardzo ważne jest pamiętanie o tym, że liczymy naszą najlepszą
odpowiedź dla zadanego poziomu zmiennej wybranego przez drugiego gracza (myślenie „as if ”).
Ostatni raz przypominam, zawsze zaczynamy myślenie od maksymalizacji zysku, a następnie
na podstawie tego jak gramy (równocześnie/sekwencyjnie etc.) determinujemy sposób i wynik
maksymalizacji zysku.{

maxΠ1(q1, q2) = max[p ∗ q1 − TC1(q1)] = max[(a− b(q1 + q2))q1 − TC1(q1)]
maxΠ2(q1, q2) = max[p ∗ q2 − TC2(q2)] = max[(a− b(q1 + q2))q2 − TC2(q2)]

⇒


∂Π1(q1,q2)
∂q1

= a− 2bq1 − bq2 −MC1(q1) = 0
∂Π2(q1,q2)
∂q2

= a− 2bq2 − bq1 −MC2(q2) = 0
⇒

{
q1(q2) = a−bq2−MC1(q1)

2b
q2(q1) = a−bq1−MC2(q2)

2b

⇒
{
q∗1 = a+MC2(q2)−2MC1(q1)

3b
q∗2 = a+MC1(q1)−2MC2(q2)

3b
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W symetrycznym modelu Cournot (wszystkie firmy posiadają jednakową funkcję kosztów),
jeśli przyjmiemy, że MC(q) = c, to uzyskujemy:{

q1(q2) = a−bq2−c
2b

q2(q1) = a−bq1−c
2b

⇒
{
q∗1 = a−c

3b
q∗2 = a−c

3b

Model Cournot możemy łatwo rozszerzyć na większa liczbę graczy. Dla ułatwienia korzysta-
my z założenia o równych stałych kosztach krańcowych. Dla N firm mamy następujące funkcje
reakcji oraz optymalną ilość:{

q1(q2, q3, ..., qN ) = a−b(q2+q3+...+qN )−c
2b

q∗i = a−c
(N+1)b

W ten sposób uzyskujemy wzór (pamiętając o założeniach), który pozwala nam na szybkie obli-
czenie wielkości produkcji w modelu Cournot. Warto zauważyć, iż wzór ten sprawdza się nawet
wtedy gdy N jest równe 1 (monopol).

Proszę koniecznie pamiętać, że powyższe wzory działają tylko przy liniowym popycie
i identycznych, stałych kosztach krańcowych. Najważniejsze jest zrozumienie procesu
wyznaczania równowagi, który jest uniwersalny niezależnie od tego z jaką funkcją popytu ma-
ją do czynienia firmy!W nietypowych przypadkach należy wszystko wyliczyc samemu
wychodząc od pierwszego ukladu rownań!

5 Stackelberg – ilościowa, sekwencyjna

Sekwencyjne modele ilościowe ilustrują między innymi zachowanie się firm przy wprowadzaniu
na rynek nowych produktów. Jest to sytuacja, w której zawsze mamy jakiegoś lidera, który
wyznacza pewną ilość, a rynek dyktuje ceny. Następnie po pewnym czasie wchodzą naśladowcy.
Po raz kolejny w celu rozwiązania problemów Stackelberga, rozumowanie przedstawione wcze-
śniej wystarczy zapisać matematycznie. Pamiętajmy, że w grze sekwencyjnej lider przewiduje
zachowania naśladowcy (potrafi wyliczyć jego funkcję reakcji). Początkowy układ równań jest
taki sam jak w modelu Cournot. Jednak w tym przypadku ze względu na sekwencyjność gry w
funkcji zysku lidera ilość naśladowcy jest funkcją ilości lidera. Z oczywistych względów funkcja
reakcji naśladowcy jest identyczna jak w modelu Cournot!{
maxΠL(qL, qN (qL)) = max[p ∗ qL − TCL(qL)] = max[(a− b(qL + qN (qL)))qL − TCL(qL)]
maxΠN (qL, qN ) = max[p ∗ qN − TCN (qN ) = max[(a− b(qL + qN ))qN − TCN (qN )]

⇒

 ∂ΠL(qL,qN (qL))
∂qL

=
∂[(a−b(qL+ 1

2b (a−bqL−MCN (qN ))))qL−TCL(qL)]
∂qL

= 0

qN (qL) = a−bqL−MCN (qN )
2b

⇒

{
a−2bqL−MCN (qN )

2 −MCL(qL) = 0
qN (qL) = a−bqL−MCN (qN )

2b

⇒
{
q∗L = a+MCN (qN )−2MCL(qL)

2b
q∗N = a+2MCL(qL)−3MCN (qN )

4b

Przy założeniach o równych stałych kosztach krańcowych otrzymujemy:{
q∗L = a−c

2b
q∗N = a−c

4b

Jak widać przy tych założeniach lider produkuje dwa razy więcej od naśladowcy.

Analogicznie jak w przypadku modelu Cournot należy koniecznie pamiętać, że powyższe wzo-
ry działają tylko przy liniowym popycie i identycznych, stałych kosztach krańcowych.
Najważniejsze jest zrozumienie procesu wyznaczania równowagi, który jest uniwersalny
niezależnie od tego z jaką funkcją popytu mają do czynienia firmy!W nietypowych przypad-
kach należy wszystko wyliczyc samemu wychodząc od pierwszego ukladu rownań!
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6 Bertrand - cenowa, jednoczesna

Jednoczesna konkurencja cenowa to koncepcja, która jest najbardziej intuicyjna (najbliższa po-
strzeganej rzeczywistości). Producenci podają ceny, a rynek odpowiada popytem. Metoda roz-
wiązywania oraz sposób myślenia o grach jest dokładnie taki sam jak w przypadku modeli ilo-
ściowych. Należy tylko uważnie zapisać problem matematycznie. W przypadku modeli cenowych
bardzo istotny staje się problem rodzaju dobra. W zależności od tego czy dobro jest homoge-
niczne (jednorodne ) czy heterogeniczne (różnorodne) mamy bowiem do czynienia z różnymi
funkcjami popytu, a w konsekwencji rożnymi rozwiązaniami.

Dobro homogeniczne implikuje następującą funkcję popytu (dla uproszczenia zapisu przyj-
mijmy, że Q = a− bp).

q1 =


a− bp p1 < p2
a−bp

2 p1 = p2
0 p1 > p2

Sytuacja, w której dobro jest homogeniczna jest „nieciekawa”. Otrzymujemy bowiem p=MC
(obie firmy maja zerowe zyski albo jedna firma wycina drugą z rynku).

W o wiele ciekawszym przypadku, w którym mamy do czynienia z dobrem heterogenicznym
funkcja popytu może wyglądać następująco: q1 = a− bp1 − cp2

Nie jest to jednak jedyna możliwa postać funkcji, dlatego problem ten zapiszemy na wzorach
ogólnych. Zaraz po zapisaniu funkcji zysku zastępujemy zmienną q przez funkcję popytu (zależną
od cen 1 i 2) co pozwala na uzyskanie funkcji zysku zależnej wyłącznie od cen.{

maxΠ1(p1, p2) = max[p1 ∗ q1(p1, p2)− TC1(q1(p1, p2)]
maxΠ2(p1, p2) = max[p2 ∗ q2(p1, p2)− TC2(q2(p1, p2)]

⇒


∂Π1(p1,p2)
∂p1

= 0
∂Π2(p1,p2)
∂p2

= 0
⇒

{
p1(p2)
p2(p1)

⇒
{
p∗1
p∗2

W powyższych obliczeniach chciałbym zwrócić uwagę na liczenie pochodnej z kosztów po ce-
nie. Koszty są zazwyczaj wyrażone jako funkcja ilości. Nic nie stoi jednak na przeszkodzie aby
były funkcją ceny. Nie można jednak zapomnieć o koniecznym podstawieniu w tym miejscu.
Zazwyczaj będą mieli Państwo do czynienia z sytuacją w której koszty krańcowe są zerowe.
Oznacza to, że pochodna po funkcji kosztu względem ilości wynosi zero. Implikuje to również
fakt, iż pochodna po kosztach po cenie również wynosi zero (ze wzoru na pochodna funkcji
wewnętrznej):

∂TC(q1)
∂q1

= 0⇒ ∂TC(q1(p1, p2))
∂p1

= 0

W modelu Bertranda, o ile nie mamy do czynienia z dobrem homogenicznym musimy wy-
konać wszystkie obliczenia samodzielnie i nie możemy opierać się na uproszczonych
wzorach. Jak było to jednak pokazane na ćwiczeniach nie jest to bardzo trudne!
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