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Na tym kursie b¦dziemy chcieli u»y¢ matematycznych narz¦dzi teorii gier do

modelowania interakcji strategicznych.

reguªy gry: gracze, akcje, wypªaty i informacja.

Cel: przewidzie¢ co si¦ stanie

Zale»nie od posiadanej informacji, staraj¡c si¦ zmaksymalizowa¢ wªasn¡

wypªat¦, gracze wybieraj¡ strategi¦ (dyktuj¡c¡ akcje) dla caªej gry.

Równowaga: sytuacja, w której ka»dy robi to, co jest w jego najlepszym

interesie, bior¡c pod uwag¦ co akurat robi¡ pozostali.

Jak u»ywaj¡c tych poj¦¢ opisa¢ rynek?
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Przykªadowa historia, któr¡ chcieliby±my przedstawi¢ w postaci gry

(Rasmusen)

Przedsi¦biorca ma zadecydowa¢ czy otworzy¢ pralni¦ w mie±cie, w którym

jedna ju» jest.

Nazwijmy dwie mog¡ce na tym rynku dziaªa¢ �rmy �Stara Pralnia" i �Nowa

Pralnia". Nowa Pralnia nie ma pewno±ci co do przyszªej sytuacji gospodarczej,

która mo»e mie¢ wpªyw na popyt na jej usªugi. Musi tak»e bra¢ pod uwag¦

mo»liwe dziaªania Starej Pralni, która mo»e odpowiedzie¢ wojn¡ cenow¡. Stara

Pralnia dziaªa od dawna i przetrwa tak¡ wojn¦, cho¢ jej zyski znacznie spadn¡.

(Przez chwil¦ zignorujmy to, »e Nowa Pralnia musi te» zadecydowa¢ czy rozpo-

cz¡¢ wojn¦ cenow¡ czy te» ustali¢ wysokie ceny, »e musi zadecydowa¢ jaki sprz¦t

kupi¢, ilu zatrudni¢ pracowników itd.).
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Graczami s¡ jednostki podejmuj¡ce decyzje. Celem ka»dego z graczy jest taki

wybór akcji by maksymalizowa¢ u»yteczno±¢

Akcja (lub ruch) gracza i, oznaczana ai, to co± co mo»e w danym momencie

wybra¢.

Zbiór dost¦pnych akcji, Ai = {ai}, to wszystkie akcje mo»liwe w danym

momencie

wektor akcji a = {ai}, (i = 1, . . . , n) � po jednej akcji dla ka»dego z n graczy.

Zbiór dost¦pnych akcji Nowej Pralni: { Wej±¢, Nie wej±¢} . Zbiór dost¦p-

nych akcji Starej Pralni: ceny {Niskie,Wysokie}.

Ka»dy wektor akcji daje wynik, który mo»e przynie±¢ mniejsz¡ lub wi¦k-

sz¡ u»yteczno±¢ (wypªata). Zadaniem badacza jest znale¹¢ rozwi¡zanie tego

typu problemu, to jest przewidzie¢ jak racjonalni gracze post¡pi¡

Inne zastosowania: rynki, aukcje, spory polityczne, zachowania zwierz¡t...
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Typy gier, które b¦dziemy omawia¢

1. gry w postaci strategicznej z peªn¡ informacj¡ (gry macierzowe, jak papier-

no»yce-kamie«)

2. gry w postaci strategicznej z niepeªn¡ informacj¡ (gry bayesowskie, jak

papier-no»yce-kamie«, w której przeciwnik mo»e chcie¢ nam da¢ wygra¢;

wa»niejsze zastosowanie: jednoczesna aukcja, w której nie wiemy ile przed-

miot jest wart dla innych)

3. gry w formie ekstensywnej z peªn¡ informacj¡ (dynamiczne, w postaci

drzewa, jak szachy)

4. gry w formie ekstensywnej z niepeªn¡ informacj¡ (w których mo»emy cze-

go± dowiedzie¢ si¦ o innych w trakcie gry)

Ale zanim przejdziemy do gier, cofniemy si¦ o krok, co indywidualnego

podejmowania decyzji w warunkach ryzyka i niepewno±ci.
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Indywidualne podejmowanie decyzji
Pewno±¢ vs. Ryzyko vs. Niepewno±¢

Jednostka mo»e podj¡¢ akcj¦ a z dost¦pnego zbioru A, co b¦dzie prowadziªo do

konsekwencji c ∈ C.
W warunkach Pewno±ci, c wynika z a w sposób deterministyczny,

f : A→ C,

f(a) jest konsekwencj¡ akcji a. (np. cheeseburger vs. wrap u McDonalda)

W warunkach Ryzyka, c jest ª¡cznie determinowane przez a oraz �stan ±wiata�

ω ∈ Ω, z pewnym dobrze okre±lonym rozkªadem prawdopodobie«stwa:

f : A× Ω→ C,

f(a, ω) jest konsekwencj¡ akcji a w stanie ±wiata ω (np. wybór mi¦dzy zdrap-

kami).

Niepewno±¢ jest podobna do Ryzyka, ale nie znamy prawdopodobie«stw po-

szczególnych stanów ±wiata (np. inwestycje)

�: relacja preferencji na C, rozumiana jako �co najmniej tak samo dobre�. Ta

relacja ma by¢:

1. spójna: dla ka»dych konsekwencji c1, c2 albo zachodzi c1 � c2 albo c2 � c1
(by¢ mo»e jedno i drugie). Ten warunek oznacza, »e np. zawsze potra�sz

wybra¢ mi¦dzy p¡czkiem a lodami.

2. zwrotna: dla ka»dych c, c � c (p¡czek jest przynajmniej równie dobry co

inny p¡czek)

3. przechodnia: je±li c1 � c2 i c2 � c3 to c1 � c3. (je±li p¡czek jest przy-

najmniej tak dobry jak lody, a lody przynajmniej tak dobre jak lizak, to

p¡czek jest przynajmniej tak dobry jak lizak)

c1 � c2 oznacza, »e c1 jest lepsze ni» c2 (c1 � c2 ale c2 6� c1).

(Poka», »e � jest anty-zwrotna i przechodnia)

c1 ∼ c2 oznacza, »e c1 i c2 s¡ jednakowo dobre (c1 � c2 oraz c2 � c1)

(Poka», »e ∼ jest zwrotna i przechodnia)
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W warunkach pewno±ci jest ªatwo: wybieramy to, co najlepsze. Je±li naj-

lpesza jest wi¦cej ni» jedna rzecz, wybieramy dowoln¡ ze zbioru najlepszych. W

zastosowaniach cz¦sto zakªada si¦, »e ka»d¡ z nich wybierzemy z jednakowym

prawdopodobie«stwem, ale uzasadnienie tego jest w¡tpliwe i reguªa ta w teorii

gier prowadzi¢ mo»e do mylnej intuicji.
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akcja; stan ±wiata pada nie pada
rower mokn¦ jest git
samochód u� czuj¦ si¦ gªupio

Wybór w warunkach niepewno±ci
Przykªad: relacja preferencji � jest git � u� � czuj¦ si¦ gªupio � mokn¦

Co wybra¢? To zale»y od prawdopodobie«stwa deszczu i siªy preferencji.

Ale czasem jest ªatwo wybra¢.

DEFINICJA (�cisªa dominacja) Akcja a jest ±ci±le zdominowana przez b je±li

dla ka»dego stanu ±wiata ω zachodzi f(b, ω) � f(a, ω).

DEFINICJA (Sªaba dominacja) Akcja a jest sªabo zdominowana przez b je±li

dla ka»dego stanu ±wiata ω zachodzi f(b, ω) � f(a, ω) oraz dla pewnego ω

preferencja jest ostra.

Zapomnij o opcjach zdominowanych

Masz opcj¦ dominuj¡c¡? Nie tra¢ czasu na
dociekanie jaki jest stan ±wiata! W praktyce ludzie

cz¦sto aktywnie poszukuj¡ informacji czy prawd¡ jest A czy nie-A, cho¢ w obu

wypadkach post¡pi¡ tak samo.
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Poziom bezpiecze«stwa
De�nicja (bezpiecze«stwo) Akcja a jest bezpieczniejsza ni» b je±li istnieje stan

±wiata ωz (z: zªy) taki, »e dla wszystkich ω ∈ Ω F (a, ω) � F (b, ωz)
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Funkcja u»yteczno±ci reprezentuj¡ca pre-
ferencje

Przy pewnych technicznych zaªo»eniach doczyc¡cych ci¡gªo±ci, preferencje

mo»na przedstawi¢ w postaci funkcji u»yteczno±ci.

Inaczej mówi¡c, istnieje funkcja u : C → R taka, »e c1 � c2 wtedy i tylko

wtedy gdy u(c1) ≥ u(c2)

Nie wszystkie �rozs¡dne� relacje preferencji mo»na przedstawi¢ w ten spo-

sób (przykªad: preferencje leksykogra�czne).
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Podejmowanie decyzji w warunkach ryzy-
ka

Ka»da akcja przynosi loteri¦ na mo»liwych konsekwencjach

L = (c1, p1; c2, p2, . . . cK , pK)

(zakªadamy, »e zbiór mo»liwych konsekwencji jest sko«czony)

Musimy zde�niowa¢ u»yteczno±¢ loterii, nie tylko wyników.

Robimy to w nast¦puj¡cy sposób:

Dla wszystkich L1, L2 mamy L1 � L2 wtedy i tylko wtedy gdy Eu(L1) ≥
Eu(L2),

gdzie Eu(L), oczekiwana u»yteczno±¢ loterii L, zostaje zde�niowana jako

Eu(L) =
∑K
k=1 pku(ck) (U»yteczno±¢ von Neumanna-Morgensterna)

T¦ reprezentacj¦ mozna zaksjomatyzowac, to znaczy pokaza¢, »e musi za-

chodzi¢, gdy speªniony jest zestaw (rozs¡dnych) postulatów. Na przykªad tak:

Loterie zªo»one to loterie, których mo»liwymi wynikami s¡ loterie.

1. Aksjomat loterii zªo»onych: decydent jest indyferentny pomi¦dzy loteri¡

zªo»on¡ a loteri¡ prost¡, w której prawdopodobie«stwa otrzymania po-

szczególnych wyników s¡ odpowiednimi iloczynami prawdopodobie«stw

skªadanych loterii.

2. Aksjomat niezale»no±ci: je±li dwie loterie ró»ni¡ si¦ tylko jednym wyni-

kiem, to ten wynik okre±la, która z loterii jest preferowana:

L = (L1, p1;L2, p2; . . . LK , pK), L′ = (L′1, p1;L2, p2; . . . LK , pK),

To L � L′ wtedy i tylko wtedy L1 � L′1

3. Aksjomat ci¡gªo±ci: je»eli L1 � L2 � L3 to istnieje pewna λ ∈ (0, 1) taka,

»e L2 ∼ (L1, λ;L3, 1− λ)
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Ka»da relacja preferencji na loteriach, która speªnia powy»sze aksjomaty mo»e

by¢ przedstawiona przy pomocy funkcji u»yteczno±ci vNM.

Uwaga: je±li u(·) reprezentuje pewn¡ preferencj¦ na C, to dla ka»dej ro-

sn¡cej funkcji h tak»e h(u(·)) reprezentuje t¦ sam¡ preferencj¦.

Powy»sze NIE jest prawd¡ dla preferencji na loteriach. Natomiast au(·)+b

dla dowolnych staªych a > 0, b reprezentuje t¦ sam¡ preferencj¦.
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Racjonalizowalno±¢
De�nicja Powiemy, »e akcja b jest racjonalizowalna dla danej funkcji u»ytecz-

no±ci u je±li istnieje rozkªad prawdopodobie«stwa na Ω taki »e

Eu(f(b)) = maxa∈AEu(f(a)).

Czyli akcja jest racjonalizowalna je±li jakie± przekonania co do prawdopodobie«-

stwa poszczególnych stanów ±wiata ka»¡ nam t¦ wªa±nie akcj¦ wybra¢.
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Gry w postaci normalnej
Zbiór graczy: {1, 2, . . . n}

Zbiór akcji dost¦pnych graczom Ai

Strategia to plan akcji dla dowolnej historii. W przypadku gier w postaci nor-

malnej strategia ≡ akcja. Inaczej b¦dzie dla (niektórych) dynamicznych.

Kombinacja akcji to wektor a = {ai}, (i = 1, . . . , n) koduj¡cy wybór akcji

przez ka»dego z n graczy.

Reguªy gry okre±laj¡ jak wyniki zale»¡ od akcji: f : A1×A2×A3 · · · ×An → C

Gracze maj¡ preferencje zde�niowane na wynikach: �1, · · · �n

Zwykle zakªadamy f. u»yteczno±ci vNM dla ka»dego z graczy, ui : C → R

Jednym z graczy mo»e by¢ probabilistyczna �Natura�, która nie ma »adnych

preferencji (gracz 0).
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Przykªad gry w postaci normalnej: gra w
cykora (chicken)

Gracz 1; Gracz 2 skr¦ci¢ jecha¢ prosto
skr¦ci¢ 4,4 1,6
jecha¢ prosto 6,1 -5,-5

Bezpiecze«stwo
DEFINICJA: Poziom bezpiecze«stwa strategii ai ∈ Ai to najni»sza wypªata

jaka mo»e nas spotka¢ gdy wyberzemy t¦ strategi¦ mina−i
ui(a−i, ai).

Czyli podobnie jak w przypadku podejmowania decyzji w warunkach nie-

pewno±ci de�nicja bezpiecze«stwa kazaªa nam my±le¢ o zªo±liwej naturze, tu

my±limy o zªo±liwych przeciwnikach.

Strategi¦ o najwy»szym poziomie bezpiecze«stwa nazwiemy najbezpiecz-

niejsz¡.
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�cisªa i sªaba dominacja w grach w posta-
ci normalnej

Niech a−i oznacza kombinacj¦ akcji wszystkich graczy prócz i, t.j. a−i =

(a1, a2, . . . ai−1, ai+1, . . . an).

Niech (a−i, ai) oznacza akcje �uªo»one we wªa±ciwej kolejno±ci� t.j. (a1, a2, . . . an).

DEFINICJA: Akcja ai ∈ Ai jest ±ci±le zdominowana przez akcj¦ bi ∈ Ai je±li
dla dowolnego wektora a−i mamy ui(a−i, bi) > ui(a−i, ai)

DEFINICJA: Akcja ai ∈ Ai jest sªabo zdominowana przez akcj¦ bi ∈ Ai je±li
dla dowolnego wektora a−i mamy ui(a−i, bi) ≥ ui(a−i, ai) oraz nierówno±¢ jest

ostra dla przynajmniej jednego a−i.

Znów: nie wybieraj strategii zdominowanej. Nie oczekuj, »e inni tak¡ wy-

bior¡.
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Rysunek 1: Rozwi¡» przez iterowane usuwanie strategii zdominowanych

Przykªad rozwi¡zania opartego na (itero-
wanej) dominacji: Beauty contest.

Algorytm Iterowanej Eliminacji Strategii
�ci±le Zdominowanych

1. Usu« wszystkie strategie ±ci±le zdominowane wszystkich graczy

2. Powtarzaj punkt 1 a» nie znajdziesz »adnej strategii ±ci±le zdominowanej,

wtedy → koniec

Uwaga:

• Je±li usuwamy je po jednej, w dowolnej kolejno±ci, nie wszystkie naraz,

otrzymamy ten samy wynik.

• Cz¦sto na ko«cu niektórym graczom zostaje wi¦cej ni» jedna strategia

Inne przykªady: gry w dobra publiczne, niektóre gry w gªosowanie
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Najlepsza odpowied¹
DEFINICJA: Strategia ai jest najlepsz¡ odpowiedzi¡ na strategie a−i wte-

dy i tylko wtedy gdy »adna inna strategia Ai nie przynosi i wy»szej wypªaty

przeciwko a−i, t.j. ai ∈ arg maxAi
ui(a−i, ai)

Uwaga:

1. Zawsze istnieje co najmniej jedna najlepsza odpowied¹ na ka»dy a−i; mo»e

by¢ ich wiele

2. Na ró»ne wektory a−i, a′−i cz¦sto s¡ ró»ne najlepsze odpowiedzi

3. Strategia ±ci±le zdominowana nigdy nie jest najlepsz¡ odpowiedzi¡. Stra-

tegia sªabo zdominowana mo»e tak¡ by¢.
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Równowaga Nasha
DEFINICJA: Wektor strategii a = (a1, a2 . . . an) jest równowag¡ Nasha je±li dla

ka»dego i ai jest najlepsz¡ odopwiedzi¡ na a−i.

Problemy z równowag¡ Nasha

• mo»e nie istnie¢

• mo»e by¢ wi¦cej ni» jedna

• ró»ne równowagi mog¡ prowadzi¢ do ró»nych wyników

• niektóre równowagi daj¡ �dziwne� wyniki

Niektóre cechy równowagi Nasha

• nie zawiera strategii ±ci±le zdominowanych

• nie zostanie wyeliminowana w procesie iterowanej eliminacji strategii ±ci±le

zdominowanych

• mo»e zawiera¢ strategie sªabo zdominowane

• najlepsze odpowiedzi niekoniecznie prowadz¡ do �najlepszych wyników�

Znajdowanie równowagi Nasha w grach
macierzowych: przykªady

Przykªad: Cykor

Przykªad: Gra na wycie«czenie. Dwóch graczy, jedno dobro, warte vi > 0

dla gracza i. Ka»dy z graczy mo»e w dowolnej chwili zrezygnowa¢ (otrzymuj¡c

0). Czas gra rol¦: do chwili gdy pierwszy gracz zrezygnuje, ka»dy z graczy tra-

ci 1 zª na jednostk¦ czasu. Ka»dy z graczy otrzymuje poªow¦ gdy zrezygnuj¡

jednocze±nie. Uwaga: to niby gra dynamiczna, ale mo»na j¡ sprowadzi¢ do ma-

cierzowej: w którym momencie zrezygnowa¢ przy zaªo»eniu, »e przeciwnik dot¡d

nie zrezygnowaª?
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Przykªad: Gra lokalizacyjna (OR). Ka»da z n osób jednocze±nie decyduje

czy wzi¡¢ udziaª w wyborach, a je±li tak�-jak¡ pozycj¦ na politycznym spectrum

wybra¢. Wyborcy rozªo»eni s¡ na odcinku [0; 1] zgodnie z pewn¡ funkcj¡ g¦sto±ci

g. Mamy g(x) > 0 dla wszystkich x ∈ [0; 1]. Kandydat otrzymuje gªosy od

wyborców, którzy s¡ bli»ej jego pozycji ni» jakiegokolwiek innego kandydata;

gdy kilku kandydatów wybiera dokªadnie t¦ sam¡ pozycj¦, dziel¡ si¦ gªosami

po równo. Wybory wygrywa kandydat, który otrzyma najwi¦cej gªosów. Ka»dy

kandydat najbardziej chciaªby by¢ samodzielnym zwyci¦zc¡, dalej zwyci¦zca ex

aequo, dalej w ogóle nie wzi¡¢ udziaªu a przegra¢ to najgorszy mo»liwy wynik.

UWAGA: tego samego modelu mo»na u»y¢ do wyboru lokalizacji sklepu itp.

Znajd¹ równowage Nasha dla n = 2. Poka», »e nie ma równowagi dla n = 3.

Przykªad: konkurencja Cournota, liniowa odwrotna funkcja popytu, p =

a− bQ, staªy koszt przeci¦tny c, n �rm.

Przedstaw funkcje reakcji gra�cznie dla przypadku n = 2
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Istnienie równowagi Nasha
Twierdzenie Kakutaniego o punkcie staªym. Niech X b¦dzie zwartym, wypu-

kªym podzbiorem przestrzeni Rn i niech f : X → X b¦dzie funkcj¡ wielowarto-

±ciow¡ tak¡, »e

• dla wszystkich x w X zbiór f(x) jest niepusty i wypukªy

• dla wszystkich ci¡gów {xn} i {yn} takich, »e yn ∈ f(xn) dla wszystkich

n, xn → x oraz yn → y, mamy y ∈ f(x)) (f ma domkni¦ty wykres).

Wówczas istniej¡ x∗ ∈ X takie »e x∗ ∈ f(x∗).

De�nicja: relacja preferencji �i na zbiorze A jest quasi-wkl¦sªa je±li dla

ka»dego a∗ ∈ A zbiór {ai ∈ Ai : (a∗−i, ai) �i a∗} jest wypukªy.

Twierdzenie: gra {N ; (Ai); (�i)} ma równowag¦ Nasha je±li dla wszystkich i ∈
N :

1. zbiór Ai akcji gracza i jest niepustym, zwartym, wypukªym podzbiorem

przestrzeni Euklidesowej

a relacja preferencji �i jest

• ci¡gªa

• quasi-wkl¦sªa dla Ai.

Dowód. Zde�niujmy BR : A → A przez BR(a) = ×i∈NBRi(a−i) (gdzie BRi

jest funkcj¡ najlepszej odpowiedzi gracza i). Dla ka»dego i ∈ N zbiór BRi(a−i)

jest niepusty bo �i jest ci¡gªe, a Ai zwarte i wypukªe, bo �i jest quasi-wkl¦sªa
na Ai; BR ma domkni¦ty wykres, bo �i jest ci¡gªe. Zatem z twierdzenia Kaku-

taniego wynika, »e BR ma punkt staªy, a ka»dy jej punkt staªy jest równowag¡

gry.
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Gry ±ci±le konkurencyjne (gry o sumie �ze-
rowej�)
DEFINICJA: Gra ({1; 2}(Ai), (�i)) jest ±ci±le konkurencyjna gdy dla ka»dych

akcji a ∈ A i b ∈ B mamy a �1 b wtedy i tylko wtedy gdy b �2 a.

Oznacza to, »e cele graczy s¡ wzajemnie doskonale sprzeczne.

Czy mogªoby tak by¢ w grze trzyosobowej?

Cz¦sto spotyka si¦ odrobin¦ nieprecyzyjn¡ nazw¦ �gra o sumie zerowej�.

Istotnie, mo»na preferencje na mo»liwych wynikach takiej gry przedstawi¢ w

postaci funkcji u»yteczno±ci u1, u2 takich, »e u1 + u2 = 0.

Gdy przedstawiamy takie gry w postaci macierzy, wystarczy poda¢ wy-

pªaty pierwszego gracza.

PRZYK�ADY
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Wa»ne cechy równowag gier ±ci±le konku-
rencyjnych

• Wszystkie równowagi Nasha daj¡ te same wypªaty.

• Równowagi Nasha s¡ wymienne: je±li (x, y) i (x′, y′) s¡ równowagami, to

(x′, y) i (x, y′) s¡ nimi tak»e.

• Podniesienie wypªaty gracza i w dla pewnej kombinacji strategii nie mo»e

obni»y¢ jego wypªaty równowagowej.

• Gdy usuniemy jak¡± strategi¦ którego± z graczy, jego wypªata równowago-

wa mo»e si¦ tylko zmniejszy¢.
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Strategie mieszane
To co dotychczas nazywali±my strategiami b¦dziemy nazywa¢ strategiami

czystymi

Strategia mieszana zadaje pewien rozkªad prawdopodobie«stwa na akcjach,

m(ai) gdzie m ≥ 0 i
∫
Ai
m(ai)dai = 1.

Strategie czyste to zdegenerowane strategie mieszane.

Skupimy si¦ teraz na grach dwuosobowych.

DEFINICJA: Strategia czysta jest najlepsz¡ odpowiedzi¡ na strategi¦ mieszan¡

gdy »adna inna strategia czysta nie przynosi wy»szej oczekiwanej wypªaty.

Strategia mieszana jest najlepsz¡ odpowiedzi¡ na inn¡ strategie mieszan¡

gdy wszystkie strategie czyste, które wykorzystuje z dodatnim prawdopodo-

bie«stwem s¡ najlepszymi odpowiedziami. Dwie strategie mieszane, które s¡

nawzajem najlepszymi odpowiedziami tworz¡ równowag¦ Nasha w strategiach

mieszanych. [de�nicja dla n > 2 jest analogiczna].
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Table: Gra w opiek¦ spoªeczn¡

Biedak
pracowa¢ (γw) obijacsie (1− γw)

Zasiªek (θa) 3,2 → −1, 3
Rz¡d ↑ ↓

Brak zasiªku (1− θa) −1, 1 ← 0,0
Wypªaty (Rz¡d, Biedak). Strzaªki wskazuj¡ jak podnie±¢ swoj¡ wypªat¦.

Je±li rz¡d daje Zasiªek z prawdopodobie«stwem θa, za± biedak wybiera

Prac¦ z prawdopodobie«stwem γw, oczekiwana wypªata rz¡du wyniesie

πrzad = θa[3γw + (−1)(1− γw)] + [1− θa][−1γw + 0(1− γw)]

= θa[3γw − 1 + γw]− γw + θaγw

= θa[5γw − 1]− γw.

(1)

Bior¡c pochodn¡ wzgl¦dem zmiennych, którymi gracze mog¡ manipulowa¢

otrzymujemy warunki pierwszego rz¦du.

0 = dπRzad

dθa
= 5γw − 1

⇒ γw = 0.2.

(2)

Uwaga: Otrzymali±my wypªaty biedaka bior¡c pochodn¡ po wypªatach

rz¡du!
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Logika

1. Twierdzimy, »e istnieje optymalna strategia mieszana dla rz¡du.

2. Je±li biedak wybiera Prac¦ cz¦±ciej ni» w 20% przypadków, rz¡d nigdy nie

wybierze Zasiªku.

3. Je±li strategia mieszana ma by¢ optymalna dla rz¡du, biedak musi wybra¢

Prac¦ z prawdopodobie«stwem równym dokªadnie 20%.
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By otrzyma¢ prawdopodobie«stwo, z jakim rz¡d wybiera zasiªek:

πBiedak = γw(2θa + 1[1− θa]) + (1− γw)(3θa + [0][1− θa])

= 2γwθa + γw − γwθa + 3θa − 3γwθa

= −γw(2θa − 1) + 3θa.

(3)

Warunek pierwszego rz¦du:

dπBiedak

dγw
= −(2θa − 1) = 0,

⇒ θa = 1/2.

(4)
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Równowag¦ w strategiach mieszanych
mo»na znale¹¢ ªatwiej

Je±li jedna ze strategii daje ±rednio wi¦cej ni» inne, to dlaczego miaªbym

miesza¢?

Zatem w równowadze w strategiach mieszanych, strategia gracza 1 musi

by¢ taka, »e dwie lub wi¦cej strategie czyste wykorzystywana przez gracza 2

daj¡ dokªadnie t¦ sam¡ wypªat¦.

Krok pierwszy: zgadnij które strategie b¦d¡ w ogóle wykorzystywane.

Krok drugi: policz jakie prawdopodobie«stwa tych strategii spowoduj¡, »e

drugi gracz b¦dzie indyferentny.

Table: Gra w opiek¦ spoªeczn¡

Biedak
pracowa¢ (γw) obija¢ si¦ (1− γw)

Zasiªek (θa) 3,2 → −1, 3
Rz¡d ↑ ↓

Brak zasiªku (1− θa) −1, 1 ← 0,0
Mamy

πg(Zasilek) = γw(3)+(1−γw)(−1) = πg(Brakzasilku) = γw(−1)+(1−γw)(0)

Wi¦c γw(3 + 1 + 1) = 1, wi¦c γw = .2.

πp(pracowac) = θa(2) + (1− θa)(1) = πp(Obijacsie) = θa(3) + (1− θa)(0)

wi¦c θa(2− 1− 3) = −1 i θa = .5.
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Dyskusja i interpretacja Wystarczy je±li Twoje stra-

tegie wydaj¡ si¦ losowe

Je±li jeste± indyferentny, to po co miesza¢ (i to z odpowiednimi prawdo-

podobie«stwami)?

Interpretacja 1: Populacja jednakowych graczy, z których ka»dy wybiera

czyst¡ strategi¦ (b¦d¡c doskonale indyferentnym).

Interpretacja 2: mieszanie wynika z nieznanych charakterystyk graczy (Har-

sanyi, 1973 � wrócimy do tej interpretacji).
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Strategie mieszane i istnienie równowagi
Typowym powodem, dla którego równowaga w strategiach czystych nie

istnieje jest to, »e zbiór strategii nie jest wypukªy (np. jest sko«czony). Wprowa-

dzenie strategii mieszanych uwypukla zbiór strategii. Wypªaty s¡ liniowe wzgl¦-

dem prawdopodobie«stw, zatem quasi-wkl¦sªe i ci¡gªe. Wobec tego sko«czona

gra musi mie¢ równowag¦ w strategiach mieszanych. Glicksberg (1952) pokazaª

tak»e, »e gra, w której zbiór strategii czystych ka»dego z graczy jest wypukªym i

zwartym podzbiorem przestrzeni Euklidesowej, a funkcje wypªat s¡ ci¡gªe musi

mie¢ równowag¦ w strategiach mieszanych.
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Wró¢my do dominacji

Strategie czyste zdominowane przez strategi¦ mieszan¡

Kolumna
Póªnoc Poªudnie

Póªnoc 0,0 4,-4

Wiersz Poudnie 4,-4 0,0

Obrona 1,-1 1,-1

�adna strategia czysta nie dominuje innej. Jednak dla gracza wierszowego

Obrona jest ±ci±le zdominowana przez (0.5 Póªnoc, 0.5 Poªudnie). W równowa-

dze ka»dy z graczy wybierze tak¡ wªa±nie strategi¦ mieszan¡.

Oczekiwana wypªata z tej strategii mieszanej je±li gracz kolumnowy wy-

biera Póªno¢ z prawdopodobie«stwem N wyniesie

0.5(N)(0) + 0.5(1−N)(4) + 0.5(N)(4) + 0.5(1−N)(0) = 2, (5)

Zatem niezale»nie od strategii przyj¦tej przez gracza kolumnowego, oczekiwana

wypªata gracza wierszowego jest wy»sza gdy zastosuje t¦ strategi¦ mieszan¡ ni»

gdy wybierze Obron¦.

Wniosek: Wykluczanie z góry strategii mieszanych jest zªym pomysªem.

Nale»y je rozwa»a¢, nawet je±li ostatecznie szukamy tylko równowag w strate-

giach czystych.
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Konkurencja cenowa z ograniczon¡ in-
formacj¡ o cenach.

Przypadek optymalnych, kosztownych
poszukiwa« cenowych (Diamond, 1971).

N �rm, koszt kra«cowy c. Kontinuum konsumentów, ka»dy zgªasza popyt

D(p). pm b¦dzie oznaczaªo cen¦, jak¡ wyznaczyªby monopolista. Techniczne

zaªo»enie: (p− c)D(p) jest wkl¦sªe.

Konsumenci znaj¡ tylko rozkªad cen � nie wiedz¡ kto jest najta«szy. Mog¡

sprawdzi¢ cen¦ danej �rmy, ale to jest kosztowne (trzeba zadzwoni¢ albo pój±¢,

to zajmuje czas, albo za sam¡ wycen¦ si¦ pªaci itd.). Zakªadamy, »e dla danych

cen p1, . . . pN konsumenci uzyskuj¡ ceny optymalnej liczby �rm i kupuj¡ D(p)

od najta«szej z nich.

Twierdzenie: Je»eli koszt uzyskania informacji o ka»dej �rmie wynosi s,

gdzie 0 < s < CS(pm), to w jedynej równowadze Nasha mamy p∗1 = p∗2 =

. . . p∗N = pm.

(Czyli nawet dla maªego s konkurencja de facto znika!) To, »e to jest

równowaga jest oczywiste, bo skoro wszyscy maj¡ te same ceny, to po co szuka¢

dalej?

Pytanie czy nie ma innej? Rozwa»my równowag¦ w strategiach czystych

(p∗1, p
∗
2, . . . p

∗
N ). Bez straty ogólno±ci przyjmiemy, »e p∗1 jest najni»sza. Je±li p∗1

nie jest równe pm, �rma 1 mo»e podnie±¢ cen¦ do

min{p∗1 +
s

2D(p∗1)
, pm} (6)

i nie straci¢ konsumentów (czyli zyska¢, zatem to nie byªa równowaga). Istotnie,

konsumentowi, który sprawdziª cen¦ �rmy 1, nie opªaca si¦ szuka¢ dalej, bo

jego CS wzro±nie najwy»ej o s/2, a wymagaªoby to poniesienia kosztu s. Zatem

najni»sza cena to pm (i oczywi±cie najwy»sza te»). Podobny argument dla ew.

rownowag mieszanych.
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Przypadek gdy niektórzy konsumenci s¡
poinformowani

Dla uproszczenia pzyjmiemy C = 0;N = 2 oraz D(p) = 0 dla p > 1,

D(p) = 1 dla p ≤ 1. Sprawdzenie jednej ceny jest darmowe dla wszystkich.

Sprawdzenie drugiej jest darmowe dla q konsumentów, którzy zatem wybieraj¡

najta«sz¡ ofert¦ (rozªo»¡ si¦ równo gdy równe ceny). Natomiast dla pozostaªych

1− q sprawdzenie drugiej ceny jest �drogie�.

Kroki:

1. »adna strategia nie jest grana z dodatnim prawdopodobie«stwem (w szcze-

gólno±ci nie istnieje równowaga w strategiach czystych). Szukamy mie-

szanej (dla uproszczenia: symetrycznej) opisywanej przez f. dystrybuanty

A(p), czyli A(p) to prawdopodobie«stwo, »e gracz zagra co najwy»ej p.

Ka»da czasem wybierana cena musi ±rednio dawa¢ tyle samo.

2. jak¡ ±redni¡ wypªat¦ daje najwy»sza kiedykolwiek wybierana cena? Wobec

tego: ile ona wynosi?

3. jak wyrazi¢ ±redni¡ wypªat¦ dla dowolnej innej ceny? ile ona musi wynosi¢?

St¡d wyznaczymy A(p) i sprawdzimy czy jest �przyzwoit¡� dystrybuant¡.

Jaki jest jej no±nik?
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Gry Bayesowskie
Jak dot¡d zakªadali±my, »e reguªy gry s¡ wspóln¡ wiedz¡ wszystkich gra-

czy. W szczególno±ci, »e wszyscy wiedz¡, »e wszyscy wiedz¡, »e... wypªaty s¡

takie, jakie s¡.

W praktyce, cz¦sto nie mamy pewno±ci co do wypªaty (celów, preferen-

cji) innych graczy. Przykªadowo, zapisuj¡c si¦ na dany przedmiot na studiach

nie wiemy czy nauczyciel b¦dzie czerpa¢ sadystyczn¡ przyjemno±¢ z oblania

mo»liwie du»ej liczby ludzi. Firmy zasadniczo nie wiedz¡ jakie s¡ preferencje

konsumentów i funkcje kosztów konkurencji.

Mo»emy my±le¢ o ka»dym z graczy jako reprezentuj¡cym jeden z mo»li-

wych �typów�. Natura wybiera �typ� dla ka»dego z graczy i mo»e wysªa¢ sygnaª,

np. ka»dy mo»e zna¢ swój typ, ale nie typy innych.
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DEFINICJA: Gra Bayesowska
Gra Bayesowska skªada si¦ z

• sko«czonego zbioru N (zbiór graczy)

• sko«czonego zbioru Ω (zbiór stanów ±wiata)

i dla ka»dego z graczy i ∈ N

• zbioru Ai (zbioru dost¦pnych dla« akcji)

• sko«czonego zbioru Ti (zbiór sygnaªów, które gracz i mógªby zaobserwo-

wa¢)

• funkcji τi : Ω→ Ti (funkcji sygnaªu gracza i)

• miary prawdopodobie«stwa pi na Ω (apriorycznych przekona« (a prio-

ri beliefs) gracza i) dla których pi(τ
−1
i (ti)) > 0 dla wszystkich ti ∈ Ti

• relacji preferencji �i na wszystkich miarach prawdopodobie«stwa na A×Ω

(relacja preferencji gracza i), gdzie A = ×j∈NAj .

Co to wszystko znaczy?

• funkcja sygnaªu okre±la kto si¦ czego dowie o alokacji typów

• ka»dy z graczy a priori przypisuje ka»demu sygnaªowi, który mo»e otrzy-

ma¢ dodatnie prawdopodobie«stwo

• preferencje zale»¡ od stanu ±wiata (to jest tego jakie typy reprezentuj¦ ja

sam, a jakie inni)

Równowaga Bayesa-Nasha »¡da by dla ka»dego sygnaªu, ka»dy gracz wybie-

raª akcj¦ najlepsz¡ w ±wietle swoich przekona« a posteriori, które wynikaj¡ z

przekona« a priori, równowagowych strategii innych i reguªy Bayesa.
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Nieformalny przykªad 1: Ranking uniwer-
sytetów

W Scholarii jest dziesi¦¢ szkóª wy»szych. Ciesz¡ca si¦ zaufaniem organiza-

cja ustala ranking zgodnie z pewnymi obiektywnymi kryteriami (jako±¢ ksztaª-

cenia, osi¡gni¦cia naukowe). Ranking w caªo±ci rzadko jest przytaczany, nato-

miast ka»da ze szkóª mo»e opublikowa¢ na swojej stronie internetowej itp. które

miejsce zajmuje (nie mo»e kªama¢). Które szkoªy to zrobi¡?

Mo»emy przyj¡¢, »e �spoªecze«stwo� jest tu dodatkowym graczem, który

czasem odwiedza stron¦ której± ze szkóª i formuje przekonanie o jej miejscu w

rankingu. Ka»da ze szkóª chciaªaby by¢ postrzegana jako mo»liwie dobra.

W równowadze szkoªa z pierwszego miejsca na pewno si¦ tym pochwali,

bo to mo»e tylko poprawi¢ jej wizerunek. Zatem o szkole, która nie publikuje

swojego miejsca w rankingu wiadomo, »e jest co najwy»ej druga. Zatem drugiej

tak»e opªaca si¦ pochwali¢ itd.

Je»eli aprioryczne przekonania s¡ równomierne (przypisuj¡ danej szkole

jednakowe szanse na dowolne miejsce w rankingu), to przekonania a posteriori

dotycz¡ce szkoªy, która nie opublikowaªa, s¡ równomierne na zbiorze tych miejsc

w rankingu, dla których w równowadze szkoªa nie decyduje si¦ publikowa¢. Za-

tem najwy»ej sklasy�kowanej z niepublikuj¡cych jednak opªaca si¦ publikowa¢

(chyba, »e jest jedyn¡ niepublikuj¡c¡, zatem najgorsz¡ z nich). S¡ wi¦c dwie

(równowa»ne) równowagi: wszystkie szkoªy, lub wszystkie poza jedn¡ publikuj¡.

Generalnie, nawet przedostatnia �chwali� si¦ tym, »e nie jest ostatnia.
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Nieformalny przykªad 2: podziaª ciastka
Od ciasta odkrojono dwa zapewne nierówne kawaªki, zgodnie ze znanym

rozkªadem prawdopodobie«stwa na mo»liwych rozmiarach. Zostaj¡ one przypi-

sane losowo dwojgu dzieciom. Ka»de z nich zna tylko rozmiar swojego ciastka.

Jednocze±nie decyduj¡ czy si¦ zamieni¢. Zamiana dojdzie do skuktu je±li obie

strony zgªosz¡ tak¡ ch¦¢. Jak maªe ciasto warto zamieni¢?

36



Przykªad: czy informacja mo»e bole¢?
Informacja mo»e by¢ dla gracza szkodliwa. Spróbujemy tego dowie±¢ kon-

struuj¡c dwuosobow¡ gr¦ Bayesowsk¡ maj¡c¡ nast¦puj¡ce cechy: Gracz 1 jest

doskonale poinformowany, a gracz 2 nie; Gra ma jedyn¡ równowag¦ Nasha, w

której gracz 2 osi¡ga wy»sz¡ wypªat¦ ni» jego wypªata w jedynej równowadze

gry otrzymanej z gry wyj±ciowej przez poinformowanie gracza jakiego typu jest

gracz 1.

Dwa jednakowo prawdopodobne stany ±wiata:

L M R
U 1, 2ε 1, 0 1, 3ε
D 2, 2 0, 0 0, 3

stan ω1

L M R
U 1, 2ε 1, 3ε 1, 0
D 2, 2 0, 3 0, 0

stan ω2

Je±li tylko gracz 1 jest poinformowany, równowag¡ jest (DD,L), co daje wypªaty

(2, 2). Je»eli gracz 2 jest tak»e poinformowany, równowag¡ w stanie ω1 jest (U,R)

a w stanie ω2 (U,M)
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Przykªad: konkurencja Cournota z niezna-
nymi kosztami
Rozwa»my duopol Cournota z odwrotn¡ funkcj¡ popytu P (Q) = a − Q, gdzie
Q = q1 + q2. Koszty �rmy 1 to C1(q1) = cq1. Koszty �rmy 2 mog¡ wynosi¢

C2(q2) = cLq2 z prawdopodobie«stwem θ i C2(q2) = cHq2 z prawdopodobie«-

stwem 1−θ, gdzie cL < cH . Który z tych dwóch przypadków akurat ma miejsce

wie tylko �rma 2. Oczywi±cie �rma 2 mo»e chcie¢ wybra¢ inny poziom produkcji

gdy ma wysokie koszty ni» gdy ma niskie. Istotnie, gdy jej koszty s¡ wysokie,

jej problem mo»emy zapisa¢ jako:

max
q2

[(a− q∗1 − q2)− cH ]q2

a gdy s¡ niskie jako:

max
q2

[(a− q∗1 − q2)− cL]q2

Gdzie q∗1 jest równowagowym wyborem �rmy 1. Firma 1 ma nieco trudniejszy

problem. Poniewa» nie wie jakiego typu jest �rma 2, rozwi¡zuje problem:

max
q1

θ[(a− q1 − q∗2(cH))− c]q1 + (1− θ)[(a− q1 − q∗2(cL))− c]q1

To daje nam warunki pierwszego rz¦du:

q∗2(cH) =
a− q∗1 − (cH)

2

q∗2(cL) =
a− q∗1 − (cL)

2

q∗1 =
θ[a− q∗2(cH)− c] + (1− θ)[a− q∗2(cL)− c]

2

O ile wszyscy produkuj¡ (tak b¦dzie je±li koszty nie s¡ zbyt zró»nicowane...), to

rozwi¡zanie jest nast¦puj¡ce:

q∗2(cH) =
a− 2cH + c

3
+

1− θ
6

(cH − cL),

q∗2(cL) =
a− 2cL + c

3
− θ

6
(cH − cL),

oraz

q∗1 =
a− 2c+ θcH + (1− θ)cL

3

.
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Porównajmy to z przypadkiem doskonaªej informacji:

q∗i =
a− 2ci + cj

3
.

Zatem w sytuacji niedoskonaªej informacji �rma 2 produkuje wi¦cej ni» by pro-

dukowaªa w przypadku doskonaªej informacji gdy jej koszty s¡ wysokie i mniej

ni» by produkowaªa gdy jej koszty s¡ niskie. Istotnie, gdy koszty s¡ wysokie,

ale �rma 1 o tym nie wie, b¦dzie produkowa¢ troch¦ mniej ni» by produkowaªa

wiedz¡c, zatem zostaje wi¦cej rynku dla �rmy 2 (i analogicznie dla niskich).
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Aukcje
Aukcje u»ywane s¡ do sprzedawania dzieª sztuki, pól naftowych, cz¦stotliwo-

±ci, czoªgów, papierów skarbowych, pluszaków, przejazdów pseudo-taksówkami,

starych znaczków pocztowych, autostrad, reklam na googlach i miliona innych

rzeczy. W zasadzie przesªanki do skorzystania z mechanizmu aukcji zamiast me-

chanizmu staªej ceny s¡ takie:

• dalece nie ma pewno±ci po jakiej cenie co± si¦ sprzeda

• jest jeden sprzedaj¡cy i wi¦cej ni» jeden potencjalny nabywca (lub odwrot-

nie � w przypadku przetargów (procurement auctions)

• utrudniony jest arbitra» (odsprzeda»)

• kupuj¡cy s¡ skªonni poczeka¢ na decyzje innych kupuj¡cych (np. dlatego,

»e odbywa si¦ to w sieci, albo dobro jest tak wyj¡tkowe, »e zainteresowa-

nym chce si¦ dok¡d± pofatygowa¢ o oznaczonej porze)

• dobro jest na tyle cenne by warto si¦ byªo bawi¢

Zacznijmy od klasy�kacji. W aukcji gracze konkuruj¡ o pewne dobro (lub

dobra, o tym pó¹niej), które dla ka»dego mo»e mie¢ inn¡ warto±¢ (wycen¦).

Mo»emy dzieli¢ aukcje ze wzgl¦du na to jak te wyceny s¡ wzajemnie powi¡zane

(co ma istotny wpªyw na strategie).

W aukcji z prywatymi wycenami, gracz nie mo»e si¦ dowiedzie¢ niczego

nowego na temat wªasnej wyceny dobra na podstawie wycen innych graczy (cho¢

ta wiedza mo»e zmieni¢ jego strategi¦ licytowania).

Specjalny przypadek 1: aukcja z niezale»nymi prywatnymi warto-

±ciami independent private values: warto±ci losowane niezale»nie, tak, »e

znajomo±¢ wªasnej wyceny nie pomaga odgadn¡¢ wyceny innych.

Specjalny przypadek 2: wyceny powi¡zane (a�liated private valu-

es): przeciwnie, wyceny s¡ skorelowane i mo»na czego± si¦ dowiedzie¢ o wyce-

nach innych na podstawie wªasnej.
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Przeciwnie, w przypadku aukcji ze wspóln¡ wycen¡ (pure common

values), wszystie wyceny s¡ jednakowe, ale ka»dy z graczy mo»e mie¢ inne

oszacowanie tej wyceny (gdy wszyscy j¡ po prostu znaj¡, aukcja przestaje by¢

interesuj¡ca i potrzebna).
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Reguªy aukcji
Mo»emy tak»e mówi¢ o ró»nych mechanizmach licytowania (ustalania ceny

i zwyci¦zcy), np.:

1. Rosn¡ca (angielska, otwarta, ascending, open-outcry);

2. Pierwszej ceny, z u»yciem kopert (First-price sealed-bid);

3. Drugiej ceny, z u»yciem kopert (aukcja Vickrey'a);

4. Malej¡ca (holenderska);

5. Wszyscy pªac¡ (All-Pay).
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Aukcja rosn¡ca
Reguªy

W ka»dym momencie ka»dy z graczy mo»e publicznie zgªosi¢ now¡ ofert¦ (bid),

pod warunkiem, »e przebije aktualnie najwy»sz¡. Gdy nikt ju» nie chce tego

zrobi¢, dobro otrzymuje ten, kto zªo»yª najwy»sz¡ ofert¦ i wªa±nie tyle pªaci.

Strategie

Strategi¡ b¦dzie seria ofert jako funkcja (1) wyceny (2) apriorycznego przeko-

nania o wycenach innych oraz (3) dotychczasowych ofert innych.

Wypªaty

Zwyci¦zca otrzymuje swoj¡ wycen¡ pomniejszon¡ o swoj¡ (najwy»sz¡) ofert¦.

Pozostali otrzymuj¡ zero.
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Wariacje na temat aukcji rosn¡cej:

1. najmniejsze dopuszczalne podniesienie oferty (np. 1000$)

2. aukcja zegarowa albo japo«ska (open-exit auction), w której cena ro±nie

w sposób ci¡gªy i ka»dy z graczy decyduje kiedy zrezygnowa¢ z udziaªu.

A kto zostanie w kole, na tego b¦c.

3. Aukcje na Ebay'u i Allegro: uczestnik podaje swoj¡ maksymaln¡ ofert¦,

automat licytuje za niego do tej kwoty. Aukcja ko«czy si¦ o oznaczonej

godzienie.

4. Aukcje na Amazonie: jak wy»ej, z tym, »e ka»de przebicie aktualnie naj-

wy»szej oferty przedªu»a aukcj¦
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Formalizm: aukcja jednoczesna
Gracze: Sprzedawca i n kupuj¡cych

1. Natura wybiera indywidualne wyceny vi, zgodnie z pewn¡ ±ci±le rosn¡c¡

i ci¡gª¡ dystrybuant¡ F (v) (f(v) oznacza g¦sto±¢) na przedziale [v, v].

2. Sprzedaj¡cy ustala mechanizm (G(b), t(b)). G to funkcja przypisujaca n-

elementowemu wektorowi akcji b (bids) graczy n + 1-elementowy wektor

prawdopodobie«stw otrzymania dobra. Jego elementy indeksujemy od 0:

G0 to pr., »e sprzedawca zatrzyma dobro. Oczywi±cieGi nieujemne i sumu-

j¡ si¦ do 1. Podobnie t(b) to n-elementowy wektor nieujemnych opªat. B¦-

dziemy na ogóª rozwa»¡¢ mechanizmy traktuj¡ce kupuj¡cych symetrycz-

nie.

3. Ka»dy z bior¡cych udziaª kupuj¡cych wybiera akcj¦ bi (bids � ª¡cznie

tworz¡ wektor b)

4. i-ty kupuj¡cy otrzymuje dobro z prawdopodobie«stwem Gi(b) i pªaci ti(b).

45



Wypªaty
Wypªata sprzedaj¡cego (=przychód=zysk) dana jest jako

πs =

n∑
i=1

ti(b)) (7)

Mechanizm maksymalizuje przychód je±li oczekiwana wypªata sprze-

daj¡cego w równowadze jest mo»liwie najwy»sza.

Wypªata kupuj¡cego i wynosi 0 je±li nie we¹mie udziaªu, a w p.p.:

πi(vi) = Gi(b)vi − ti(b) (8)

Oznaczmy najwy»sz¡ wycen¦ jako v(1), drug¡ v(2) itd. (�remisy� zdarzaj¡

si¦ z prawdopoobie«stwem 0, bo dystrybuanta jest ci¡gªa).

Mechanizm nazwiemy efektywnym je±li w równowadze dobro zawsze

otrzyma kupuj¡cy z najwy»sz¡ wycen¡, czyli

G(b∗(v(1)),= 1
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Aukcja pierwszej ceny
Zasady

Ka»dy kupuj¡cy zgªasza jedn¡ ofert¦, nie znaj¡c ofert innych. Dobro otrzymuje

ten, kto zgªosiª najwy»sz¡ ofert¦ i pªaci tyle, ile zaproponowaª.

Strategie

Strategia okre±la jak oferta zale»y od wyceny.

Wypªaty

Wypªata zwyci¦skiego oferenta to jego wycena pomniejszona o ofert¦. Pozostali

otrzymuj¡ zero. Sprzedaj¡cy zarabia tyle ile wynosi najwy»sza oferta.
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Aukcja pierwszej ceny z ci¡gªym rozkªa-
dem wycen

Natura niezaleznie losuje wyceny dla n neutralnych wzgl¦dem ryzyka ku-

puj¡cych, zgodnie z ci¡gª¡ funkcj¡ g¦sto±ci f(v) > 0 (dystrybuanta F (v)) na

przedzale [0, v̄].

G(b(v)) oznacza prawdopodobie«stwo, »e gracz wygra aukcj¦ zªo»ywszy

ofert¦ b(v) (czyli odpuszczamy sobie indeksy i). Wypªata kupuj¡cego jako funk-

cja jego wyceny v i funkcji ofert b(v) dana jest wzorem:

π(v, b(v)) = G(b(v))[v − b(v)]. (9)
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Jak znale¹¢ równowagowe funkcje ofert?
Z równania (9) mamy

b(v) = v − π(v, b(v))

G(b(v))
. (10)

niestety b(v) wyst¦puje po obu stronach :-(. Musimy przepisa¢ π i G jako funkcje

tylko v.

Zacznijmy od G(b(v)). Je±li funkcje ofert s¡ monotoniczne (wy»sza wycena

⇒ wy»sza oferta), to kupuj¡cy z najwyzsz¡ wycen¡ zalicytuje najwy»ej i wygra.

Zatem szansa wygrania to szansa, »e ka»dy z n − 1 konkurentów ma mniejsz¡

wycen¦:

G(b(v)) = (F (v))n−1. (11)

Teraz we¹my si¦ do π(v, b(v)). Zgodnie z twierdzeniem o obwiedni (envelo-

pe theorem) je±li b(v) jest wybrane optymalnie, to pochodna π(v, b(v)) wzgl¦dem

v równa si¦ pochodnej cz¡stkowej, bo ∂π
∂b = 0:

dπ(v,b(v))
dv = ∂π(v,b(v))

∂b
∂b
∂v + ∂π(v,b(v))

∂v = ∂π(v,b(v))
∂v . (12)

Stosuj¡c to do równania (9) otrzymujemy

dπ(v, b(v))

dv
= G(b(v)). (13)

Podstawiaj¡c z równania (11) dostajemy pochodn¡ π jako funkcj¦ v:

dπ(v, b(v))

dv
= (F (v))n−1. (14)

Teraz mo»emy scaªkowa¢ wzgl¦dem wszystkich mo»liwych warto±ci od 0 do v.

π(0) bedzie staª¡ caªkowania:

π(v, b(v)) = π(0) +

∫ v

0

(F (x))n−1dx =
∫ v

0
(F (x))n−1dx. (15)

Ostatni krok jest prawd¡, bo kupuj¡cy o wycenie v = 0 nigdy nie zalicytuje

niczego dodatniego, zatem jego wypªata musi wynosi¢ π(0, b(0)) = 0.

Wró¢my teraz do funkcji oferty z równania (10) i podstawmy za G(b(v)) i

π(v, b(v)) warto±ci z równa« (11) (15):

b(v) = v −
∫ v

0
(F (x))n−1dx

(F (v))n−1
. (16)
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Rozwa»my F (v) = v/v̄, (rozkªad jednostajny). (16) staje si¦

b(v) = v −
∫ v

0

(
x
v̄

)n−1
dx(

v
v̄

)n−1

= v −

∣∣∣∣v
x=0

(
1
v̄

)n−1 ( 1
n

)
xn(

v
v̄

)n−1

= v −
(

1
v̄

)n−1 ( 1
n

)
vn − 0(

v
v̄

)n−1

= v − v
n =

(
n−1
n

)
v.

(17)

�adny wynik mimo »mudnych oblicze«. Mo»na zauwa»y¢, »e im wi¦cej uczest-

ników, tym bardziej agresywnie (wy»ej) kupuj¡cy powinien licytowa¢. Warto

tak»e podkre±li¢, »e powy»sza strategia nie jest dominuj¡ca. Je±li inni np. s¡

nieracjonalnie agresywni, my tak»e powinni±my by¢ bardziej agresywni.

A co z awersj¡ do ryzyka?
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Aukcje drugiej ceny
Reguªy

Ka»dy kupuj¡cy zgªasza jedn¡ ofert¦, nie znaj¡c ofert pozostaªych. Oferty zo-

staj¡ ujawnione, wygrywa ten, kto zªo»yª najwy»sz¡, pªac¡c kwot¦ zalicytowan¡

przez drugiego.

Strategie

Strategia okre±la jak oferta zale»y od wyceny.

Wypªata

Wypªata zwyci¦skiego oferenta to jego wycena pomniejszona o drug¡ najwy»sz¡

ofert¦. Pozostali otrzymuj¡ zero. Sprzedawca zarabia drug¡ najwy»sz¡ ofert¦.

Twierdzimy, »e b(v) = v sªabo dominuje ka»d¡ inn¡ strategi¦. Przez p

oznaczmy najwy»sz¡ spo±ród ofert zªo»onych przez innego kupuj¡cego ni» i.

Rozwa»my trzy przypadki:

1. p < vi [chcemy wygra¢] Ka»da oferta b > p (w tym b = vi) przynosi

vi−p > 0. Ka»da oferta b < p przynosi 0. b = p przynosi (vi−p)/2 < vi−p

2. p > vi [nie chcemy wygra¢] Ka»da oferta b > p przynosi vi− p < 0. Ka»da

oferta b < p (w tym b = vi) przynosi 0. b = p przynosi (vi − p)/2 < 0

3. p = vi [wszystko jedno] Zawsze dostaniemy 0.

Czy to jedyna równowaga? Nie. Przykªadowo, gdy jest dwóch graczy i ich

wyceny mog¡ przyjmowa¢ warto±ci 10 lub 20, to mamy te» tak¡ równowag¦:

b1(v = 10) = 10 b1(v = 20) = 20

b2(v = 10) = 1 b2(v = 20) = 11.
(18)

Ogólnie, ka»da kombinacja strategii, w której jeden z graczy skªada ofert¦ rów-

n¡ lub wy»sz¡ najwy»szej mo»liwej wycenie i ±rednio rzecz bior¡c zarabia jest

równowag¡.
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Aukcje malej¡ce (holenderskie)
Reguªy

Sprzedawca ogªasza cen¦ pocz¡tkow¡, któr¡ obni»a w sposób ci¡gªy, a» kto± go

zatrzyma, kupuj¡c po tej cenie.

Strategie

Kiedy zatrzyma¢ aukcj¦, jako funkcja wªasnej wyceny (wi¦c wbrew pozorom to

nie jest gra dynamiczna � je±li dowiedzieli±my si¦ czego± nowego, to jest ju» za

pó¹no).

Wypªaty

Zwyci¦ski oferent otrzymuje swoj¡ wycen¦ pomniejszon¡ o cen¦, na której za-

trzymaª. Pªaci t¦ cen¦ sprzedawcy. Reszta: zero.

Aukcje holenderskie s¡ strategicznie ekwiwalentne aukcjom pierwszej

ceny, co oznacza, »e istnieje funkcja ró»nowarto±ciowa i �na� przypisuj¡ca stra-

tegiom w jednej z nich strategie w drugiej, taka, »e odpowiadaj¡ce sobie kom-

binacje strategii daj¡ te same wypªaty.

Warto zwróci¢ uwag¦, »e aukcje rosn¡ce, cho¢ �podobne� do aukcji drugiej

ceny, s¡ ekwiwalentne tylko gdy n = 2. Tzn. je±li gdy czego± si¦ dowiemy, to jest

ju» za pó¹no.
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Aukcje �wszyscy pªac¡�
Reguªy

Ka»dy z kupuj¡cych jednocze±nie zgªasza ofert¦. Najwy»sza oferta wygrywa.

Ka»dy pªaci swoj¡ ofert¦.

Strategie

Oferta jako funkcja wyceny.

Wypªaty

Zwyci¦zca: jak zawsze. Przegrani: minus oferta. Sprzedawca: suma ofert.

Przykªady: konkursy SMS-owe, niektóre aukcje dobroczynne, niektóre formy

konkurencji (np. wy±cigi R&D, wy±cigi zbroje«)
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All Pay: przypadek jednakowych wycen
Zaªó»my, »e n graczy ma te same wyceny v. Oczywi±cie nie b¦dzie równo-

wagi w strategiach czystych.

Zaªó»my symetryczn¡ równowag¦. Ka»dy z kupuj¡cych u»ywa tej samej

strategii mieszanej, danej rozkªadem prawdopodobie«stwa z dystrybuant¡M(b).

Powinna by¢ ci¡gªa (je±li nie jest, czyli je±li jaka± konkretna warto±¢ jest grana

z dodatnim prawdopodobie«stwem, to lepiej zwi¦kszy¢ j¡ sobie o ε by unikn¡¢

remisów). Rozwa»my najni»sz¡ warto±¢ b, któr¡ kiedykolwiek kupuj¡cy wybie-

ra. Poniewa» nie daje ona szansy wygranej, to musi to by¢ b = 0. Zatem w

równowadze π(b) = 0 dla ka»dej czasem wybieranej b. St¡d

(M(b))n−1v = b, (19)

zatem

M(b) =
n−1

√
b

v
(20)

Rozwa»my skrajne oferty. Mamy M(0) = n−1

√
0
v = 0 i M(v) = n−1

√
v
v = 1, tak

jak by¢ powinno � jest przyzwoita dystrybuanta: z warto±ciami rosn¡cymi od 0

do 1.
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All Pay: przypadek wycen losowanych z
przedziaªu
Zaªó»my teraz, »e ka»dego z n kupuj¡cych charakteryzuje wycena v wylosowana

z rozkªadu o g¦sto±ci f(v). Przypuszczamy, »e równowaga jest symetryczna,

wykorzystuje strategie czyste, oraz, »e funkcja ofert b(v), jest ±ci±le rosn¡ca.

Wykorzystuj¡c rozumowanie podobne do tego zastosowanego do mechani-

zmu aukcji pierwszej ceny mo»emy wyznaczy¢ strategie równowagowe dla przy-

padku wycen o rozkªadzie jednostajnym na [0, 1]:

b(v) =
n− 1

n
V n
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Twierdzenie o ekwiwalentno±ci przycho-
dów (RET)

Pytanie: który mechanizm jest najlepszy? Okazuje si¦, »e wszystkie speª-

niaj¡ce pewne zaªo»enia s¡ równie dobre.

Zaªó»my, »e wszyscy gracze s¡ neutralni wobec ryzyka, a wyceny s¡ pry-

watne, wylosowane niezale»nie z tego samego rozkªadu zadanego ci¡gª¡, ±ci±le

rosn¡c¡ dystrybuant¡ F (v) na [v, v̄]. Je±li zarówno dla Mechanizmu A1 jak Me-

chanizmu A2 prawd¡ jest, »e:

1. zwyci¦zc¡ zostaje kupuj¡cy o najwy»szej wycenie [aukcja jest efektywna]

2. �najgorszy typ� v = v ma warto±¢ oczekiwan¡ wypªaty równa zero,

to w symetrycznej równowadze ka»dego z tych mechanizmów oczekiwane wy-

pªaty sa takie same dla ka»dego typu kupuj¡cego i dla sprzedaj¡cego.
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Dowód RET
Mo»emy my±le¢ o ofercie jako o sygnale wyceny, która za ni¡ stoi. np. w dwuoso-
bowej aukcji pierwszej ceny z jednostajnymi wycenami na [0, 1] oferta .3 znaczy,
»e mamy wycen¦ .6. Rozwa»my kupuj¡cego o typie (wycenie) v, który wysyªa
sygnaª ±wiadcz¡cy o tym, »e jego wycena to z. W rezultacie ±rednio zapªaci pew-
ne p(z). Chcemy mie¢ prawdomówno±¢ w równowadze, tj. z = v. Z zaªo»enia 1
wynika, »e prawdopodobie«stwo, »e gracz zdob¦dzie dobro o ile wybierze sygnaª
z wynosi F (z)n−1, tj. prawdopodobie«stwo, »e ka»dy z pozostaªych n−1 graczy
ma wycen¦ v < z. Oznaczmy to p-stwo przez G(z), z g¦sto±ci¡ g(z). g(z) jest
dobrze okre±lone, bo przyj¦li±my, »e F (v) jest rosn¡ca i ci¡gªa.

Oczekiwana wypªata ka»dego kupuj¡cego typu v jest taka sama, bo ogra-
niczamy si¦ do symetrycznych równowag. Wynosi ona:

π(z, v) = G(z)v − p(z). (21)

Warunek pierwszego rz¦du wzgl¦dem wyboru sygnalizowanego typu z (który
b¦dzie speªniony, bo rozwi¡zanie brzegowe z = 0 lub z = v̄ kªóciªoby si¦ z
efektywno±ci¡ z zaªo»enia 1) dany jest wzorem:

dπ(z; v)

dz
= g(z)v − dp(z)

dz
= 0, (22)

zatem
dp(z)

dz
= g(z)v. (23)

szukamy równowagi z prawdomówno±ci¡, mo»emy zatem za z podstawi¢ v:

dp(v)

dv
= g(v)v. (24)

Nast¦pnie caªkujemy (24) po wszystkich warto±ciach od 0 do v, dodaj¡c p(v)
jako staª¡ caªkowania :

p(v) = p(v) +

∫ v

v

g(x)xdx. (25)

Mo»emy skorzysta¢ z (25 by podmieni¢ p(v) w równaniu (21). Po zamianie z na
v i podstawieniu p(v) = 0 na mocy zaªo»enia 2, mamy:

π(v, v) = G(v)v −
∫ v

v

g(x)xdx. (26)

Równanie (26) mówi, »e oczekiwana wypªata kupuj¡cego typu v zale»y wyª¡cznie
od rozkªadu G(v), który z kolei zale»y wyª¡cznie od rozkªadu F (v), a nie od
funkcji p(z) albo innych cech danego mechanizmu aukcyjnego. A skoro wypªaty
kupuj¡cych s¡ takie same, to sprzedaj¡cego te». Q.E.D.
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Symetryczne równowagi aukcji: rosn¡cej, pierwszej ceny, drugiej ceny, ma-

lej¡cej i all-pay speªniaj¡ oba warunki równania RET, zatem przynosz¡ takie

wypªaty kupuj¡cym i sprzedaj¡cemu.
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Uwagi

1. Chocia» rózne mechanizmy aukcji przynosz¡ t¦ sam¡ oczekiwan¡ wypªat¦,

wypªata dla danej, konkretnej realizacji losowych wycen mo»e by¢ ró»na

2. RET dziaªa tylko dla niezale»nych, prywatnych wycen

3. zaªo»eniem RET jest efektywno±¢ aukcji. Cz¦sto istnieje niefektywny me-

chanizm, który jednak przynosi wy»szy oczekiwany przychód sprzedaj¡-

cemu

Zaªó»my, »e wyceny s¡ jednostajne na [0, 10] i n = 2.

ad 1: Rozwa»my konkretne warto±ci, np. v1 = 8: aukcja pierwszej ceny

oka»e si¦ akurat �lepsza� gdy v2 < 4 i �gorsza� w przeciwnym przypadku.

ad 2: zaªó»my, »e rozkªady nie s¡ niezale»ne: v2 = 10− v1. Aukcja drugiej

ceny da sprzedaj¡cemu drug¡ najwy»sz¡ wycen¦, p = v(2). Ale reguªa: zwyci¦zca

pªaci 10 minus druga najwy»sza oferta minus epsilon przyniesie sprzedawcy du»o

wi¦cej: najwy»sz¡ wycen¦ minus epsilon.

ad 3: niezerowe ceny minimalne mog¡ podnie±¢ przychody kosztem efek-

tywno±ci
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Cena minimalna (reserve price � w nie-
których aukcjach mo»emy j¡ nazwa¢ wy-
woªawcz¡)

Mechanizm mo»e mie¢ cen¦ minimaln¡ r, poni»ej której dobro nie zostanie

sprzedane. Generalnie im wy»sza cena minimalna, tym ni»sza efektywno±¢, bo

dobro nie zostanie sprzedane gdy ze zªo»onych ofert wynika pªatno±¢ mniejsza

ni» cena minimalna.

Zacznijmy od najprostszego przypadku n = 1, aukcja drugiej ceny. Gene-

ralnie sprzedaj¡cy zarobi r, o ile kupuj¡cy zechce tyle zapªaci¢:

E(ΠS) = (1− F (r))r.

Im wi¦ksza cena minimalna, tym wi¦ksze ryzyko, »e si¦ nie sprzeda. Warunek

pierwszego rz¦du:

1− F (r)− f(r)r = 0

Zatem optymalna cena minimalna speªnia warunek:

r =
1− F (r)

f(r)
.

Przykªadowo, dla rozkªadu jednostajnego na [0, 1] optymalne jest r = 0.5. To

generalnie nic nowego pod sªo«cem � problem monopolisty. Mo»emy bowiem

my±le¢ o 1 − F (r) jako ilo±ci q, która zostanie ±rednio rzecz bior¡c sprzedana.

Jak zawsze chcemy mie¢ MR=MC.

MR(r) =
d

dq
(rq(r)) = r +

q

dq/dr
= r − 1− F (r)

f(r)
= 0

Gdy n jest wi¦ksze, to z jednej strony mniejsze ryzyko, »e nikt nie zechce

kupi¢, ale z drugiej strony mniejszy po»ytek, bo i tak musz¡ licytowa¢ ostro by

przelicytowa¢ innych. Zatem nie jest oczywiste czy optymalna cena minimalna

spada czy ro±nie wraz z n. Po rachunkach, które sobie odpu±cimy, okazuje si¦, »e

w ogóle od niej nie zale»y. Intuicja jest taka: ustalmy drug¡ najwy»sz¡ wycen¦

v(2). Pytamy czy warto podnosi¢ r. Otó» to zale»y od warunkowego rozkªadu

v(1) pod warunkiem v(2), bo podwy»szanie r jest dobre gdy v(1) jest od niej

wy»sze, a sprzedaj¡cy traci w momencie gdy j¡ przekroczy. Otó» rozkªad v(1)
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pod warunkiem v(2) nie zale»y od tego ile jeszcze wycen jest poni»ej v(2). Okazuje

si¦ nawet, »e optymalna cena minimalna jest taka sama dla aukcji pierwszej i

drugiej ceny czyli zawsze speªnia warunek

r =
1− F (r)

f(r)
.

(lub ewentualnie warunek

r =
1− F (r)

f(r)
+ vS .

je±li dopu±cimy nie-zerow¡ warto±¢ dobra dla sprzedaj¡cego).
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Aukcje o wspólnej wycenie i kl¡twa zwy-
ci¦zcy

Przedmiotem aukcji jest przedmiot wyceniany na V ale uczestnicy musz¡

zªo»y¢ ofert¦ na podstawie obserwowanego przez siebie oszacowania tej wielko±ci.

Nawet je±li oszacowanie to jest nieobci¡»one (tj. ±rednio rzecz bior¡c poprawne),

wyst¦puje kl¡twa zwyci¦zcy: Je±li uczestnicy aukcji o wspólnej wycenie licy-

tuj¡ do poziomu swojego oszacowania tej wyceny, zwyci¦zc¡ zostanie ten, kto

najbardziej przeszacowaª. W rezultacie ±rednio rzecz bior¡c zwyci¦zca osi¡gnie

ujemn¡ wypªat¦.

Wygranie aukcji to zªa wiadomo±¢.

Rozwa»my aukcj¦ drugiej ceny, z dwoma graczami. Je±li gracz 1 wygrywa

zªo»ywszy ofert¦ b(v̂1) opart¡ o jego aprioryczne przekonanie o warto±ci dobra

v̂1, przekonanie a posteriori jest bardziej pestymistyczne:

ṽ1 = E(v|v̂1, b(v̂2) < b(v̂1), . . . , b(v̂n) < b(v̂1)). (27)

Informacja, »e b(v̂2) < b(v̂1) to zªa wiadomo±¢, poniewa» sugeruje, »e v

jest niskie. Zatem

ṽ1 < E(v|v̂1) = v̂1, (28)

Mo»na my±le¢ o wypªacie uczestnika aukcji jako o warunkowej ofercie.

Uczestnik aukcji drugiej ceny chciaªby zªo»y¢ ofert¦ [X pod warunkiem

przegrania aukcji, ale (X − Y ) pod warunkiem jej wygrania],

gdzie X jest jego oszacowaniem warto±ci przedmiotu pod warunkiem prze-

grania aukcji, a (X − Y ) jest oszacowaniem pod warunkiem wygrania.

Ale jak i tak mam przegra¢, to co za ró»nica co zalicytuj¦? Powinienem

wi¦c licytowa¢ swoje oszacowanie warto±ci dobra przy zaªo»eniu wygrania aukcji.
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Prosty przypadek aukcji o wspólnej wy-
cenie
Pole naftowe skªada si¦ z dwóch cz¦±ci. Wycena ka»dej z cz¦±ci losowana jest

niezale»nie z rozkªadu jednostajnego na [0, 1]. Gracz 1 zna wycen¦ pierwszej

cz¦±ci, s1 a gracz 2 wycen¦ drugiej, s2. �¡czna warto±¢ to ich suma, v = s1 + s2.

Jak powinni licytowa¢ w aukcji drugiej ceny?

Ex ante, oczekiwana warto±¢ to 1. Zaªó»my teraz, »e gracz 1 obserwuje

s1 = 0,3. Jego skorygowane oszacowanie wyceny caªo±ci to 0,8. Czy powinien

tak zalicytowa¢? Nie, bo wygra raczej wtedy, gdy s2 jest niskie.

Rozwa»my symetryczn¡ równowag¦, z rosn¡c¡ ofert¡ jako funkcj¡ sygnaªu.

W równowadze wygram wtedy i tylko wtedy gdy mam wy»szy sygnaª. Zatem z

sygnaªem 0,3 spodziewam si¦ wygra¢ tylko je±li drugi sygnaª jest jeszcze ni»szy,

zatem oczekiwana warto±¢ pola to tylko 0,45!

W równowadze nie opªaca si¦ zmieni¢ oferty nawet odrobin¦. Kiedy tak

b¦dzie? Jak drugi gracz ma wy»szy sygnaª, to i tak go nie przelicytuj¦. Jak ma

ni»szy, to i tak go przelicytuj¦. Musz¦ zaªo»y¢, »e ma dokªadnie taki sam.
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Prosty przypadek aukcji o wspólnej wy-
cenie: rozwi¡zanie

b1(s1) = E(v|s1, s1) = 2s1 i b2(s2) = E(v|s2, s2) = 2s2 jest wi¦c naszym

kandydatem na równowag¦. Istotnie, gdy s2 < s1, to b2 < b1, gracz 1 kupuje po

cenie 2s2 < s1 + s2 = v i nie »aªuje decyzji. Gracz 2 musiaªby licytowa¢ ponad

2s1 aby wygra¢, zapªaciªby 2s1, czyli wi¦cej ni» warto±¢ dobra. Analogiczne

rozumowanie dla przypadku s2 > s1.

Zauwa» »e 2si NIE jest strategi¡ dominuj¡c¡ w tym przypadku. Je»eli

zaobserwuj¦ s1 = 0, 8 i zalicytuj¦ b1 = 1, 6, mo»e si¦ zdarzy¢, »e drugi gracz

zaobserwuje s2 = 0,2 ale zalicytuje b2 = 1,4 (cho¢ nie powinien). Zapªac¦ 1,4 za

pole warte 1.
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A co w przypadku n graczy?
Znów, zaªó»my, »e v = s1 + s2 + . . . sn. Czy powinienem zakªada¢, »e

ka»dy ma dokªadnie taki sam sygnaª? NIE. Naªó»my, »e n = 5 i wszyscy tak

post¦puj¡ i »e obserwuj¦ najwy»szy sygnaª, s1 = 1 Czy powinienem licytowa¢

5? Drugi najwy»szy sygnaª ±rednio rzecz bior¡c wyniesie 0,8, wi¦c oferta 4, czyli

zapªac¦ ±rednio 4, cho¢ pole jest ±rednio rzecz bior¡c warte tylko E(V |s1 = 1) =

1 + 4 · .5 = 3.

Sk¡d obsuwa? Wystarczy, »e jeden konkurent ma dokªadnie taki sam sy-

gnaª, a pozostali � ni»szy, by maªa zmiana b robiªa ró»nic¦. Zatem kandydatem

na równowag¦ jest bi(si) = 2si + (n−2)si
2 = (n+2)si

2 .

Przykªadowo, gracz obserwuj¡cy s1 = 1 ±rednio rzecz bior¡c zapªaci .8(5+2)
2 =

2,8 za pole warte 3. Ogólniej, dla dowolnego sygnaªu s1, oczekiwana warto±¢ wy-

ceny pola pod warunkiem tego, »e s1 jest najwy»szym sygnaªem wynosi s1
n+1

2 ,

a oczekiwana zapªata s1
n−1
n

(n+2)
2 , czyli mniej. Je±li nawet (najgorszy przypa-

dek), drugi najwy»szy sygnaª jest dokªadnie taki sam jak nasz, ±rednio zaro-

bimy zero. Z tego wynika, »e to faktycznie równowaga. Istotnie, zaªó»my, »e

pozostali korzystaj¡ ze strategii bj(sj) =
(n+2)sj

2 . Chcemy wiedzie¢ jaka jest

maksymalny najwy»szy spo±ród pozostaªych sygnaªów, s(1)
−i , dla którego gracz

i chciaªby wygra¢ aukcj¦. Oczywi±cie do zapªaty w przypadku wygrania b¦-

dzie s(1)
−i

n+2
2 . Natomiast o ile wygramy w tej sytuacji, to ±rednio dostaniemy

si + s
(1)
−i + s

(1)
−i

n−2
2 = si + s

(1)
−i

n
2 . Ró»nica mi¦dzy przychodem a kosztem wy-

nosi si − s(1)
−i , czyli chcemy wygra¢ aukcj¦ tylko je±li mamy wy»szy sygnaª ni»

najsilniejszy konkurent, czyli musimy imitowa¢ jego strategi¦, cbdo.

Mo»na zauwa»y¢, »e ta strategia nie tylko nie dominuje sªabo, ale mo»emy

jej po»aªowa¢ ex post nawet gdy wszyscy si¦ jej trzymaj¡. np. dla n = 3 gdy

mamy s1 = 0,8,s2 = 0,7, s3 = 0,6, to gracz 1 kupi pole skªadaj¡c ofert¦ b1 =

2s1 + s1
2 = 2. Ale warto±¢ pola wynosi 2,1, wi¦c dowolny inny gracz mógªby

zarobi¢ oferuj¡c np. 2.01. Skonstruuj przykªad, w którym gracz wygrywaj¡cy

aukcj¦ traci na tym.
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Czy kl¡twa zwyci¦zcy naprawd¦ dziaªa?

Tabela 1 �Powa»ne� oferty na aukcjach pól naftowych (Rasmusen)

O�shore Santa Barbara O�shore Alaska
Louisiana Channel Texas North Slope
1967 1968 1968 1969
Tract SS 207 Tract 375 Tract 506 Tract 253

32.5 43.5 43.5 10.5
17.7 32.1 15.5 5.2
11.1 18.1 11.6 2.1
7.1 10.2 8.5 1.4
5.6 6.3 8.1 0.5
4.1 5.6 0.4
3.3 4.7

2.8
2.6
0.7
0.7
0.4

Mo»na zgadywa¢, »e zwyci¦zca cz¦sto przepªaca.
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Przychody w aukcjach o wspólnej wyce-
nie

Twierdzenie o ekwiwalentno±ci przychodu nie musi obowi¡zywa¢. W szcze-

gólno±ci je±li jest wspólny komponent wyceny i sygnaªy s¡ �powi¡zane� (a�liated

� z grubsza: dodatnio skorelowane), to aukcja rosn¡ca i aukcja drugiej ceny daj¡

wi¦ksze oczekiwane przychody ni» aukcja pierwszej ceny lub malej¡ca (te dwie

s¡ oczywi±cie ekwiwalentne). Je±li jest wi¦cej ni» dwóch graczy, to aukcja rosn¡-

ca przynosi wi¦kszy oczekiwany przychód ni» aukcja drugiej ceny. Intuicja jest

taka, »e nadwy»ka zwyci¦zcy aukcji generalnie wynika z jego prywatnej informa-

cji. Przykªadowo, gdyby najwy»sza wycena byªa znana, mo»na by jej za»¡da¢

(minus ε). Otó» w przypadku aukcji drugiej ceny kwota, któr¡ zapªaci zwyci¦z-

ca zale»y od informacji jednego innego gracza (via wysoko±¢ drugiej oferty) a w

przypadku aukcji rosn¡cej � od informacji wszystkich innych graczy. A poniewa»

sygnaªy s¡ powi¡zane, to info innych mówi co± o info zwyci¦zcy. Wi¦c jego renta

informacyjna spada.
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Strategie w aukcjach o wspólnej wycenie:
przypadek aukcji drugiej ceny i aukcji ro-
sn¡cej

Z niezale»nymi prywatnymi wycenami kupuj¡cy powinni licytowa¢ zgodnie

ze swoj¡ wycen¡. Jest tak poniewa»

1. Twoja oferta nie ma wpªywu na cen¦, któr¡ zapªacisz

2. b(v) = v to jedyna strategia, przy której na pewno wygrasz gdy chcesz

wygra¢ (bo cena � najwy»sza spo±ród pozostaªych ofert � jest mniejsza od

Twojej wyceny) i przegrasz gdy chcesz przegra¢ (bo jest wy»sza)

Ale jak licytowa¢ gdy nie znasz swej wyceny v, a jej oszacowanie jest inne gdy

wygrasz ni» gdy przegrasz?
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Zaªó»my, »e wycena v ma a priori rozkªad nieinformacyjny � dowolna war-

to±¢ jest tak samo prawdopodobna (jak komu± si¦ nie podoba, to mo»e przyj¡¢,

»e to jednostajny na b. dªugim przedziale). Ka»dy z n graczy obserwuje pry-

watny sygnaª si losowany niezale»nie z przedziaªu [v −m, v + m], gdzie m jest

znan¡ staª¡.

Maksymalna mo»liwa warto±¢ v to s(n) +m. Minimalna mo»liwa warto±¢

to s(1) − m. Ka»da w tym przedziale jest jednakowo prawdopodobna, zatem

nieobci¡»onym estymatorem v jest

s(n) + s(1)

2
.

(licz¡ si¦ tylko dwa skrajne sygnaªy. W szczególno±ci ±rednia czy mediana mog¡

by¢ zupeªnie inne).
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Aukcja rosn¡ca (japo«ska)
Równowaga: Je±li nikt jeszcze nie zrezygnowaª, kupuj¡cy i powinien zrezygno-

wa¢ gdy cena osi¡gnie poziom si. Je±li kto± ju» wcze±niej zrezygnowaª � pierw-

szy przy cenie p(n) � kupuj¡cy i powinien zrezygnowa¢ przy cenie pi =
p(n)+si

2 .

Wyja±nienie: Czy opªaca si¦ maªe odst¦pstwo od równowagi? Zawsze s¡ dwie

mo»liwo±ci: a) kto± ma wy»szy sygnaª ni» i b) wszyscy pozostali jeszcze w grze

maj¡ taki sam sygnaª. (Bo ci, co mieli ni»szy, zrezygnowali ju» wcze±niej). W

przypadku a) i tak nie wygramy aukcji. W przypadku b) je±li jeszcze nikt nie

zrezygnowaª, czyli wszyscy maj¡ si, wycen¦ dobra szacujemy na si, wi¦c fak-

tycznie trzeba przy tej cenie zrezygnowa¢. Je±li natomiast niektórzy wcze±niej

zrezygnowali, z czego pierwszy przy cenie p(n), a pozostali wszyscy maj¡ si, to

wycen¦ szacujemy na
p(n)+si

2 , wi¦c faktycznie przy tej cenie nale»y zrezygnowa¢.

Jest tak dlatego, »e w równowadze s(n) = p(n)
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Zwyci¦zca zapªaci cen¦, przy której zrezygnowaª drugi, czyli
s(n)+s(2)

2 . �red-

nio wielko±ci te wynios¡

Es(2) = (v −m) +
(
n+1−2
n+1

)
((v +m)− (v −m))

= v +
(
n−3
n+1

)
m.

(29)

oraz
Es(n) = (v −m) +

(
n+1−n
n+1

)
((v +m)− (v −m))

= v +
(

1−n
n+1

)
m

(30)

Czyli ±rednio do zapªaty b¦dzie

Ep(2) =
[v+( 1−n

n+1 )m]+[v+(n−3
n+1 )m]

2

= v −
(

1
2

) (
1

n+1

)
2m.

(31)

np. gdy m = 50 i n = 4, mamy

Ep(2) = v −
(

1

10

)
(100) = v − 10. (32)

Oczekiwany przychód sprzedaj¡cego ro±nie wraz z liczb¡ graczy n i spa-

da wraz z parametrem m mierz¡cym niepewno±¢ (wynikaj¡c¡ z niedokªadno±ci

sygnaªów). Podobnie b¦dzie dla innych formatów aukcji.

Warto zauwa»y¢, »e w klasycznej aukcji rosn¡cej czasem nie wiadomo kiedy

zrezygnowaª pierwszy z graczy. Je±li w ogóle nie wida¢ kiedy kto rezygnuje, to

dziaªa ona jak aukcja drugiej ceny.
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Aukcja drugiej ceny
Równowaga: Licytuj pi = si −

(
n−2
n

)
m.

Wyja±nienie: Trzeba zaªo»y¢, »e masz najwy»szy sygnal, ex aequo z jednym

innym graczem, zatem b¦dzie trzeba zapªaci¢ dokªanie wysoko±¢ swojej oferty.

Jakiego V mo»emy si¦ spodziewa¢ w takiej sytuacji? Z wzoru na oczekiwan¡

warto±¢ najwy»szej spos±ród n−1 realizacji zmiennej o rozkªadzie jednostajnym:

si = (v −m) +
(

([n−1]+1−1)
[n−1]+1

)
([v +m]− [v −m])

= v +
(
n−2
n

)
(m).

(33)

Nale»y zalicytowa¢ warto±¢ v b¦d¡c¡ rozwi¡zaniem równania, co daje pi = si −(
n−2
n

)
(m). (n−2 pozostaªych graczy ±rednio b¦dzie mie¢ sygnaª o m mniejszy).
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�rednio rzecz bior¡c, drugi najwy»szy sygnaª to Es(2) = v +
(
n−3
n+1

)
m.

Zatem oczekiwana wysoko±¢ ceny i oczekiwany przychód z aukcji to

Ep(2) = [v +
(
n−3
n+1

)
m]−

(
n−2
n

)
(m)

= v −
(
n−1
n

) (
1

n+1

)
2m.

(34)

Np. dla m = 50 i n = 4, mamy

Ep(2) = v −
(

3

4

)(
1

5

)
(100) = v − 15. (35)

Je±li jest przynajmniej trzech graczy, to oczekiwany przychód b¦dzie ni»szy

w aukcji drugiej ceny ni» w aukcji rosn¡cej.
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Gry dynamiczne (z doskonaª¡ in-
formacj¡)

(gry w postaci drzewa, gry ekstensywne)

DEFINICJA Gra dynamiczna z doskonaª¡ informacj¡ skªada si¦ ze

• Zbioru graczy N .

• Zbioru mo»liwych (sko«czonych lub nie) historii H speªniaj¡cych nast¦-

puj¡ce warunki:

� Zerowa (pusta) historia nale»y do H

� Je±li (ak)k=1,...,K ∈ H (gdzie K mo»e by¢ niesko«czone) oraz L < K,

to (ak)k=1,...,L ∈ H

� Je±li niesko«czona historia (ak)∞k=1 speªnia warunek (ak)k=1,...,L ∈ H
dla ka»dej dodatniej liczby caªkowitej L, to (ak)∞k=1 ∈ H

(Ka»dy element zbioru H b¦dziemy nazywa¢ histori¡; skªadaj¡ si¦ one

z akcji podejmowanych przez graczy). Histori¦ (ak)k=1,...,K ∈ H na-

zwiemy zako«czon¡ je±li jest niesko«czona lub je±li nie istnieje »adne

(ak)k=1,...,K+1 ∈ H. Zbiór historii zako«czonych oznaczymy Z.

• Funkcji P przypisuj¡cej ka»dej niezako«czonej historii (ka»demu elemen-

towi H\Z) element zbioru N . (P wskazuje kto ma si¦ ruszy¢ po historii

h.)

• Dla ka»dego gracza i ∈ N relacj¦ preferencji �i na Z.

Histori¦ h, po ktorej nast¡piªa akcja a mo»na oznaczy¢ (h, a).

Interpretacja: po dowolnej niezako«czonej historii (dotychczasowym prze-

biegu gry) h, gracz P (h) wybiera mo»liw¡ akcj¦ a, tj. tak¡ akcj¦, »e (h, a) nale»y

do H.

Drzewo gry jest wygodnym sposobem przedstawiania gry dynamicznej.

Rysujemy spójny graf skierowany bez cykli, w którym ªuki (±cie»ki proste) od-
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Rysunek 2: Uproszczona gra przetargu ultymatywnego (mini-ultimatum game)

powiadaj¡ akcjom, a ±cie»ki od �korzenia� odpowiadaja historiom. Ka»da nieza-

ko«czona historia prowadzi do innego wierzchoªka nie b¦d¡ cego li±ciem; ka»da

zako«czona historia prowadzi do li±cia.
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Strategie
Akcja 6= strategia!

Strategia to plan dziaªania na ka»d¡ okoliczno±¢, w której dziaªa¢ musimy.

DEFINICJA Strategia gracza j ∈ N w grze dynamicznej z doskonaª¡

informacj¡ 〈N,H,P,�i〉 to funkcja przypisuj¡ca dost¦pn¡ akcj¦ ka»dej nieza-

ko«czonej historii h ∈ H\Z, dla której P (h) = j.

Kombinacja strategii wszystkich graczy indukuje wynik gry � zako«czon¡

histori¦.

Strategia powinna dyktowa¢ akcj¦ nawet w tych wierzchoªkach, które, wg

tej strategii, nie zostan¡ odwiedzone.

Gr¦ dynamiczn¡ mo»na przedstawi¢ w postaci macierzy
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Rysunek 3: Gra w wej±cie na rynek

walczy¢ je±li gracz 1 wszedª ust¡pi¢ je±li gracz 1 wszedª
wej±¢ -1,-1 3*,1*
nie wej±¢ 0*,5* 0,5*

Tabela 1: Gra w wej±cie na rynek w postaci macierzowej

Zatem poj¦cie równowagi Nasha mo»na ªatwo zastosowa¢ tak»e do gier

dynamicznych � to NE odpowiedniej gry macierzowej.
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Nash to za maªo
W grach dynamicznych gracze mog¡ chcie¢ zmieni¢ swoj¡ strategi¦ rów-

nowagow¡ na którym± etapie.

Zaklada¢, »e tego nie zrobi¡ cho¢ mogliby na tym zyska¢ � to naiwno±¢.

To generalnie odpowiadaªoby wierzeniu w niewiarygodne gro¹by.

DEFINICJAPodgr¡ gry dynamicznej z doskonaª¡ informacj¡ Γ = 〈N,H,P, (�i
)〉 nast¦puj¡c¡ po niezako«czonej historii h ∈ H\Z nazywamy gr¦ Γ(h) =

〈N,H|h, P |h, (�i |h)〉, gdzie

1. H|h jest zbiorem sekwencji akcji h′, dla których (h, h′) ∈ H,

2. P |h(h′) = P (h, h′) dla ka»dego h′ ∈ H|h oraz

3. h′ �i |hh′′ wtedy i tylko wtedy gdy (h, h′) �i (h, h′′).

Ka»da gra jest swoj¡ wªasn¡ podgr¡ (nast¦puj¡c¡ po pustej historii).

Oznaczmy przez si|h strategi¦ okre±lon¡ przez zastosowanie si do podgry

Γ(h) i analogicznie s∗|h dla kombinacji strategii wszystkich graczy.

DEFINICJA Kombinacja strategii s∗ stanowi równowag¦ stabiln¡ wzgl¦-

dem podgier (subgame perfect Nash equilibrium, SPNE je±li s∗|h jest równo-

wag¡ Nasha dla ka»dej podgry Γ(h).

W grze w wej±cie na rynek 3 (wej±¢, ust¡pi¢) jest SPNE. (nie wej±¢, wal-

czy¢) jest NE, ale nie SPNE. Zauwa», »e nie-wiarygodna gro¹ba (�b¦d¦ wal-

czy¢!�) gry dynamicznej odpowiada sªabo zdominowanej strategii gry w postaci

macierzy.

Problem z SPNE: czy nie powinienem porzuci¢ mojego przekonania o ra-

cjonalno±ci drugiego gracza gdy wybiera gªupio? (zob. rys. 4). Gdyby gracz 2

byª racjonalny, powinien wybra¢ blokowanie. Czy mog¦ zatem wierzy¢, »e nie

b¦dzie walczy¢? W tym przykªadzie to rozumownie nie wywraca SPNE, ale w

nast¦pnym ju» tak.
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Rysunek 4: Gra w wej±cie na rynek z mo»liwo±ci¡ blokowania

wpu±ci¢, walczy¢, wpu±ci¢, ust¡pi¢ blokowa¢, walczy¢ blokowa¢, ust¡pi¢
wej±¢ -1,-1 3*,1 0*,6* 0*,6*
nie wej±¢ 0*,5 0,5 0*,6* 0*,6*

Tabela 2: Gra w wej±cie na rynek z mo»liwo±ci¡ blokowania � w formie macie-
rzowej
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Rysunek 5: Stonoga (McKelvey and Palfrey 1992)

Stonoga
Czy zaªo»enie o wspólnej wiedzy o racjonalno±ci jest racjonalne?

80



Timing ma znaczenie: Cournot vs
Stackelberg

n = 2, P = a−Q, Q = q1 + q2, koszt jednostkowy: c1 = c2 = c.

Zyski:

Πi = qi(P − ci) = qi(a− qi − q−i − ci)

FOC:
∂Πi

∂qi
= (a− qi − q−i − ci)− qi = a− 2qi − q−i − ci = 0

Zatem dla dowolnego q−i najlepsz¡ odpowiedzi¡ gracza i b¦dzie qi =

max(a−q−i−ci
2 , 0)

Je±li akcje wybierane s¡ jednocze±nie (Cournot), NE to (a−c3 , a−c3 ).

Ale je±li sekwencyjnie (Stackelberg), to istnieje wiele NE, z których jedna

jest SPNE: (a−c2 , a−c4 ). �¡czna produkcja jest inna, gracz 1 zyskuje (dlaczego?),

gracz 2 traci.
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Wªasno±ci SPNE
Oczywi±cie ka»da SPNE jest równowag¡ Nasha ale odwrotna zale»no±¢ nie

jest prawdziwa.

Istnienie: ka»da sko«czona gra dynamiczna ma równowag¦ stabiln¡ wzgl¦dem

podgier (która mo»na znale¹¢ przy pomocy indukcji wstecznej (backward induc-

tion), czyli rozwi¡zuj¡c gr¦ �od ko«ca�, od najmniejszych podgier, wnioskuj¡c

jak nale»y si¦ zachowa¢ na podstawie tego, jakiego zachowanie spodziewamy si¦

pó¹niej.

(nie)jednoznaczno±¢: Mo»e istnie¢ wi¦cej ni» jedna równowaga stabilna wzgl¦-

dem podgier. Przykªadowo, b¦dzie tak gdy gracz, który rusza si¦ jako ostatni na

±cie»ce SPNE jest indyferentny pomi¦dzy dwoma najlepszymi akcjami. Czasem

jednak wszystkie, liczne, równowagi stabilne prowadz¡ do tego samego wyniku

(tak jest niew¡tpliwie w szachach, cho¢ nie wiadomo jakie s¡ strategie równo-

wagowe). Natomiast je±li nie ma »adnej indyferencji, to SPNE jest zde�niowana

jednoznacznie.
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Dwa na ogóª niegro¹ne uogólnienia
Ruchy losowe: w niektórych w¦zªach akcj¦ wybiera �natura�, zgodnie z

prede�niowanym prawdopodobie«stwami.

Ruchy jednoczesne: w niektórych w¦zªach akcj¦ wybiera kilku graczy

jednocze±nie. UWAGA: w takich grach SPNE w strategiach czystych mo»e nie

istnie¢ (np. gra papier-no»yce-kamie«).
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Rysunek 6: Wojna pªci z opcj¡ zewn¦trzn¡

Indukcja wprzód (forward induction)
Ale czasem mo»emy wywnioskowa¢ co przeciwnik zamierza zrobi¢ na pod-

stawie tego, jak ju» wcze±niej si¦ zachowaª.

Jednoczesna podgra ma trzy równowagi (z czego jedna w strategiach mie-

szanych). Tylko w jednej z nich Pat jest w lepszej sytuacji ni» gdy wybierze out,

oczekujemy zatem wyboru strategii ((In, Box),Box), cho¢ to nie jedyna SPNE.
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cena �rmy 1; cena �rmy 2 wysoka ±rednia
wysoka 4,4 0,5*
±rednia 5*,0 3*,3*

cena �rmy 1; cena �rmy 2 wysoka ±rednia niska
wysoka 4,4 0,5* 0,2
±rednia 5*,0 3*,3* 0,2
niska 2,0 2,0 1*,1*

Gry powtarzane
Rozwa»amy teraz gry, w których dwaj gracze rozgrywaj¡ seri¦ identycznych gier

jednoczesnych (w kolejnych rundach). O ka»dej z nich mówi si¦ zwykle stage ga-

me, a o caªo±ci supergame. Okazuje si¦, »e ±rednie (w przeliczeniu jedn¡ rund¦)

wypªaty w równowadze supergry mog¡ by¢ inne ni» wynikaªoby z równowag(i)

pojedynczej gry. Zacznijmy od gier powtarzanych sko«czon¡ liczb¦ razy. Zakªa-

damy, »e celem jest maksymalizacja ±redniej wypªaty. Np. gra w ustalanie cen

(tu o charakterze dylematu wspóªpracy).

Rozw»my najpierw górn¡ macierz (dwie strategie w stage game). Tu nie-

wiele si¦ zmienia. Jedyna równowaga stage game to (s, s). W równowadze su-

pergry w ostatniej rundzie to wªa±nie zostanie zagrane, bo odst¦pstwo zmniej-

szyªoby wypªat¦ (w jest zdominowane). Zatem tak»e w przedostatniej rundzie w

zmniejsza wypªat¦ (bo jest zdominowane, a w ostatniej rundzie i tak b¦dzie za-

grane w). Zatem w równowadze w przedostatniej musi by¢ zagrane s itd. Zawsze

s to jedyna równowaga Nasha (nawet nie tylko jedyna SPNE). Dodajmy jednak

jeszcze opcj¦ niskiej ceny: Tu s¡ dwie równowagi, wi¦c nie ma pewno±ci która

b¦dzie zagrana. A to pozwala zagra¢ co± innego ni» równowag¦ w pocz¡tkowych

rundach! Rozwa»my strategi¦ dla dwurundowej supergry: w w pierwszej rundzie;

w drugiej s o ile w pierwszej obaj zagrali w i n w przeciwnym wypadku. �atwo

stwierdzi¢, »e to równowaga oraz, »e ±rednie wypªaty wynosz¡ 3,5, czyli wi¦cej

ni» w najlepszej równowadze stage game. Ogólnie, je±li istniej¡ dwie równowagi,

z których jedna Pareto-dominuje drug¡ ale sama nie jest Pareto-optymalna, to

w dostatecznie dªugiej sko«czonej supergrze mo»na osi¡gn¡¢ ±redni¡ wypªat¦

wy»sz¡ ni» nawet w lepszej z równowag stage game, bo w pocz¡tkowych run-
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dach (ale nigdy ostatniej) mo»na w równowadze supergry zagra¢ co± lepszego

ni» lepsz¡ z równowag stage game.
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Gry powtarzane w niesko«czono±¢
Du»o ªatwiej jest podtrzyma¢ obopóln¡ wspóªprac¦ gdy gra powtarzana jest w

niesko«czono±¢, o ile tylko gracze s¡ cierpliwi. Oznaczaj¡c przez xt wypªat¦ w

t-tej rundzie, mo»na by zakªada¢, »e gracz maksymalizuje ±redni¡ u»yteczno±¢:

U = lim
T→∞

1

T
ΣTt=0u(xt)

to jednak oznacza, »e np. ni»sza wypªata w pierwszym milionie rund nie

ma znaczenia. Zwykle zakªadamy wi¦c raczej, »e gracze maksymalizuj¡ ±redni¡

zdyskontowan¡ u»yteczno±¢.

U = (1− δ)Σ∞t=0δ
tu(xt)

Def: minimax danej gry dla gracza i to mins−i
maxsi ui(si, s−i). Czyli ile

dostanie i gdy pozostali staraj¡ si¦ zminimalizowa¢ jego wypªat¦ (nie wiedz¡c

co on wybierze � si mo»e by¢ strategi¡ mieszan¡).

Twierdzenie �ludowe� (Folk Theorem) Dla wystarczaj¡co wysokiej δ

mo»na w SPNE podtrzyma¢ dowolny pro�l ±rednich zdyskontowanych u»ytecz-

no±ci b¦d¡cy wypukª¡ kombinacj¡ u»yteczno±ci stage game, o ile tylko daje ona

ka»demu z graczy wi¦cej ni» minimax stage game.
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Gry dynamicze z niedoskonaª¡ in-
formacj¡
Dotychczas zakªadali±my, »e ka»dy z graczy wie co si¦ zdarzyªo w grze do tej

pory (doskonaªa informacja). Cz¦sto jednak mamy do czynienia z inn¡ sytuacj¡.

Przykªadowo, �rma mo»e nie by¢ pewna ile konkurent zainwestewaª w proto-

typ. Je±li dopu±cimy ruchy losowe, mo»emy mie¢ te» niedoskonaª¡ informacj¦ co

do �typów� innych graczy (mieli±my ju» z tym do czynienia w przypadku gier

bayesowskich).
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Gry dynamiczne (z niedoskonaª¡,
by¢ mo»e, informacj¡)
DEFINICJA (OR) Gra dynamiczna skªada si¦ z

• Zbioru graczy N .

• Zbioru mo»liwych (sko«czonych lub nie) historii H speªniaj¡cych nast¦-

puj¡ce warunki:

� Zerowa (pusta) historia nale»y do H

� Je±li (ak)k=1,...,K ∈ H (gdzie K mo»e by¢ niesko«czone) oraz L < K,

to (ak)k=1,...,L ∈ H

� Je±li niesko«czona historia (ak)∞k=1 speªnia warunek (ak)k=1,...,L ∈ H
dla ka»dej dodatniej liczby caªkowitej L, to (ak)∞k=1 ∈ H

(Ka»dy element zbioru H b¦dziemy nazywa¢ histori¡; skªadaj¡ si¦ one

z akcji podejmowanych przez graczy). Histori¦ (ak)k=1,...,K ∈ H na-

zwiemy zako«czon¡ je±li jest niesko«czona lub je±li nie istnieje »adne

(ak)k=1,...,K+1 ∈ H. Zbiór historii zako«czonych oznaczymy Z.

• Funkcji P przypisuj¡cej ka»dej niezako«czonej historii (ka»demu elemen-

towi H\Z) element zbioru N lub c (chance) interpretowane jako losowa

�natura�. (P wskazuje kto ma si¦ ruszy¢ po historii h.)

• Funkcji fc przypisuj¡cej ka»dej historii h dla której P (h) = c zmienn¡

losow¡ o rozkªadzie fc(·|h) zde�niowanym na A(h), niezale»n¡ od pozo-

staªych takich zmiennych. (fc(a|h) oznacza prawdopodobie«stwo, »e po

historii h zdarzy si¦ a).

• Dla ka»dego gracza i ∈ N rozbicie zbioru wierzchoªków, w których dany

gracz decyduje na zbiory infomacyjne Ii of h ∈ H : P (h) = i o tej

wªasno±ci, »e A(h) = A(h′) zawsze gdy h i h′ nale»¡ do tego samego

zbioru informacyjnego.

• Dla ka»dego gracza i ∈ N relacj¦ preferencji �i na Z.
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Historie nale»¡ce do tego samego zbioru informacyjnego rozumiemy jako

nierozró»nialne dla danego gracza.

Oczywi±cie gry w doskonaªej informacji to specjalny przypadek, w którym

wszystkie zbiory informacyjne s¡ jednoelementowe.
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Rysunek 7: Przykªad gry z niedoskonaª¡ informacj¡

Strategie
DEFINICJA Czyst¡ strategi¡ gracza i ∈ N w grze dynamicznej z niedoskonaª¡

informacj¦ jest funkcja przypisuj¡c¡ jedn¡ z dost¦pnych akcji ka»demu zbiorowi

informacyjnegmu.

Na rys. 7 Gracz 1 ma dwa zbiory informacyjne, a w ka»dym z nich dwie

mo»liwe akcje. Ma zatem 2 · 2 = 4 strategie (cho¢ strategie Rl oraz Rr dopro-

wadz¡ do tego samego wyniku.
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Równowaga
Poj¦cie równowagi w strategiach mieszanych jest de�niowane naturalnie, jako

kombinacja strategii mieszanych, z których ka»da jest najlepsz¡ odpowiedzi¡

na pozostaªe. Jednak z powodów analogicznych do tych omawianych wcze±niej,

poj¦cie to jest niewystarczaj¡ce, poniewa» gracze mog¡ chcie¢ odst¡pi¢ od swojej

strategii w którym± momencie.

Potrzebujemy nowego poj¦cia, które w pewnym sensie ª¡czy w sobie zalety

równowagi stabilnej wzgl¦dem podgier (SPNE) oraz równowagi Bayesa-Nasha

dla statycznych gier z niedoskonaª¡ informacj¡. W SPNE w grach z doskonaª¡

informacj¡ »¡dali±my by gracze post¦powali optymalnie pocz¡wszy od dowolne-

go wierzchoªka. Oczywi±cie to jest zbyt daleko id¡ce »¡danie gdy gracze mog¡

nie by¢ pewni w którym wierzchoªku si¦ znajduj¡.

PRZYK�AD - sekwencyjne matching pennies z niedoskonaª¡ informacj¡: Gracz

1 wybiera orªa lub reszk¡;; nast¦pnie wybiera Gracz 2, nie wiedz¡c co wybraª

Gracz 1. Oczywi±cie nie mo»e zawsze wybra¢ optymalnie. Mo»e jednak wybra¢

optymalnie wzgl¦dem swojego aktualnego przekonania na temat dotychczaso-

wego przebiegu gry.
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Rysunek 8: PhD admissions game (Rasmusen)

Poj¦cia równowagi dla gier dyna-
micznych z niepeªn¡ informacj¡

(tym razem odpu±cimy sobie formaln¡ de�nicj¦)

Równowaga b¦dzie skªada¢ si¦ ze strategii oraz przekona«, zde�niowanych

dla ka»dego zbioru informacyjnego. Strategie musz¡ by¢ optymalne, w ka»dym

zbiorze informacyjnym, dla danych przekona«. Natomiast przekonania musz¡

wynika¢ z równowagowych strategii (wszystkich graczy), w zgodzie z twierdze-

niem Bayesa. Pytanie polega na tym jakie ograniczenia narzucimy na przeko-

nania w tych przpadkach, w których twierdzenia Bayesa niczego nam nie mówi,

bo zgodnie z równowagowymi strategiami w ogóle nie powinni±my si¦ znale¹¢ w

danym zbiorze informacyjnym. Doskonaªa równowaga bayesowska (Perfect Bay-

esian equilibrium nie nakªada tu »adnych ogranicze«, natomiast inne poj¦cia

(�trembling hand�,�sequential equilibrium� nakªadaj¡ mniej lub bardziej wyra�-

nowane ograniczenia.
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(Nieformalna) DEFINICJA Kryterium intuicyjnego (Cho and Kreps, 1987): je-

±li jest jaki± typ poinformowanego gracza, który nigdy nie zyskuje na wykona-

niu akcji nie nale»¡cej do strategii równowagowej (niezale»nie jakie przekonanie

wywoªa to u graczy niepoinfomowanych), a czasem na nim traci, to gracze nie-

poinfomowani musz¡ przypisywa¢ temu typowi prawdopodobie«stwo zero po

zaobserwowaniu tej akcji.

Tu: p(hater|applied)=0, wi¦c kandydat powinien zosta¢ przyj¦ty; zatem

wykluczamy równowag¦ ª¡cz¡c¡.
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Przykªad: model edukacji Spence'a.

Pracownik (wysyªaj¡cy sygnaª) zna swój talent θ, podczas gdy pracodawca

(odbieraj¡cy sygnaª) � nie zna go. Warto±¢ pracownika dla pracodawcy równa

jest warto±ci oczekiwanej θ1; zaªó», »e pracodawca pªaci pracownikowi pensj¦ w,

równ¡ tej warto±ci oczekiwanej (zaªo»enie to ma sens w warunkach doskonaªej

równowagi). Przykªadowa funcja u»yteczno±ci pracodawcy, która istotnie skªoni

go do takiego post¦powania to U(w, θ) = −(w − θ)2. Pracownik wysyªa sygnaª

wybieraj¡c swój poziom wyksztaªcenia e. Jego wypªata b¦dzie równa w − e/θ
(oznacza to, »e uzyskanie wy»szego wyksztaªcenia jest ªatwiejsze dla osobników

utalentowanych�z wysokim θ). Talent pracownika jest niski (θL) z prawdopodo-

bie«stwem pL lub wysoki (θH) z prawdopodobie«stwem pH = 1 − pL. Istniej¡
dwa typy równowag:

Równowaga ª¡cz¡ca. Je±li pracodawcy nie róznicuj¡ pensji mi¦dzy pra-

cownikami wyksztaªconymi i niewyksztaªconymi, ta pensja musi wynosi¢ w∗ =

pHθH + pLθL. Obie grupy uzyskaj¡ ten sam poziom wyksztaªcenia, eL = eH =

e∗. Jakie s¡ mo»liwe poziomy e∗? Je±li obserwuj¡c odst¦pstwo od tego poziomu

pracodawca przyjmuje, »e ma do czynienia z pracownikiem o niskim talencie,

jest skªonny pªaci¢ mu w = θL. Spo±ród takich odst¦pstw najkorzystniejsze

b¦dzie oczywi±cie wybranie poziomu wyksztaªcenia 0. Zatem by nie byªo ono

korzystne (co jest warunkiem równowagi) musi zachodzi¢ θL ≤ w∗ − e∗/θL lub

e∗ ≤ θLpH(θH − θL).

Równowaga separuj¡ca. W tego typu równowadze pracownicy utalentowani

i nieutalentowani wybieraj¡ ró»ne poziomy wyksztaªcenia. Oczywi±cie eL = 0

(bo po co si¦ stara¢ je±li i tak nie doceni¡). Nikomu nie opªaca si¦ przerzuca¢

na akcj¦ wªa±ciw¡ dla drugiego typu je±li

θL ≥ θH − eH/θL

θH − eH/θH ≥ θL. (36)

Innymi sªowy, θL(θH − θL) ≤ eH ≤ θH(θH − θL). Poniewa» θH > θL,

równowaga separuj¡ca zawsze istnieje.
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Mo»emy teraz zastosowa¢ Kryterium Intuicyjne by wskaza¢ najbardziej

prawdopodobn¡ z tych równowag. Zauwa», »e nieutalentowani pracownicy nigdy

nie b¦d¡ chcieli uzyska¢ poziomu wyksztaªcenia wy»szego ni» θL(θH − θL), bo

to nie mogªoby przynie±¢ im korzy±ci. Zatem zostaje równowaga separuj¡ca w

której eH = θL(θH − θL).
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Rysunek 9: Perfect Bayesian is not enough

Negocjacje

• typowy sposób ustalenia ceny i innych warunków transakcji gdy n = 2

• strony powinny dogada¢ si¦ od razu w przypadku peªnej informacji

• np. musimy uzgodni¢ jak podzieli¢ ustalon¡ kwot¦ by j¡ otrzyma¢

• (w praktyce, mo»emy nawet wówczas si¦ nie zgodzi¢, gdy mamy sprzeczne

przekonania o tym ile komu si¦ nale»y)

• du»o trudniej si¦ porozumie¢ w przypadku prywatnej informacji

• np. trudniej o ugod¦ gdy zarówno pozew jak i pozwany optymistycznie

oceniaj¡ swoje szanse w s¡dzie
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Rysunek 10: Beer-quiche game

98



Non-Transferable Utility : Schemat
arbitra»owy Nasha

• Dwóch graczy musi si¦ porozumie¢ co do rozwi¡zania (x∗, y∗)

• Zbiór dost¦pnych rozwi¡za« S to wypukªy zbiór w R2, gdzie i-ta (i = 1, 2)

wspóªrz¦dna interpretowana jest jako u»yteczno±¢ gracza i

• Jeden jego punkt jest wyró»niony: u»yteczno±ci jakie osi¡gna w przypadku

braku porozumienia. Bez straty ogólno±ci przyjmiemy, »e to punkt (0, 0)

• aksjomaty:

� rozwi¡zanie powinno by¢ Pareto-efektywne

� gdy S jest symetryczny wzgl¦dem x = y, to x∗ = y∗

� przemno»enie wszystkich u»yteczno±ci jednego z graczy przez staª¡

nie powinno zmienia¢ poziomu u»yteczno±ci drugiego gracza (nieza-

le»no±¢ od skali)

� je±li (x∗, y∗) jest rozwi¡zaniem dla S, a Q jest podzbiorem S i (x∗, y∗)
do niego nale»y, to (x∗, y∗) jest rozwi¡zaniem dla Q.

• ªatwo pokaza¢, »e te aksjomaty speªnia tylko punkt maksymalizuj¡cy ilo-

czyn xy.

• rozwa»my �gr¦ w »¡dania�: obaj gracze jednocze±nie skªadaj¡ »¡dania x, y.

Dana jest funkcja p(x, y) daj¡ca prawdopodobie«stwo, »e s¡ one kompa-

tybilne. Ci¡g równowag Nasha takich gier zbiega do rozwi¡zania Nasha w

miar¦ jak p(x, y) zbiega do 1 na S i 0 poza S.
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Model negocjacji dla transfera-
ble utility : gra przetargu ultyma-
tywnego (UG) Ogólne zaªo»enia do wszystkich nast¦p-

nych modeli: n = 2 graczy, �ciastko� o warto±ci v do podziaªu

� Gracz 1 proponuje podziaª (x, y), gdzie x+ y = v

� Gracz 2 akceptuje t¦ propozycj¦, która zostaje wdro»ona, lub j¡ od-

rzuca, co daje wypªaty (0, 0)

� oznaczmy najni»sz¡ propozycj¦, któr¡ Gracz 2 jest skªonny przyj¡¢

przez MAO

� istnieje continuum równowag: dowolne 0 ≤ y = MAO ≤ 1 jest rów-

nowag¡.

� tylko y = MAO = 0 jest SPNE (ew. te» x = MAO = ε, gdzie ε jest

najni»sz¡ dodatni¡ propozycj¡ (np. 1 grosz).

� w praktyce najcz¦stsza oferta to y = v/2, a ni»sze s¡ cz¦sto odrzucane
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Gra przetargu ultymatywnego z
niedoskonaª¡ informacj¡

• jak standardowa UG, ale najpierw natura losuje rozmiar ciastka v lub

V (> v)

• tylko Gracz 1 zna wynik losowania

• Gracz 2 musi przyj¡¢ lub odrzuci¢ ofert¦ y nie wiedz¡c czy Gracz 1 dostanie

v − y czy V − y

• W praktyce najcz¦stsz¡ ofert¡ jest y = v/2 � niezale»nie czy rozmiar

ciastka to v czy V (!)
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Negocjacje dwuetapowe

• jak UG, ale je±li pierwsza oferta zostanie odrzucona, gracz 2 mo»e zªo»y¢

kontrpropozycj¦.

• ta podgra przebiega jak UG, z tym, »e w mi¦dzyczasie ciastko �schnie�,

wobec czego y2 + x2 = vδ (0 ≤ δ < 1)

• znów, równowag Nasha jest mnóstwo

• je±li pierwsza oferta zostanie odrzucona, gracz 2 mo»e wzi¡¢ wszystko,

czyli y2 = vδ.

• by zatem nie odrzuciª pierwszej oferty, musi dosta¢ y = vδ. Dla Gracza 1

zostaje (1− δ)v

• (UG to specjalny przypadek δ = 0)
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Niesko«czone negocjacje

• potencjalnie niesko«czona sekwencja ofert. Ciastko jest warte v, δv, δ2v

itd.

• szukamy symetrycznej, stacjonarnej równowagi (nazwy graczy i historia

nie maj¡ wpªywu na oferty)

• oznaczmy równowagowe wypªaty x∗, 1−x∗. Je±li gracz 2 odrzuci, to wcho-
dzi w buty gracza 1, zatem powinien zaproponowa¢ podziaª δ(1−x∗, x∗). Z
tego wynika, »e 1−x∗ = δx∗, czyli x = 1

1+δ . Oczywi±cie dla gracza 2 zosta-

je δ
1+δ i ta propozycja zostanie przyj¦ta (w pierwszym kroku potencjalnie

dªugich przecie» negocjacji).
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Niesko«czone negocjacje z ró»nymi
stopami dyskontuj¡cymi (to tzw. mo-
del Rubinsteina btw.)

oznaczmy równowagowe wypªaty x∗, 1−x∗. Je±li gracz 2 odrzuci, to skªada
propozycje y∗, 1− y∗. Gdy i ta zostanie odrzucona, 1 ponownie zªo»y x∗, 1−x∗.
Zatem gracz 2 chc¡c by jego oferta zostaªa przyj¦ta musi uczyni¢ j¡ akceptowaln¡

dla gracza 1: y∗ ≥ δ1x∗. W istocie, by nie traciª niepotrzebnie, mamy

y∗ = δ1x
∗.

Analogicznie mamy

1− x∗ = δ2(1− y∗).

Mo»emy zatem podstawi¢:

1− x∗ = δ2(1− δ1x∗) = δ2 − δ1δ2x∗

x∗ =
1− δ2

1− δ1δ2
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Negocjacje z niedoskonaª¡ informa-
cj¡

Dwa etapy: gracz 1 skªada »¡danie. Je±li zostanie odrzucone, ciastko schnie

(wspóªczynnik δ dla obu) i ponownie gracz 1 skªada propozycj¦. 0 dla obu je±li

i ta odrzucona. Tylko gracz 2 zna prawdziw¡ warto±¢ ciastka V , o rozkªadzie

jednostajnym na [0,M ]. Zaªó»my, »e w równowadze gracz 1 »¡da x1 w pierwszej

rundzie i x2 w drugiej (je±li x1 odrzucone). Czyli graczowi 2 opªaca si¦ przyj¡¢

gdy

V − x1 ≥ δ(V − x2)

i oczywi±cie

V − x1 ≥ 0

Czyli gracz 2 jest akurat indyferentny gdy warto±¢ ciastka wynosi

V̄ = max{x1,
x1 − δx2

1− δ
}.

Czyli po odrzuceniu x1 mo»na si¦ spodziewa¢, »e ciastko ma warto±¢ jednostajn¡

na [0, V̄ ]. Oczywi±cie wtedy optymalne x2 to V̄ /2. Zatem x1 = V̄ (2−δ)/2. Czyli
z punktu widzenia gracza 1 mamy taki problem optymalizacyjny:

max
x1

x1
M − V̄
M

+ δx2
V̄ − x2

M

wygodniej b¦dzie optymalizowa¢ wzgl¦dem V̄ . Podstawmy wi¦c x1 jako funkcj¦

V̄ . Podstawmy tak»e optymalne x2. Wreszcie, mo»na te» zapomnie¢ o M w

mianowniku:

max
V̄

V̄ (2− δ)(M − V̄ )

2
+
δV̄ 2

4

Warunek pierwszego rz¦du:

(2− δ)(M − V̄ − V̄ ) + δV̄ = 0

V̄ =
2− δ
4− 3δ

M.

zatem

x1 =
(2− δ)2

2(4− 3δ)
M

i oczywi±cie

x2 =
2− δ

2(4− 3δ)
M.
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Warto zauwa»y¢, »e x2 ≤ x1. Gdy ciastko jest maªe, gracz 2 odrzuca pierwsze

»¡danie by dosta¢ lepsz¡ ofert¦ (cho¢ z po±lizgiem). Gdy δ = 1, druga runda nie

ma znaczenia.
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Gra na wycie«czenie jako prosty mo-
del negocjacji

Dwóch graczy, jedno dobro, warte vi > 0 dla gracza i. Ka»dy z graczy mo-

»e w dowolnej chwili zrezygnowa¢ (otrzymuj¡c 0). Czas gra rol¦: do chwili gdy

pierwszy gracz zrezygnuje, ka»dy z graczy traci c zª na jednostk¦ czasu. Ka»dy z

graczy otrzymuje poªow¦ gdy zrezygnuj¡ jednocze±nie. Mo»emy przyj¡¢, »e jed-

nocze±nie ka»dy znich okre±la swój maksymalny czas gry, ti. Wcze±niej rozwa»ali-

±my asymetryczne równowagi modelu z doskonaª¡ informacj¡: t1 = 0, t2 ≥ v1/c1

oraz t1 ≥ v2/c2, t2 = 0 (czyli mo»e wygra¢ gracz, dla którego dobro ma mniejsz¡

warto±¢; rozwi¡zanie jest efektywne � gra ko«czy si¦ natychmiast). Rozwa»my

teraz gr¦ z niedoskonaª¡ informacj¡: zaªó»my, »e z pewnym prawdopodobie«-

stwem, zj , gracz j nie jest skªonny nigdy si¦ podda¢ (typ `szale«ca'). Natomiast

dla uproszczenia przyjmiemy c1 = c2 = c. Oznaczmy dystrybuant¦ rozkªadu

momentów wyj±cia dla gracza i przez Gi i odpowiednio jego g¦sto±¢ przez gi. Ta

g¦sto±¢ faktycznie jest dobrze okre±lona przynajmniej dla t > 0, bo nie warto

rezygnowa¢ w konkretnym momencie t > 0 z dodatnim prawdopodobie«stwem �

widzieli±my ju» podobne przypadki w teorii aukcji i w mieszanych równowagach

gier w ustalanie ceny. Po drugie, gdy ju» jest niezerowe, Gi(t) powinno by¢ ±ci±le

rosn¡ce a» osi¡gnie warto±¢ 1− zi. Bo gdy jest staªe dla i na jakim± przedziale

(t, t′) a potem znów rosnie, to nie ma powodu by j rezygnowaª w tym przedziale,

wi¦c nie ma powodu by i rezygnowaª na [t′, t′ + ε] (raczej ni» w momencie t).

Ka»dy z graczy w ka»dym momencie, w którym czasem rezygnuje (g > 0) musi

mie¢ oczekiwan¡ korzy±¢ z walki jeszcze przez chwil¦ równ¡ jej kosztowi:

vi
gj(t)

1−Gj(t)
= c

vj
gi(t)

1−Gi(t)
= c

(uªamek z LHS to g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa, »e przeciwnik zrezygnuje o ile

dotychczas nie zrezygnowaª). �atwo stwierdzi¢, »e daje to:

Gi(t) = 1− (1−Gi(0))e−tc/vj .

Istotnie, wówczas

gi(t) = − c

vi
(1−Gi(0))e−tc/vj .
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Gi(0) musi by¢ zerowe dla przynajmniej jednego z graczy (inaczej opªaca-

ªoby si¦ poczeka¢ ε).

Ponadto ka»dy z graczy, o ile nie jest szale«cem, powinen si¦ natychmiast

podda¢ gdy ju» wie, »e przeciwnik na pewno jest szale«cem. Zatem maksymalny

czas gry nie-szalonego gracza i musi by¢ taki sam co nie-szalonego gracza j,

oznaczmy go przez T . Mamy:

Gi(T ) = 1− (1−Gi(0))e−Tc/vj = 1− zi.

Rozwi¡zuj¡c dla T dostaniemy:

T = −vj
c
ln

zi
1−Gi(0)

.

Oczywi±cie analogicznie:

T = −vi
c
ln

zj
1−Gj(0)

.

Zatem dopuszczenie nawet niewielkiego prawdopodobie«stwa, »e przeciwnik ni-

gdy nie ust¡pi pozwala nam znale¹¢ jednoznaczn¡ równowag¦ St¡d mo»emy

stwierdzi¢ jak maj¡ si¦ do siebie Gi(0) i Gj(0). Mianowicie je±li vj
c ln zi <

vi
c ln zj (przeciwny przypadek analogiczny) to −ln 1

1−Gi(0) > −ln 1
1−Gj(0) czy-

li ln(1 − Gi(0) > ln(1 − Gj(0)) czyli musimy mie¢ Gi(0) = 0 i Gj(0) > 0. A

konkretnie:

Gj(0) = 1− zjz
vi/vj
i

otrzymamy:

Gi(t) = 1− etc/vi

Gj(t) = 1− zjz
vi/vj
i etc/vj .

Zatem mamy jedyn¡ równowag¦, która ma przyjemne comparative statics. W

szczególno±ci gdy i z wysokim prawdopodobie«stwem jest szale«cem albo bardzo

zale»y mu na wygraniu, to raczej przeciwnik od razu odpu±ci.
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Reputacja w negocjacjach powta-
rzalnych

Gracz Trwaªy (GT) negocjuje podziaª ciastka warto±ci 1 z kolejnymi part-

nerami (»yj¡cymi jedn¡ rund¦), którzy znaj¡ wynik poprzednich negocjacji. Naj-

prostszy model: niesko«czona sekwnencja partnerów, wspóªczynnik dyskonta δ,

przetarg ultymatywny: partner proponuje podziaª ciastka, GT akceptuje lub

nie. Oczywi±cie gdy licz¡ si¦ tylko bie»¡ce negocjacje δ = 0, jedyn¡ równowag¡

stabiln¡ wzgl¦dem podgier jest ta, w której partner »¡da wszystkigo a GT ak-

ceptuje »¡danie. Oczywi±cie jest to tak»e równowag¡ stabiln¡ wzgl¦dem podgier

dla ka»dego innego δ. Ale nie jedyn¡! Rozwa»my nast¦puj¡cy pro�l strategii:

Gracz Trwaªy: w pierwszej rundzie akceptuje wtedy i tylko wtedy gdy propo-

nuj¡ co najmniej x. W kolejnych akceptuje wtedy i tylko wtedy gry proponuj¡

co najmniej najmniejsz¡ kwot¦, któr¡ kiedy kolwiek zaakceptowaª

Partnerzy: proponuj¡ mniejsz¡ z liczb: x lub najni»sz¡ ofert¦ kiedykolwiek

zaakceptowan¡ przez GT.

Oczywi±cie partnerom nigdy nie opªaca si¦ odst¡pi¢ od takiej strategii.

GT mo»e chcie¢ od swojej odst¡pi¢ (tu: zaakceptowa¢) gdy zaproponowali mu

pewne y < x. Zyska wówczas natychmiast y ale w ka»dej z kolejnych rund straci

x − y, ª¡cznie (x − y)δ/(1 − δ). Czyli by nie zarobiª na tym odst¡pieniu od

równowagi, musimy mie¢

y ≤ (x− y)δ/(1− δ)

np. dla δ = 1/2 mamy y < x/2. Czyli nie skusi si¦ gdy proponuj¡ mu bardzo

maªo. Ale gdy wi¦cej, opªaca si¦ odst¡pi¢, zatem to nie jest równowaga. Ogóniej,

obliczmy graniczne y:

y(1 + δ/(1− δ)) = xδ/(1− δ)

y(1/(1− δ)) = xδ/(1− δ)

y = xδ

Czyli gdy GT jest bardzo cierpliwy mamy �prawie� SPNE, ale jednak nie. Naj-

wyra¹niej kara dla GT za zaakceptowanie niskiej oferty nie jest wystarczaj¡ca.

Rozwa»my tak¡ par¦ strategii:
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Gracz Trwaªy: w pierwszej rundzie akceptuje wtedy i tylko wtedy gdy propo-

nuj¡ co najmniej x. W kolejnych jak wy»ej, ale je±li kiedykolwiek zaakceptuje

co± mniejszego, odt¡d akceptuje wszystko

Partnerzy: proponuj¡ x, chyba, »e GT kiedykolwiek zaakceptowaª co± mniej-

szego, wtedy 0.

Czyli gdy GT zaakceptuje pewne y < x, zyska y ale straci xδ/(1− δ). By
zatem nie zyskaª na tym musimy mie¢:

y ≤ xδ/(1− δ)

W szczególno±ci dla δ ≥ 1/2 to jest speªnione dla ka»dego y < x. Czyli nie ma

sytuacji, w której opªaca si¦ odst¡pi¢ od swojej strategii, zatem mamy SPNE. To

jest rodzin¦ SPNE, bo x mo»e by¢ dowolne z przedziaªu [0, 1]. Warto rozwa»y¢

jeszcze tak¡ strategi¦:

Gracz Trwaªy: zawsze akceptuje gdy wtedy i tylko wtedy gdy proponuj¡ co

najmniej x.

GT staª si¦ twardszy � ma wy»sze progi akceptacji oferty. w rezultacie naj-

lepsz¡ odpowiedzi¡ Partnerów staje si¦ zawsze proponowa¢ x. Ale, paradoksal-

nie, to czyni równowag¦ mniej stabiln¡. Istotnie, tu w ka»dej podgrze partnerom

opªaca si¦ oczywi±cie oferowa¢ x. Zatem gdy partner odst¡pi, oferuj¡c y < x, to

opªaca si¦ zaakceptowa¢, bo to nie obni»a przyszªych wypªat. Czyli to nie jest

SPNE! (zatem by¢ mo»e partnerom jedna opªaca si¦ odst¡pi¢?).

Generalnie, perspektywa przyszªych, analogicznych negocjacji, nawet z in-

nymi graczami, zwi¦ksza nasz¡ siª¦ przetargow¡, bo powoduje, »e nie opªaca

nam si¦ ust¦powa¢. To jeden z powodów, dla których �duzi� gracze (którzy pro-

wadz¡ wiele negocjacji) s¡ silniejsi. To tak»e pomaga zrozumie¢ jak nie zosta¢,

pardon my French, �cwelem� (zob. �Gry wi¦zienne� Kami«skiego).
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