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Na tym kursie bedziemy chcieli uzy¢ matematycznych narzedzi teorii gier do

modelowania interakcji strategicznych.
reguly gry: gracze, akcje, wyplaty i informacja.
Cel: przewidzie¢ co si¢ stanie

Zaleznie od posiadanej informacji, starajac sie zmaksymalizowa¢ wtasng

wyplate, gracze wybieraja strategie (dyktujaca akcje) dla calej gry.

Rownowaga: sytuacja, w ktorej kazdy robi to, co jest w jego najlepszym

interesie, biorac pod uwage co akurat robia pozostali.

Jak uzywajac tych poje¢ opisa¢ rynek?



Przykladowa historia, ktora chcieliby$Smy przedstawié w postaci gry

(Rasmusen)

Przedsiebiorca ma zadecydowaé czy otworzy¢ pralnie w miescie, w ktorym

jedna juz jest.

Nazwijmy dwie mogace na tym rynku dziataé¢ firmy ,,Stara Pralnia" i ,Nowa
Pralnia". Nowa Pralnia nie ma pewnosci co do przyszlej sytuacji gospodarczej,
ktoéra moze mie¢ wplyw na popyt na jej ustugi. Musi takze bra¢ pod uwage
mozliwe dzialania Starej Pralni, ktéra moze odpowiedzie¢ wojng cenowa. Stara
Pralnia dziata od dawna i przetrwa taka wojne, cho¢ jej zyski znacznie spadna.
(Przez chwile zignorujmy to, ze Nowa Pralnia musi tez zadecydowaé czy rozpo-
czalé wojne cenowy czy tez ustali¢ wysokie ceny, ze musi zadecydowac jaki sprzet

kupi¢, ilu zatrudnié pracownikow itd.).



Graczami sy jednostki podejmujace decyzje. Celem kazdego z graczy jest taki

wybér akcji by maksymalizowaé¢ uzytecznosé
Akcja (lub ruch) gracza i, oznaczana a;, to cos$ co moze w danym momencie
wybrad.

Zbior dostepnych akcji, A; = {a;}, to wszystkie akcje mozliwe w danym

momencie
wektor akcji a = {a;}, (i=1,...,n) — po jednej akcji dla kazdego z n graczy.

Zbior dostepnych akcji Nowej Pralni: { Wejsé, Nie wejsé} . Zbior dostep-
nych akcji Starej Pralni: ceny {Niskie, Wysokie}.

Kazdy wektor akcji daje wynik, ktory moze przynie$¢ mniejsza lub wiek-
sza uzytecznosé (wyplata). Zadaniem badacza jest znalez¢ rozwigzanie tego

typu problemu, to jest przewidzie¢ jak racjonalni gracze postapia

Inne zastosowania: rynki, aukcje, spory polityczne, zachowania zwierzat...



Typy gier, ktére bedziemy omawiaé

1. gry w postaci strategicznej z pelna informacja (gry macierzowe, jak papier-

nozyce-kamien)

2. gry w postaci strategicznej z niepelna informacja (gry bayesowskie, jak
papier-nozyce-kamien, w ktorej przeciwnik moze chcie¢ nam daé wygrac;
wazniejsze zastosowanie: jednoczesna aukcja, w ktérej nie wiemy ile przed-

miot jest wart dla innych)

3. gry w formie ekstensywnej z pelna informacja (dynamiczne, w postaci

drzewa, jak szachy)

4. gry w formie ekstensywnej z niepelna informacja (w ktérych mozemy cze-

go$ dowiedzieé sie o innych w trakcie gry)

Ale zanim przejdziemy do gier, cofniemy sie o krok, co indywidualnego

podejmowania decyzji w warunkach ryzyka i niepewnosci.



Indywidualne podejmowanie decyzji

Pewno$¢ vs. Ryzyko vs. Niepewno§é

Jednostka moze podjaé akcje a z dostepnego zbioru A, co bedzie prowadzito do
konsekwencji ¢ € C.

W warunkach Pewnosci, ¢ wynika z a w sposéb deterministyczny,

f:A=C,

f(a) jest konsekwencja akcji a. (np. cheeseburger vs. wrap u McDonalda)

W warunkach Ryzyka, c jest acznie determinowane przez a oraz “stan §wiata”
w € Q, z pewnym dobrze okres§lonym rozkladem prawdopodobienstwas:
fiAXQ—=C,

f(a,w) jest konsekwencja akcji a w stanie Swiata w (np. wybor miedzy zdrap-
kami).

Niepewnosé jest podobna do Ryzyka, ale nie znamy prawdopodobienstw po-

szczegOlnych stanéw $wiata (np. inwestycje)
>: relacja preferencji na C', rozumiana jako “co najmniej tak samo dobre”. Ta

relacja ma by¢:

1. spojna: dla kazdych konsekwencji ¢1, co albo zachodzi ¢; > ¢ albo ¢ > ¢
(by¢ moze jedno i drugie). Ten warunek oznacza, ze np. zawsze potrafisz

wybraé¢ miedzy paczkiem a lodami.

2. zwrotna: dla kazdych ¢, ¢ > ¢ (paczek jest przynajmniej rownie dobry co

inny paczek)

3. przechodnia: jesli ¢; = ¢o i ¢co = ¢3 to ¢ = c3. (jesli paczek jest przy-
najmniej tak dobry jak lody, a lody przynajmniej tak dobre jak lizak, to
paczek jest przynajmniej tak dobry jak lizak)
c1 = ¢o oznacza, ze ¢y jest lepsze niz co (¢ = ¢o ale ca # ¢1).

(Pokaz, ze > jest anty-zwrotna i przechodnia)
€1 ~ ¢y oznacza, ze ¢ 1 ¢g sa jednakowo dobre (¢; = ¢o oraz co = ¢1)

(Pokaz, ze ~ jest zwrotna i przechodnia)



W warunkach pewnoéci jest tatwo: wybieramy to, co najlepsze. Jedli naj-
Ipesza jest wiecej niz jedna rzecz, wybieramy dowolng ze zbioru najlepszych. W
zastosowaniach czesto zaklada sie, ze kazda z nich wybierzemy z jednakowym
prawdopodobienistwem, ale uzasadnienie tego jest watpliwe i reguta ta w teorii

gier prowadzi¢ moze do mylnej intuicji.



akcja; stan Swiata ‘ pada nie pada
rower mokne jest git
samochod uff czuje sie glupio

Wyboér w warunkach niepewnosci

Przyktad: relacja preferencji — jest git > uff >~ czuje sie glupio = mokne
Co wybraé¢? To zalezy od prawdopodobienistwa deszczu i sity preferencji.
Ale czasem jest latwo wybrac.

DEFINICJA (Scista dominacja) Akcja a jest $ci§le zdominowana przez b jesli
dla kazdego stanu $wiata w zachodzi f(b,w) > f(a,w).

DEFINICJA (Staba dominacja) Akcja a jest stabo zdominowana przez b jesli
dla kazdego stanu $wiata w zachodzi f(b,w) = f(a,w) oraz dla pewnego w

preferencja jest ostra.

Zapomnij o opcjach zdominowanych

Masz opcje dominujaca? Nie tra¢ czasu na
dociekanie jaki jest stan $wiata! wprakiyce ludzie

czesto aktywnie poszukuja informacji czy prawda jest A czy nie-A, cho¢ w obu

wypadkach postapia tak samo.



Poziom bezpieczenstwa

Definicja (bezpieczenstwo) Akcja a jest bezpieczniejsza niz b jesli istnieje stan

Swiata w, (z: zty) taki, ze dla wszystkich w € Q F(a,w) > F(b,w,)



Funkcja uzytecznosci reprezentujaca pre-
ferencje

Przy pewnych technicznych zalozeniach doczycacych ciaglosci, preferencje

mozna przedstawi¢ w postaci funkcji uzytecznosci.

Inaczej mowiac, istnieje funkcja v : C — R taka, ze ¢; > ¢ wtedy i tylko

wtedy gdy u(er) > u(er)

Nie wszystkie “rozsadne” relacje preferencji mozna przedstawi¢ w ten spo-

s6b (przyktad: preferencje leksykograficzne).



Podejmowanie decyzji w warunkach ryzy-
ka

Kazda akcja przynosi loterie na mozliwych konsekwencjach

L = (c1,p1;¢2,D2, .- CK,DK)

(zakladamy, ze zbiér mozliwych konsekwencji jest skoriczony)
Musimy zdefiniowaé¢ uzytecznos¢ loterii, nie tylko wynikow.
Robimy to w nastepujacy sposéb:

Dla wszystkich Ly, Ly mamy L; = Lo wtedy i tylko wtedy gdy Eu(L) >
EU(LQ),

gdzie Eu(L), oczekiwana uzyteczno$¢ loterii L, zostaje zdefiniowana jako
Eu(L) = Zszl pru(cy) (Uzytecznosé von Neumanna-Morgensterna)

Te reprezentacje mozna zaksjomatyzowac, to znaczy pokazaé, ze musi za-

chodzi¢, gdy spelniony jest zestaw (rozsadnych) postulatow. Na przykiad tak:
Loterie zlozone to loterie, ktérych mozliwymi wynikami sa loterie.
1. Aksjomat loterii ztozonych: decydent jest indyferentny pomiedzy loteria
zlozong a loteria prosta, w ktérej prawdopodobienistwa otrzymania po-

szczegblnych wynikow sa odpowiednimi iloczynami prawdopodobienstw

sktadanych loterii.

2. Aksjomat niezaleznosci: jesli dwie loterie rézniag sie tylko jednym wyni-

kiem, to ten wynik okresla, ktora z loterii jest preferowana:
L= (thl% LQapQ; e LKvpK)’ L/ = (L/17p1a L23p2; e LKapK)a
To L »= L’ wtedy i tylko wtedy L; = L}

3. Aksjomat ciagtosci: jezeli Ly = Lo > L3 to istnieje pewna A € (0,1) taka,
7€ L2 ~ (Ll,/\;Lg, 1-— )\)
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Kazda relacja preferencji na loteriach, ktora spelnia powyzsze aksjomaty moze

by¢ przedstawiona przy pomocy funkcji uzytecznosci vNM.

Uwaga: jesli u(-) reprezentuje pewna preferencje na C, to dla kazdej ro-

snacej funkeji h takze h(u(-)) reprezentuje te sama preferencje.

Powyzsze NIE jest prawda dla preferencji na loteriach. Natomiast au(-)+b
dla dowolnych statych a > 0, b reprezentuje te samg preferencje.
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Racjonalizowalnosé

Definicja Powiemy, ze akcja b jest racjonalizowalna dla danej funkcji uzytecz-

nosci u jesli istnieje rozktad prawdopodobienistwa na € taki ze

Eu(f(b)) = mazaeaBu(f(a)).

Czyli akcja jest racjonalizowalna jesli jakie$ przekonania co do prawdopodobieri-

stwa poszczegblnych stanéw §wiata kaza nam te wlasnie akcje wybrac.
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Gry w postaci normalne;j
Zbior graczy: {1,2,...n}
Zbior akcji dostepnych graczom A;

Strategia to plan akcji dla dowolnej historii. W przypadku gier w postaci nor-

malnej strategia = akcja. Inaczej bedzie dla (niektorych) dynamicznych.

Kombinacja akcji to wektor a = {a;}, (i = 1,...,n) kodujacy wybor akeji

przez kazdego z n graczy.

Reguly gry okreslaja jak wyniki zaleza od akcji: f: A x Ag x Ag---x A, = C
Gracze maja preferencje zdefiniowane na wynikach: >=q,--- =,

Zwykle zaktadamy f. uzytecznosci viNM dla kazdego z graczy, u; : C — R

Jednym z graczy moze by¢ probabilistyczna “Natura”, ktéra nie ma zadnych

preferencji (gracz 0).
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Przyktad gry w postaci normalnej: gra w
cykora (chicken)

Gracz 1; Gracz 2 | skreci¢  jecha¢ prosto
skrecié 4.4 1,6
jechaé prosto 6,1 -5,-5

Bezpieczenstwo

DEFINICJA: Poziom bezpieczenstwa strategii a; € A; to najnizsza wyplata

jaka moze nas spotka¢ gdy wyberzemy te strategie min,_, u;(a—;, a;).

Czyli podobnie jak w przypadku podejmowania decyzji w warunkach nie-
pewnosci definicja bezpieczenstwa kazala nam mysle¢ o zlosliwej naturze, tu

myslimy o zto§liwych przeciwnikach.

Strategie o najwyzszym poziomie bezpieczenistwa nazwiemy najbezpiecz-

niejsza.
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Scista i staba dominacja w grach w posta-
ci normalne]

Niech a_; oznacza kombinacje akcji wszystkich graczy procz i, t.j. a_; =

(al,ag, R 7 S 0 S .an).

Niech (a—;, a;) oznacza akcje “ulozone we wlasciwej kolejnosci” t.j. (a1, aq, . . .

DEFINICJA: Akcja a; € A; jest SciSle zdominowana przez akcje b; € A; jesli

dla dowolnego wektora a_; mamy u;(a—;,b;) > u;(a—;, a;)

DEFINICJA: Akcja a; € A; jest stabo zdominowana przez akcje b; € A; jesli
dla dowolnego wektora a_; mamy w;(a—;,b;) > u;(a—;, a;) oraz nier6wnosé jest

ostra dla przynajmniej jednego a_;.

Znéw: nie wybieraj strategii zdominowanej. Nie oczekuj, ze inni taka wy-

biora.

15
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a b C d e
63.—1 | 28.—1| =2.0 | =2.45 | =3.19
32.1 2,2 2.5 33,0 2.3
54,1 | 95.—1 0,2 4,—1 0.4
1,-33 | =3,43 | —1.39| 1.—12 | —1,17

—22,01,-13 | -1,88 | =2, =57 | =3.72

m o N W »

Rysunek 1: Rozwiaz przez iterowane usuwanie strategii zdominowanych

Przyktad rozwiazania opartego na (itero-
wanej) dominacji: Beauty contest.

Algorytm Iterowanej Eliminacji Strategil
Scisle Zdominowanych

1. Usun wszystkie strategie §cisle zdominowane wszystkich graczy

2. Powtarzaj punkt 1 az nie znajdziesz zadnej strategii §ci$le zdominowanej,

wtedy — koniec
Uwaga:

e Jesli usuwamy je po jednej, w dowolnej kolejnosci, nie wszystkie naraz,

otrzymamy ten samy wynik.

e Czesto na konicu niektérym graczom zostaje wiecej niz jedna strategia

Inne przyklady: gry w dobra publiczne, niektére gry w gltosowanie
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Najlepsza odpowiedz

DEFINICJA: Strategia a; jest najlepsza odpowiedzig na strategie a_; wte-
dy i tylko wtedy gdy zadna inna strategia A; nie przynosi ¢ wyzszej wyplaty

przeciwko a_;, t.j. a; € arg maxy, u;(a—;, a;)
Uwaga:
1. Zawsze istnieje co najmniej jedna najlepsza odpowiedz na kazdy a_;; moze
by¢ ich wiele
2. Na rozne wektory a_;, a’_; czesto sa rozne najlepsze odpowiedzi

3. Strategia Scisle zdominowana nigdy nie jest najlepsza odpowiedzia. Stra-

tegia stabo zdominowana moze taka by¢.
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Rownowaga Nasha

DEFINICJA: Wektor strategii a = (a1, as .. .a,) jest rtownowaga Nasha jesli dla

kazdego ¢ a; jest najlepsza odopwiedzia na a_;.

Problemy z réwnowaga Nasha

e moze nie istnie¢
e moze by¢ wiecej niz jedna
e r6zne réwnowagi moga prowadzi¢ do réznych wynikéw

e niektore réwnowagi daja “dziwne” wyniki
Niektore cechy réwnowagi Nasha

e nie zawiera strategii Scisle zdominowanych

e nie zostanie wyeliminowana w procesie iterowanej eliminacji strategii Scisle

zdominowanych
e moze zawieraé strategie stabo zdominowane

e najlepsze odpowiedzi niekoniecznie prowadza do “najlepszych wynikéw”

Znajdowanie rownowagi Nasha w grach
macierzowych: przyktady

Przyktad: Cykor

Przyktad: Gra na wycieniczenie. Dwéch graczy, jedno dobro, warte v; > 0
dla gracza i. Kazdy z graczy moze w dowolnej chwili zrezygnowaé (otrzymujac
0). Czas gra role: do chwili gdy pierwszy gracz zrezygnuje, kazdy z graczy tra-
ci 1 z na jednostke czasu. Kazdy z graczy otrzymuje polowe gdy zrezygnuja
jednoczes$nie. Uwaga: to niby gra dynamiczna, ale mozna ja sprowadzi¢ do ma-
cierzowej: w ktorym momencie zrezygnowaé przy zalozeniu, ze przeciwnik dotad

nie zrezygnowal?
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Przyktad: Gra lokalizacyjna (OR). Kazda z n 0s6b jednoczesnie decyduje
czy wzia¢ udzial w wyborach, a jesli tak—-jaka pozycje na politycznym spectrum
wybrac¢. Wyborcy roztozeni sa na odcinku [0; 1] zgodnie z pewna funkcja gestosci
g. Mamy g(x) > 0 dla wszystkich « € [0;1]. Kandydat otrzymuje glosy od
wyborcéw, ktorzy sa blizej jego pozycji niz jakiegokolwiek innego kandydata;
gdy kilku kandydatéw wybiera dokladnie te sama pozycje, dziela sie glosami
po réwno. Wybory wygrywa kandydat, ktéry otrzyma najwiecej gtoséw. Kazdy
kandydat najbardziej chciatby byé¢ samodzielnym zwyciezca, dalej zwyciezca ex
aequo, dalej w ogoble nie wzig¢ udzialu a przegraé to najgorszy mozliwy wynik.

UWAGA: tego samego modelu mozna uzy¢ do wyboru lokalizacji sklepu itp.
Znajdz réwnowage Nasha dla n = 2. Pokaz, 7e nie ma réwnowagi dlan = 3.

Przyktad: konkurencja Cournota, liniowa odwrotna funkcja popytu, p =

a — bQ, staly koszt przecietny ¢, n firm.

Przedstaw funkcje reakcji graficznie dla przypadku n = 2
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Istnienie rownowagi Nasha

Twierdzenie Kakutaniego o punkcie stalym. Niech X bedzie zwartym, wypu-
ktym podzbiorem przestrzeni R,, i niech f: X — X bedzie funkcjg wielowarto-

Sciowa taka, ze
e dla wszystkich  w X zbior f(z) jest niepusty i wypukly
o dla wszystkich ciagow {z,} i {y.} takich, ze y, € f(x,) dla wszystkich
n, T, — T oraz y, — y, mamy y € f(z)) (f ma domkniety wykres).
Wowczas istnieja z* € X takie ze z* € f(z*).

Definicja: relacja preferencji »=; na zbiorze A jest quasi-wklesta jesli dla
kazdego a* € A zbior {a; € A; : (a*;,a;) =; a*} jest wypukly.

—)

Twierdzenie: gra {N; (A;); (=;)} ma réownowage Nasha jesli dla wszystkich i €
N:

1. zbiér A; akcji gracza ¢ jest niepustym, zwartym, wypuklym podzbiorem

przestrzeni Euklidesowej
a relacja preferencji =; jest

e ciagla

e quasi-wklesta dla A;.

Dowod. Zdefiniujmy BR : A — A przez BR(a) = X;enBR;(a_;) (gdzie BR;
jest funkcja najlepszej odpowiedzi gracza ). Dla kazdego i € N zbior BR;(a_;)
jest niepusty bo >; jest ciagle, a A; zwarte i wypukle, bo =; jest quasi-wklesta
na A;; BR ma domkniety wykres, bo =; jest ciagle. Zatem z twierdzenia Kaku-
taniego wynika, ze BR ma punkt staly, a kazdy jej punkt staly jest rownowaga

gry.
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Gry $Scisle konkurencyjne (gry o sumie “ze-
rowej”)

DEFINICJA: Gra ({1;2}(A;), (=:)) jest scisle konkurencyjna gdy dla kazdych
akcjia € Ai b€ B mamy a =1 b wtedy i tylko wtedy gdy b = a.

Oznacza to, ze cele graczy sg wzajemnie doskonale sprzeczne.
Czy mogtoby tak by¢ w grze trzyosobowej?

Czesto spotyka sie odrobine nieprecyzyjng nazwe “gra o sumie zerowej”.
Istotnie, mozna preferencje na mozliwych wynikach takiej gry przedstawi¢ w

postaci funkcji uzytecznosci uq, ug takich, ze u; + us = 0.

Gdy przedstawiamy takie gry w postaci macierzy, wystarczy podaé¢ wy-

platy pierwszego gracza.

PRZYKLADY
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Wazne cechy réwnowag gier scisle konku-
rencyjnych

Wszystkie rownowagi Nasha daja te same wyplaty.

/

e Rownowagi Nasha sa wymienne: jesli (x,y) i (2/,y’) sa rownowagami, to

(z',y) i (z,9') sa nimi takze.

Podniesienie wyplaty gracza ¢ w dla pewnej kombinacji strategii nie moze

obnizy¢ jego wyplaty rownowagowej.

Gdy usuniemy jaka$ strategie ktoregos z graczy, jego wyplata réwnowago-

wa moze sie tylko zmniejszy¢.
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Strategie mieszane

To co dotychczas nazywaliSmy strategiami bedziemy nazywaé strategiami

czystymsi

Strategia mieszana zadaje pewien rozklad prawdopodobienstwa na akcjach,

m(a;) gdzie m >0 i [, m(a;)da; = 1.
Strategie czyste to zdegenerowane strategie mieszane.
Skupimy sie teraz na grach dwuosobowych.

DEFINICJA: Strategia czysta jest najlepsza odpowiedzia na strategie mieszana

gdy zadna inna strategia czysta nie przynosi wyzszej oczekiwanej wyplaty.

Strategia mieszana jest najlepsza odpowiedzig na inng strategie mieszana
gdy wszystkie strategie czyste, ktoére wykorzystuje z dodatnim prawdopodo-
bienistwem s najlepszymi odpowiedziami. Dwie strategie mieszane, ktére sa
nawzajem najlepszymi odpowiedziami tworza réwnowage Nasha w strategiach

mieszanych. [definicja dla n > 2 jest analogicznal.
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Table: Gra w opieke spoleczna

Biedak
pracowad (V) obijacsie (1 — )
Zasitek (0,) 3,2 — -1,3
Rzad T i

Brak zasitku (1 — 60 1,1

— — 0,0
Wyptaty (Rzad, Biedak). Strzatki w‘slﬂazujad jak podnies¢ swoja wyplate.

Jedli rzad daje Zasitek z prawdopodobienistwem 6,, zas§ biedak wybiera

Prace z prawdopodobienistwem -,,, oczekiwana wyplata rzadu wyniesie
Trzad = ba[37w + (=1)(1 = )] + [1 = Oa][= 17 + O(1 = 7u)]
=0a[37w — 14+ 7w] = Y0 + ot (1)
= ba[570 — 1] = Y-

Biorac pochodng wzgledem zmiennych, ktérymi gracze moga manipulowaé

otrzymujemy warunki pierwszego rzedu.

0= d;rézzad — 5'7111 -1
(2)

= v =0.2.

Uwaga: Otrzymalismy wyplaty biedaka biorac pochodna po wyplatach

rzgdu!
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Logika

. Twierdzimy, ze istnieje optymalna strategia mieszana dla rzadu.

. Jesli biedak wybiera Prace czedciej niz w 20% przypadkow, rzad nigdy nie

wybierze Zasitku.

. Jesli strategia mieszana ma by¢ optymalna dla rzadu, biedak musi wybraé

Prace z prawdopodobienstwem réwnym doktadnie 20%.
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By otrzymaé¢ prawdopodobienstwo, z jakim rzad wybiera zasitek:
T Biedak — 7’111(20(1 + 1[1 - ea]) + (1 - ’Y’w)(gea + [O] [1 — Ga])
= 29wbla + Y — Ywba + 304 — 31wba (3)

= —7w (20, — 1) + 30,.

Warunek pierwszego rzedu:

di:}Biedak — _(29a _ 1) =0,

=0,=1/2.
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Roéwnowage w strategiach mieszanych
mozna znalez¢ tatwiej

Jesli jedna ze strategii daje $rednio wiecej niz inne, to dlaczego miatbym

mieszaé¢?

Zatem w réwnowadze w strategiach mieszanych, strategia gracza 1 musi
by¢ taka, ze dwie lub wiecej strategie czyste wykorzystywana przez gracza 2

daja doktadnie te samq wyplate.
Krok pierwszy: zgadnij ktore strategie beda w ogole wykorzystywane.
Krok drugi: policz jakie prawdopodobieristwa tych strategii spowoduja, ze

drugi gracz bedzie indyferentny.

Table: Gra w opieke spoleczna

Biedak
pracowaé () obijaé sie (1 — vy,)
Zasitek (0,) 3,2 — -1,3
Rzad T d
Brak zasitku (1 —46,) -1,1 — 0,0

Mamy
ng(Zasilek) = 7 (3) + (1—7u ) (—1) = 7y (Brakzasilku) = vu,(—1) + (1 —7,)(0)
Wiec v (3 + 1+ 1) = 1, wiec 7, = .2.
mp(pracowac) = 0,(2) + (1 — 0,)(1) = m,(Obijacyie) = 0(3) + (1 — 0,)(0)

wiec 0,(2—1—-3)=—-11i6, = .5.
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DySkUSj a 1 interpfet aCj A Wystarczy jesli Twoje stra-

tegie wydajq sie losowe

Jesli jestes indyferentny, to po co mieszaé¢ (i to z odpowiednimi prawdo-

podobienstwami)?

Interpretacja 1: Populacja jednakowych graczy, z ktorych kazdy wybiera
czysta strategie (bedac doskonale indyferentnym).

Interpretacja 2: mieszanie wynika z nieznanych charakterystyk graczy (Har-

sanyi, 1973 — wrocimy do tej interpretacji).
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Strategie mieszane 1 istnienie rownowagi

Typowym powodem, dla ktérego réwnowaga w strategiach czystych nie
istnieje jest to, ze zbior strategii nie jest wypukly (np. jest skonczony). Wprowa-
dzenie strategii mieszanych uwypukla zbidr strategii. Wyptlaty sa liniowe wzgle-
dem prawdopodobienistw, zatem quasi-wkleste i ciaggle. Wobec tego skoriczona
gra musi mie¢ rownowage w strategiach mieszanych. Glicksberg (1952) pokazat
takze, ze gra, w ktorej zbidr strategii czystych kazdego z graczy jest wypuktym i
zwartym podzbiorem przestrzeni Euklidesowej, a funkcje wyptat sa ciaglte musi

mie¢ rownowage w strategiach mieszanych.
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Wr6émy do dominacji

Strategie czyste zdominowane przez strategie mieszana

Kolumna
Pétnoc Poludnie
Potnoc 0,0 4,-4
Wiersz Poudnie 4,4 0,0
Obrona 1-1 1-1

Zadna strategia czysta nie dominuje innej. Jednak dla gracza wierszowego
Obrona jest §ciSle zdominowana przez (0.5 Pdtnoc, 0.5 Potudnie). W rownowa-

dze kazdy z graczy wybierze taka wlasnie strategie mieszang.

Oczekiwana wyplata z tej strategii mieszanej jesli gracz kolumnowy wy-

biera Pdtnoé z prawdopodobienistwem N wyniesie
0.5(N)(0) +0.5(1 — N)(4) + 0.5(N)(4) + 0.5(1 — N)(0) = 2, (5)

Zatem niezaleznie od strategii przyjetej przez gracza kolumnowego, oczekiwana
wyplata gracza wierszowego jest wyzsza gdy zastosuje te strategie mieszana niz

gdy wybierze Obrone.

Wniosek: Wykluczanie z gory strategii mieszanych jest ztym pomystem.
Nalezy je rozwazaé, nawet jesli ostatecznie szukamy tylko réwnowag w strate-

giach czystych.
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Konkurencja cenowa 7z ograniczona in-
formacja o cenach.

Przypadek optymalnych, kosztownych
poszukiwan cenowych (Diamond, 1971).

N firm, koszt krancowy c. Kontinuum konsumentéw, kazdy zgtasza popyt
D(p). p™ bedzie oznaczalo cene, jaka wyznaczylby monopolista. Techniczne

zaltozenie: (p — ¢)D(p) jest wkleste.

Konsumenci znaja tylko rozktad cen — nie wiedza kto jest najtanszy. Moga
sprawdzi¢ cene danej firmy, ale to jest kosztowne (trzeba zadzwoni¢ albo pojsé,
to zajmuje czas, albo za sama wycene sie placi itd.). Zakladamy, ze dla danych
cen pi,...pn konsumenci uzyskuja ceny optymalnej liczby firm i kupuja D(p)

od najtarszej z nich.

Twierdzenie: Jezeli koszt uzyskania informacji o kazdej firmie wynosi s,

gdzie 0 < s < CS(p™), to w jedynej rownowadze Nasha mamy pj = p; =

.py=p".
(Czyli nawet dla malego s konkurencja de facto znika!) To, ze to jest

réwnowaga jest oczywiste, bo skoro wszyscy maja te same ceny, to po co szukaé
dalej?

Pytanie czy nie ma innej? Rozwazmy réwnowage w strategiach czystych
(p%,p5,...Dy)- Bez straty ogélnosci przyjmiemy, ze pi jest najnizsza. Jesli p}

nie jest rowne p™, firma 1 moze podnie$¢ cene do

min{p] + "} (6)

s
2D(pf)
i nie straci¢ konsumentow (czyli zyskaé, zatem to nie bylta rownowaga). Istotnie,
konsumentowi, ktory sprawdzit cene firmy 1, nie oplaca sie szukaé¢ dalej, bo
jego CS wzrosnie najwyzej o s/2, a wymagaloby to poniesienia kosztu s. Zatem
najnizsza cena to p™ (i oczywiscie najwyzsza tez). Podobny argument dla ew.

rownowag mieszanych.
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Przypadek gdy niektérzy konsumenci sa
poinformowani

Dla uproszczenia pzyjmiemy C' = 0; N = 2 oraz D(p) = 0 dla p > 1,
D(p) = 1 dla p < 1. Sprawdzenie jednej ceny jest darmowe dla wszystkich.
Sprawdzenie drugiej jest darmowe dla ¢ konsumentéw, ktérzy zatem wybieraja
najtansza oferte (rozloza sie rowno gdy réwne ceny). Natomiast dla pozostalych

1 — ¢ sprawdzenie drugiej ceny jest “drogie”.

Kroki:

1. zadna strategia nie jest grana z dodatnim prawdopodobienistwem (w szcze-
golnosci nie istnieje rownowaga w strategiach czystych). Szukamy mie-
szanej (dla uproszczenia: symetrycznej) opisywanej przez f. dystrybuanty
A(p), czyli A(p) to prawdopodobieristwo, ze gracz zagra co najwyzej p.

Kazda czasem wybierana cena musi §rednio dawac tyle samo.

2. jaka srednia wyplate daje najwyzsza kiedykolwiek wybierana cena? Wobec

tego: ile ona wynosi?

3. jak wyrazi¢ $rednig wyptate dla dowolnej innej ceny? ile ona musi wynosi¢?
Stad wyznaczymy A(p) i sprawdzimy czy jest “przyzwoita’ dystrybuanta.

Jaki jest jej no$nik?
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Gry Bayesowskie

Jak dotad zaktadalismy, ze reguly gry sa wspoélng wiedza wszystkich gra-
czy. W szczegdlnodci, ze wszyscy wiedza, ze wszyscy wiedza, ze... wyplaty sa

takie, jakie sa.

W praktyce, czesto nie mamy pewnosci co do wyplaty (celow, preferen-
cji) innych graczy. Przykladowo, zapisujac sie na dany przedmiot na studiach
nie wiemy czy nauczyciel bedzie czerpaé¢ sadystyczna przyjemnosé z oblania
mozliwie duzej liczby ludzi. Firmy zasadniczo nie wiedza jakie sa preferencje

konsumentow i funkcje kosztéw konkurencji.

Mozemy mys$le¢ o kazdym z graczy jako reprezentujacym jeden z mozli-
wych “typoéw”. Natura wybiera “typ” dla kazdego z graczy i moze wystaé sygnatl,

np. kazdy moze zna¢ swoj typ, ale nie typy innych.
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DEFINICJA: Gra Bayesowska

Gra Bayesowska sklada sie z

e skoniczonego zbioru N (zbiér graczy)

e skornczonego zbioru {2 (zbior stanéw $wiata)
i dla kazdego z graczy i € N

e zbioru A; (zbioru dostepnych dlan akcji)

e skonczonego zbioru T; (zbior sygnaléw, ktore gracz i mogltby zaobserwo-

wacé)
e funkcji 7; : Q@ — T; (funkcji sygnatu gracza i)

e miary prawdopodobieristwa p; na 2 (apriorycznych przekonan (a prio-

ri beliefs) gracza i) dla ktorych p;(r;'(t;)) > 0 dla wszystkich ¢; € T;
e relacji preferencji >; na wszystkich miarach prawdopodobienstwa na A x )
(relacja preferencji gracza i), gdzie A = X ;enA4;.

Co to wszystko znaczy?

e funkcja sygnatu okresla kto sie czego dowie o alokacji typow

e kazdy z graczy a priori przypisuje kazdemu sygnatowi, ktéry moze otrzy-

ma¢é dodatnie prawdopodobienistwo
e preferencje zaleza od stanu §wiata (to jest tego jakie typy reprezentuje ja

sam, a jakie inni)

Rownowaga Bayesa-Nasha zada by dla kazdego sygnalu, kazdy gracz wybie-
rat akcje najlepsza w §wietle swoich przekonan a posteriori, ktére wynikaja z

przekonan a priori, rownowagowych strategii innych i reguty Bayesa.
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Nieformalny przyktad 1: Ranking uniwer-
sytetow

W Scholarii jest dziesie¢ szkot wyzszych. Cieszaca si¢ zaufaniem organiza-
cja ustala ranking zgodnie z pewnymi obiektywnymi kryteriami (jako$¢ ksztal-
cenia, osiggniecia naukowe). Ranking w calosci rzadko jest przytaczany, nato-
miast kazda ze szkét moze opublikowaé na swojej stronie internetowej itp. ktore

miejsce zajmuje (nie moze ktamac). Ktore szkoly to zrobig?

Mozemy przyjac, ze “spolteczenstwo” jest tu dodatkowym graczem, ktory
czasem odwiedza strone ktorejs ze szkot i formuje przekonanie o jej miejscu w

rankingu. Kazda ze szkol chciataby byé postrzegana jako mozliwie dobra.

W réwnowadze szkota z pierwszego miejsca na pewno sie tym pochwali,
bo to moze tylko poprawié¢ jej wizerunek. Zatem o szkole, ktéra nie publikuje
swojego miejsca w rankingu wiadomo, ze jest co najwyzej druga. Zatem drugiej

takze optaca sie pochwali¢ itd.

Jezeli aprioryczne przekonania sa réwnomierne (przypisuja danej szkole
jednakowe szanse na dowolne miejsce w rankingu), to przekonania a posteriori
dotyczace szkoty, ktéra nie opublikowala, sa rownomierne na zbiorze tych miejsc
w rankingu, dla ktérych w réwnowadze szkota nie decyduje sie publikowaé. Za-
tem najwyzej sklasyfikowanej z niepublikujacych jednak optaca sie publikowaé
(chyba, zZe jest jedyna niepublikujaca, zatem najgorsza z nich). Sa wiec dwie
(rownowazne) rownowagi: wszystkie szkotly, lub wszystkie poza jedna publikuja.

Generalnie, nawet przedostatnia “chwali” sie tym, ze nie jest ostatnia.
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Nieformalny przykltad 2: podzial ciastka

Od ciasta odkrojono dwa zapewne nieréwne kawatki, zgodnie ze znanym
rozkladem prawdopodobieiistwa na mozliwych rozmiarach. Zostaja one przypi-
sane losowo dwojgu dzieciom. Kazde z nich zna tylko rozmiar swojego ciastka.
Jednocze$nie decyduja czy sie zamieni¢. Zamiana dojdzie do skuktu jesli obie

strony zglosza taka cheé. Jak mate ciasto warto zamienic¢?

36



Przyktad: czy informacja moze bole¢?

Informacja moze by¢ dla gracza szkodliwa. Sprobujemy tego dowiesé kon-
struujac dwuosobowa gre Bayesowska majaca nastepujace cechy: Gracz 1 jest
doskonale poinformowany, a gracz 2 nie; Gra ma jedyna réwnowage Nasha, w
ktorej gracz 2 osiaga wyzsza wyplate niz jego wyplata w jedynej rownowadze
gry otrzymanej z gry wyjsSciowej przez poinformowanie gracza jakiego typu jest

gracz 1.

Dwa jednakowo prawdopodobne stany $wiata:

L| M| R
U [ 1,2¢ [ 1,0 [ 1,3¢ stan w;
D| 22|00 0,3

L| M| R
U [ 1,2 | 1,3¢ [ 1,0 stan wy
D| 22| 0,3]0,0

Jesli tylko gracz 1 jest poinformowany, rownowaga jest (DD,L), co daje wyplaty
(2,2). Jezeli gracz 2 jest takze poinformowany, rownowaga w stanie wy jest (U, R)
a w stanie wy (U, M)
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Przyktad: konkurencja Cournota z niezna-
nymi kosztami

Rozwazmy duopol Cournota z odwrotng funkcja popytu P(Q) = a — Q, gdzie
Q = q1 + g2. Koszty firmy 1 to C1(q1) = cq1. Koszty firmy 2 moga wynosié
C3(q2) = crq2 z prawdopodobieristwem 6 i C2(g2) = cpqe z prawdopodobierni-
stwem 1 — 6, gdzie c;, < cg. Ktory z tych dwoch przypadkoéw akurat ma miejsce
wie tylko firma 2. Oczywiscie firma 2 moze chcie¢ wybraé inny poziom produkcji
gdy ma wysokie koszty niz gdy ma niskie. Istotnie, gdy jej koszty sa wysokie,
jej problem mozemy zapisaé jako:

H}IaX[(a —qi — q2) — culg
2

a gdy sa niskie jako:

n}IaX[(a —qi —q2) —cLlg
2

Gdzie ¢ jest réownowagowym wyborem firmy 1. Firma 1 ma nieco trudniejszy

problem. Poniewaz nie wie jakiego typu jest firma 2, rozwigzuje problem:
max0f(a —q - gz(cn)) — g + (1 = )l(a — a1 — gz2(cz)) — clar

To daje nam warunki pierwszego rzedu:

a—qi —(cu)

ailen) = I

* a’_q*_ CL
G3ley) = UL

= Ola —g3(cu) — ]+ (1 —0)[a—g3(cL) — ]
1 2

O ile wszyscy produkuja (tak bedzie jesli koszty nie sg zbyt zroznicowane...), to
rozwiazanie jest nastepujace:

. a—2cg+c 1-0
a3 (cn) = 3H + 5 (en —cz),

a—2c,+c 0
——— —z(ew —cp),

T

oraz
a—2c+0cyg+(1—0)cp

3

*_
1=
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Poréwnajmy to z przypadkiem doskonalej informacji:
= 2¢+c
L
Zatem w sytuacji niedoskonalej informacji firma 2 produkuje wiecej niz by pro-
dukowala w przypadku doskonatej informacji gdy jej koszty sa wysokie i mniej
niz by produkowala gdy jej koszty sa niskie. Istotnie, gdy koszty sa wysokie,
ale firma 1 o tym nie wie, bedzie produkowaé¢ troche mniej niz by produkowata

wiedzac, zatem zostaje wiecej rynku dla firmy 2 (i analogicznie dla niskich).
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Aukcje

Aukcje uzywane sa do sprzedawania dziet sztuki, pol naftowych, czestotliwo-
Sci, czolgéw, papieréw skarbowych, pluszakéw, przejazdéw pseudo-takséwkami,
starych znaczkéw pocztowych, autostrad, reklam na googlach i miliona innych
rzeczy. W zasadzie przestanki do skorzystania z mechanizmu aukcji zamiast me-

chanizmu stalej ceny sa takie:

e dalece nie ma pewnosci po jakiej cenie co$ sie sprzeda

e jest jeden sprzedajacy i wiecej niz jeden potencjalny nabywca (lub odwrot-

nie — w przypadku przetargoéw (procurement auctions)
e utrudniony jest arbitraz (odsprzedaz)

e kupujacy sa sktonni poczekac na decyzje innych kupujacych (np. dlatego,
ze odbywa sie to w sieci, albo dobro jest tak wyjatkowe, ze zainteresowa-

nym chce sie dokad$ pofatygowa¢ o oznaczonej porze)

e dobro jest na tyle cenne by warto sie bylo bawi¢

Zacznijmy od klasyfikacji. W aukcji gracze konkuruja o pewne dobro (lub
dobra, o tym pdzniej), ktore dla kazdego moze mieé¢ inna warto$é (wycene).
Mozemy dzieli¢ aukcje ze wzgledu na to jak te wyceny sa wzajemnie powigzane

(co ma istotny wplyw na strategie).

W aukcji z prywatymi wycenami, gracz nie moze sie dowiedzie¢ niczego
nowego na temat wlasnej wyceny dobra na podstawie wycen innych graczy (choé

ta wiedza moze zmieni¢ jego strategie licytowania).

Specjalny przypadek 1: aukcja z niezaleznymi prywatnymi warto-
§ciami independent private values: wartosci losowane niezaleznie, tak, ze

znajomo$¢ wlasnej wyceny nie pomaga odgadnaé wyceny innych.

Specjalny przypadek 2: wyceny powiazane (affiliated private valu-
es): przeciwnie, wyceny sa skorelowane i mozna czego$ sie dowiedzie¢ o wyce-

nach innych na podstawie wtasnej.
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Przeciwnie, w przypadku aukcji ze wspdlna wycena (pure common
values), wszystie wyceny sa jednakowe, ale kazdy z graczy moze mieé¢ inne
oszacowanie tej wyceny (gdy wszyscy ja po prostu znaja, aukcja przestaje byé

interesujaca i potrzebna).
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Reguty aukeji

Mozemy takze mowic¢ o rdéznych mechanizmach licytowania (ustalania ceny

i zwyciezcy), np.:

1. Rosngca (angielska, otwarta, ascending, open-outcry);

2. Pierwszej ceny, z uzyciem kopert (First-price sealed-bid);
3. Drugiej ceny, z uzyciem kopert (aukcja Vickrey’a);

4. Malejaca (holenderska);

5. Wszyscy placa (All-Pay).
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Aukcja rosnaca

Reguly
W kazdym momencie kazdy z graczy moze publicznie zglosi¢ nowa oferte (bid),
pod warunkiem, ze przebije aktualnie najwyzsza. Gdy nikt juz nie chce tego

zrobié¢, dobro otrzymuje ten, kto ztozyt najwyzsza oferte i wlasnie tyle placi.

Strategie
Strategia bedzie seria ofert jako funkcja (1) wyceny (2) apriorycznego przeko-

nania o wycenach innych oraz (3) dotychczasowych ofert innych.

Wyplaty
Zwyciezca otrzymuje swoja wycena pomniejszona o swoja (najwyzsza) oferte.

Pozostali otrzymuja zero.
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Wariacje na temat aukcji rosnace;j:

1. najmniejsze dopuszczalne podniesienie oferty (np. 10009)

2. aukcja zegarowa albo japonska (open-exit auction), w ktorej cena rosnie
w sposob ciagly i kazdy z graczy decyduje kiedy zrezygnowaé¢ z udziatu.

A kto zostanie w kole, na tego bec.

3. Aukcje na Ebay’u i Allegro: uczestnik podaje swojg maksymalng oferte,
automat licytuje za niego do tej kwoty. Aukcja konczy sie o oznaczonej

godzienie.

4. Aukcje na Amazonie: jak wyzej, z tym, ze kazde przebicie aktualnie naj-

wyzszej oferty przedtuza aukcje
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Formalizm: aukcja jednoczesna

Gracze: Sprzedawca i n kupujacych

1. Natura wybiera indywidualne wyceny v;, zgodnie z pewna $cisle rosnaca

i ciagla dystrybuanta F'(v) (f(v) oznacza gesto$¢) na przedziale [v, 7]

2. Sprzedajacy ustala mechanizm (G(b),¢(b)). G to funkcja przypisujaca n-
elementowemu wektorowi akcji b (bids) graczy n + 1-elementowy wektor
prawdopodobienistw otrzymania dobra. Jego elementy indeksujemy od 0:
G to pr., ze sprzedawca zatrzyma dobro. Oczywiscie G; nieujemne i sumu-
ja sie do 1. Podobnie #(b) to n-elementowy wektor nieujemnych optat. Be-
dziemy na ogdét rozwazaé mechanizmy traktujace kupujacych symetrycz-

nie.

3. Kazdy z bioracych udzial kupujacych wybiera akcje b; (bids — lacznie

tworza wektor b)

4. i-ty kupujacy otrzymuje dobro z prawdopodobieristwem G;(b) i ptaci ¢;(b).
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Wyplaty

Wyplata sprzedajacego (=przychéd=zysk) dana jest jako

n

s = Zti(b)) (7)

Mechanizm maksymalizuje przychdéd jesli oczekiwana wyplata sprze-

dajacego w réwnowadze jest mozliwie najwyzsza.
Wyptata kupujacego ¢ wynosi 0 jesli nie wezmie udziatu, a w p.p.:
mi(vi) = Gi(b)v; — ti(b) (8)
Oznaczmy najwyzsza wycene jako v(y), druga v(sy itd. (“remisy” zdarzaja
sie z prawdopoobienistwem 0, bo dystrybuanta jest ciagta).

Mechanizm nazwiemy efektywnym jesli w réwnowadze dobro zawsze

otrzyma kupujacy z najwyzsza wycena, czyli

G(b*(v(l))v =1
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Aukcja pierwszej ceny

Zasady
Kazdy kupujacy zglasza jedna oferte, nie znajac ofert innych. Dobro otrzymuje

ten, kto zglosil najwyzsza oferte i ptaci tyle, ile zaproponowatl.

Strategie

Strategia okresla jak oferta zalezy od wyceny.

Wyplaty
Wyptlata zwycieskiego oferenta to jego wycena pomniejszona o oferte. Pozostali

otrzymuja zero. Sprzedajacy zarabia tyle ile wynosi najwyzsza oferta.
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Aukcja pierwszej ceny z ciggltym rozkia-
dem wycen

Natura niezaleznie losuje wyceny dla n neutralnych wzgledem ryzyka ku-
pujacych, zgodnie z ciagta funkcja gestosci f(v) > 0 (dystrybuanta F'(v)) na
przedzale [0, 7).

G(b(v)) oznacza prawdopodobienistwo, ze gracz wygra aukcje zlozywszy
oferte b(v) (czyli odpuszczamy sobie indeksy ;). Wyplata kupujacego jako funk-

cja jego wyceny v i funkeji ofert b(v) dana jest wzorem:

(v, b(v)) = G(b(v))[v = b(v)]. (9)

48



Jak znalez¢ réwnowagowe tunkcje ofert?
7 réwnania (9) mamy
b(v) = v — W (10)
niestety b(v) wystepuje po obu stronach :-(. Musimy przepisa¢ 7 i G jako funkcje
tylko v.

Zacznijmy od G(b(v)). Jesli funkcje ofert sa monotoniczne (wyzsza wycena
= wyzsza oferta), to kupujacy z najwyzsza wycena zalicytuje najwyzej i wygra.
Zatem szansa wygrania to szansa, ze kazdy z n — 1 konkurentéw ma mniejsza
wycene:

G(b(v)) = (F(v))"~". (11)

Teraz wezmy sie do 7(v, b(v)). Zgodnie z twierdzeniem o obwiedni (envelo-

pe theorem) jesli b(v) jest wybrane optymalnie, to pochodna (v, b(v)) wzgledem

. . . . ar _ n.
v réwna si¢ pochodnej czastkowej, bo z; = 0:

dm(v,b(v _ Om(v,b(v)) Hb om(v,b(v)) _ Om(v,b(v
(dv( ) (81)( ))% + (8u( ) ((%( ) (12)

Stosujac to do réwnania (9) otrzymujemy

dm(v,b(v))
—==G(b . 1
=) — Go(w)) (13)
Podstawiajac z rownania (11) dostajemy pochodng 7 jako funkcje v:
dm(v,b(v)) 1
—= = (F ne 14
) (R () (14)

Teraz mozemy scatkowaé wzgledem wszystkich mozliwych wartosci od 0 do v.

7(0) bedzie stala calkowania:

m(v,b(v)) ==(0) + /()U(F(x))”ldff = Jo (F(x))"~'da. (15)

Ostatni krok jest prawda, bo kupujacy o wycenie v = 0 nigdy nie zalicytuje

niczego dodatniego, zatem jego wyplata musi wynosi¢ 7(0,5(0)) = 0.

Wroémy teraz do funkcji oferty z rownania (10) i podstawmy za G(b(v)) i
(v, b(v)) wartosci z rownan (11) (15):

Jy (F@)™dx

Y= T

(16)
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Rozwazmy F(v) = v/, (rozklad jednostajny). (16) staje sie

~—
3
|
—_
ISH
S

b(v) =v-— 7‘[0 (

STISE ST

~—
3
|
—_

g = (=)

Fadny wynik mimo zmudnych obliczei. Mozna zauwazy¢, ze im wiecej uczest-
nikéw, tym bardziej agresywnie (wyzej) kupujacy powinien licytowaé. Warto
takze podkredli¢, ze powyzsza strategia nie jest dominujaca. Jesli inni np. sa

nieracjonalnie agresywni, my takze powinni§my by¢ bardziej agresywni.

A co z awersja do ryzyka?
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Aukcje drugiej ceny

Reguly
Kazdy kupujacy zglasza jedng oferte, nie znajac ofert pozostatych. Oferty zo-
staja ujawnione, wygrywa ten, kto ztozyl najwyzsza, ptacac kwote zalicytowana

przez drugiego.

Strategie

Strategia okresla jak oferta zalezy od wyceny.

Wyptlata
Wyplata zwycieskiego oferenta to jego wycena pomniejszona o druga najwyzsza

oferte. Pozostali otrzymuja zero. Sprzedawca zarabia druga najwyzsza oferte.

Twierdzimy, ze b(v) = v slabo dominuje kazda inna strategie. Przez p
oznaczmy najwyzsza sposrod ofert zlozonych przez innego kupujacego niz i.

Rozwazmy trzy przypadki:

1. p < v; [chcemy wygra¢] Kazda oferta b > p (w tym b = v;) przynosi
v; —p > 0. Kazda oferta b < p przynosi 0. b = p przynosi (v; —p)/2 < v;—p

2. p > v; |nie chcemy wygraé| Kazda oferta b > p przynosi v; —p < 0. Kazda
oferta b < p (w tym b = v;) przynosi 0. b = p przynosi (v; — p)/2 < 0

3. p =v; [wszystko jedno] Zawsze dostaniemy 0.

Czy to jedyna rownowaga? Nie. Przyktadowo, gdy jest dwoch graczy i ich
wyceny moga przyjmowaé wartosci 10 lub 20, to mamy tez taka réwnowage:
bi(v=10)=10 b1(v=20)=20
(18)
by(v=10)=1 by(v=20) = 11.
Ogolnie, kazda kombinacja strategii, w ktorej jeden z graczy sktada oferte row-
na lub wyzsza najwyzszej mozliwej wycenie i §rednio rzecz biorac zarabia jest

réwnowaga.
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Aukcje malejace (holenderskie)

Reguly
Sprzedawca oglasza cene poczatkowa, ktéra obniza w sposéb ciagly, az ktos go

zatrzyma, kupujac po tej cenie.

Strategie
Kiedy zatrzymaé aukcje, jako funkcja wlasnej wyceny (wiec whrew pozorom to
nie jest gra dynamiczna — jesli dowiedzieliémy sie czego$ nowego, to jest juz za

po7no).

Wyplaty
Zwycieski oferent otrzymuje swoja wycene pomniejszong o cene, na ktorej za-

trzymal. Placi te cene sprzedawcy. Reszta: zero.

Aukcje holenderskie sg strategicznie ekwiwalentne aukcjom pierwszej
ceny, co oznacza, ze istnieje funkcja roznowartosciowa i “na” przypisujaca stra-
tegiom w jednej z nich strategie w drugiej, taka, ze odpowiadajace sobie kom-

binacje strategii daja te same wyptlaty.

Warto zwréci¢ uwage, ze aukcje rosnace, cho¢ “podobne” do aukcji drugiej
ceny, sa ekwiwalentne tylko gdy n = 2. Tzn. jesli gdy czego$ sie dowiemy, to jest

juz za p6ézno.
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Aukcje “wszyscy placg’

Reguly
Kazdy z kupujacych jednoczesnie zglasza oferte. Najwyzsza oferta wygrywa.

Kazdy ptaci swoja oferte.

Strategie
Oferta jako funkcja wyceny.

Wyplaty

Zwyciezca: jak zawsze. Przegrani: minus oferta. Sprzedawca: suma ofert.

Przyktady: konkursy SMS-owe, niektore aukcje dobroczynne, niektére formy

konkurencji (np. wyscigi R&D, wyscigi zbrojeri)
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All Pay: przypadek jednakowych wycen

Zalézmy, ze n graczy ma te same wyceny v. Oczywiscie nie bedzie réwno-

wagi w strategiach czystych.

Zalézmy symetryczng réwnowage. Kazdy z kupujacych uzywa tej samej
strategii mieszanej, danej rozkladem prawdopodobienistwa z dystrybuanta M (b).
Powinna by¢ ciagta (jesli nie jest, czyli jesli jakas konkretna warto$¢ jest grana
z dodatnim prawdopodobienistwem, to lepiej zwiekszy¢ ja sobie o € by uniknaé
remisow). Rozwazmy najnizsza wartosé b, ktora kiedykolwiek kupujacy wybie-
ra. Poniewaz nie daje ona szansy wygranej, to musi to by¢ b = 0. Zatem w

rownowadze 7(b) = 0 dla kazdej czasem wybieranej b. Stad

(M(b)" v =b, (19)

M(b) = \/E (20)

Rozwazmy skrajne oferty. Mamy M (0) = "*i/g =01iMw) = *\1/% =1, tak
jak by¢ powinno — jest przyzwoita dystrybuanta: z wartosciami rosnacymi od 0
do 1.

zatem
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All Pay: przypadek wycen losowanych z
przedziatu

Zalézmy teraz, ze kazdego z n kupujacych charakteryzuje wycena v wylosowana
z rozkladu o gestosci f(v). Przypuszczamy, ze roOwnowaga jest symetryczna,

wykorzystuje strategie czyste, oraz, ze funkcja ofert b(v), jest $cisle rosnaca.

Wykorzystujac rozumowanie podobne do tego zastosowanego do mechani-
zmu aukcji pierwszej ceny mozemy wyznaczy¢ strategie rownowagowe dla przy-

padku wycen o rozkladzie jednostajnym na [0, 1]:

1
b(v):”n yr
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Twierdzenie o ekwiwalentnosci przycho-

dow (RET)

Pytanie: ktory mechanizm jest najlepszy? Okazuje sie, ze wszystkie spel-

niajace pewne zatozenia sa réwnie dobre.

Zalézmy, ze wszyscy gracze sg neutralni wobec ryzyka, a wyceny sa pry-
watne, wylosowane niezaleznie z tego samego rozkladu zadanego ciagla, Scisle
rosnaca dystrybuanta F'(v) na [v, 9]. Jesli zarowno dla Mechanizmu A; jak Me-

chanizmu A, prawda jest, ze:

1. zwyciezca zostaje kupujacy o najwyzszej wycenie [aukcja jest efektywnal

2. “najgorszy typ” v = v ma warto$¢ oczekiwang wyptaty réwna zero,

to w symetrycznej rownowadze kazdego z tych mechanizméw oczekiwane wy-

platy sa takie same dla kazdego typu kupujacego i dla sprzedajacego.

96



Dowo6d RET

Mozemy mysleé¢ o ofercie jako o sygnale wyceny, ktora za nig stoi. np. w dwuoso-
bowej aukeji pierwszej ceny z jednostajnymi wycenami na [0, 1] oferta .3 znaczy,
ze mamy wycene .6. Rozwazmy kupujacego o typie (wycenie) v, ktory wysyla
sygnat $wiadczacy o tym, ze jego wycena to z. W rezultacie §rednio zaptaci pew-
ne p(z). Chcemy mieé¢ prawdomownosé w rownowadze, tj. z = v. Z zalozenia 1
wynika, ze prawdopodobieiistwo, ze gracz zdobedzie dobro o ile wybierze sygnat
z wynosi F(2)"~1, tj. prawdopodobienstwo, ze kazdy z pozostalych n— 1 graczy
ma wycene v < z. Oznaczmy to p-stwo przez G(z), z gestoscia g(z). g(z) jest
dobrze okreslone, bo przyjelismy, ze F(v) jest rosnaca i ciagla.

Oczekiwana wyplata kazdego kupujacego typu v jest taka sama, bo ogra-
niczamy sie do symetrycznych réwnowag. Wynosi ona:

m(z,v) = G(z)v — p(2). (21)

Warunek pierwszego rzedu wzgledem wyboru sygnalizowanego typu z (ktory
bedzie spelniony, bo rozwiazanie brzegowe z = 0 lub z = ¥ klociloby sie z
efektywnoscia z zalozenia 1) dany jest wzorem:

dm(z;v) dp(z)
- — = 22
S gy - <o, (22
zatem P
% = g(2)v. (23)
szukamy réwnowagi z prawdoméwnoscia, mozemy zatem za z podstawié v:
d,
ZS)”) = g(v)v. (24)

Nastepnie catkujemy (24) po wszystkich wartosciach od 0 do v, dodajac p(v)
jako stala catkowania :

o) =p(w) + [ glareds. (25)

Mozemy skorzystac z (25 by podmieni¢ p(v) w rownaniu (21). Po zamianie z na
v 1 podstawieniu p(v) = 0 na mocy zaloZenia 2, mamy:

w(v,v) = G(v)v —/ g(x)zdz. (26)
Rownanie (26) mowi, ze oczekiwana wyplata kupujacego typu v zalezy wylacznie
od rozktadu G(v), ktory z kolei zalezy wytacznie od rozktadu F(v), a nie od
funkcji p(z) albo innych cech danego mechanizmu aukcyjnego. A skoro wyplaty
kupujacych sg takie same, to sprzedajacego tez. Q.E.D.
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Symetryczne rownowagi aukcji: rosngcej, pierwszej ceny, drugiej ceny, ma-
lejacej i all-pay spelniaja oba warunki réwnania RET, zatem przynosza takie

wyptaty kupujacym i sprzedajacemu.
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Uwagi
1. Chociaz rézne mechanizmy aukcji przynosza te sama oczekiwang wyplate,
wyptata dla danej, konkretnej realizacji losowych wycen moze by¢ rézna
2. RET dziata tylko dla niezaleznych, prywatnych wycen

3. zalozeniem RET jest efektywnos$¢ aukcji. Czesto istnieje niefektywny me-
chanizm, ktéry jednak przynosi wyzszy oczekiwany przychéd sprzedaja-

cemu

Zalozmy, ze wyceny sg jednostajne na [0,10] i n = 2.

ad 1: Rozwazmy konkretne wartosci, np. v; = 8: aukcja pierwszej ceny

okaze sie akurat “lepsza” gdy vy < 4 i “gorsza” w przeciwnym przypadku.

ad 2: zalozmy, ze rozklady nie sg niezalezne: v, = 10 — v1. Aukcja drugiej
ceny da sprzedajacemu drugg najwyzsza wyceng, p = v(z). Ale reguta: zwyciezca
placi 10 minus druga najwyzsza oferta minus epsilon przyniesie sprzedawcy duzo

wiecej: najwyzsza wycene minus epsilon.

ad 3: niezerowe ceny minimalne moga podnie$é¢ przychody kosztem efek-

tywnosci
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Cena minimalna (reserve price — w nie-
ktorych aukcjach mozemy ja nazwaé wy-
wolawczg)

Mechanizm moze mie¢ cene minimalng r, ponizej ktérej dobro nie zostanie
sprzedane. Generalnie im wyzsza cena minimalna, tym nizsza efektywnosé, bo
dobro nie zostanie sprzedane gdy ze ztozonych ofert wynika ptatnosé mniejsza

niz cena minimalna.

Zacznijmy od najprostszego przypadku n = 1, aukcja drugiej ceny. Gene-

ralnie sprzedajacy zarobi r, o ile kupujacy zechce tyle zaptacié:
E(Ilg) = (1 — F(r))r.

Im wieksza cena minimalna, tym wieksze ryzyko, ze sie nie sprzeda. Warunek

pierwszego rzedu:
1—F(r)— f(r)r=20

Zatem optymalna cena minimalna spelnia warunek:

1 F(r)

o fn)
Przyktadowo, dla rozkladu jednostajnego na [0, 1] optymalne jest » = 0.5. To
generalnie nic nowego pod storicem — problem monopolisty. Mozemy bowiem
mysle¢ o 1 — F(r) jako ilosci ¢, ktora zostanie $rednio rzecz biorac sprzedana.

Jak zawsze chcemy mie¢ MR=MC.

MR(T)=CZ(Tq(T)):r+dq‘/’W:r_1}(I:)(”:0

Gdy n jest wieksze, to z jednej strony mniejsze ryzyko, ze nikt nie zechce
kupié, ale z drugiej strony mniejszy pozytek, bo i tak muszg licytowaé¢ ostro by
przelicytowaé innych. Zatem nie jest oczywiste czy optymalna cena minimalna
spada czy ro$nie wraz z n. Po rachunkach, ktére sobie odpuscimy, okazuje sie, ze
w ogodle od niej nie zalezy. Intuicja jest taka: ustalmy druga najwyzsza wycene
v, Pytamy czy warto podnosi¢ r. Ot6z to zalezy od warunkowego rozktadu
v pod warunkiem v®, bo podwyzszanie r jest dobre gdy v jest od niej

wyzsze, a sprzedajacy traci w momencie gdy ja przekroczy. Otoz rozktad v
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pod warunkiem v(?) nie zalezy od tego ile jeszcze wycen jest ponizej v(2). Okazuje
sie nawet, ze optymalna cena minimalna jest taka sama dla aukcji pierwszej i
drugiej ceny czyli zawsze spelnia warunek
1—F(r
_1-F()
f(r)

(lub ewentualnie warunek

1-F
rzi(r)—i—vg.

f(r)

jesli dopuscimy nie-zerowa warto$é¢ dobra dla sprzedajacego).
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Aukcje o wspolnej wycenie 1 klatwa zwy-
CleZCy

Przedmiotem aukcji jest przedmiot wyceniany na V' ale uczestnicy musza
zlozy¢ oferte na podstawie obserwowanego przez siebie oszacowania tej wielkosci.
Nawet jesli oszacowanie to jest nieobciazone (tj. srednio rzecz biorac poprawne),
wystepuje klatwa zwyciezcy: Jesli uczestnicy aukcji o wspoélnej wycenie licy-
tuja do poziomu swojego oszacowania tej wyceny, zwyciezca zostanie ten, kto
najbardziej przeszacowal. W rezultacie §rednio rzecz biorac zwyciezca osiaggnie

ujemng wyplate.
Wygranie aukcji to zta wiadomosé.

Rozwazmy aukcje drugiej ceny, z dwoma graczami. Jesli gracz 1 wygrywa
ztozywszy oferte b(01) oparta o jego aprioryczne przekonanie o wartosci dobra

01, przekonanie a posteriori jest bardziej pestymistyczne:
01 = E(v[o1,b(02) < b(01),...,b(0n) < b(01)). (27)
Informacja, ze b(03) < b(01) to zta wiadomosé, poniewaz sugeruje, ze v

jest niskie. Zatem
01 < E(Ulﬁl) = 11, (28)

Mozna myS$le¢ o wyptacie uczestnika aukcji jako o warunkowej ofercie.

Uczestnik aukcji drugiej ceny chciatby zlozy¢ oferte [X pod warunkiem

przegrania aukcji, ale (X —Y) pod warunkiem jej wygranial,

gdzie X jest jego oszacowaniem wartosci przedmiotu pod warunkiem prze-

grania aukcji, a (X —Y) jest oszacowaniem pod warunkiem wygrania.

Ale jak i tak mam przegraé, to co za roznica co zalicytuje? Powinienem

wiec licytowaé swoje oszacowanie wartosci dobra przy zalozeniu wygrania aukcji.
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Prosty przypadek aukcji o wspoélnej wy-
cenie

Pole naftowe sktada sie z dwoch czesci. Wycena kazdej z czesci losowana jest
niezaleznie 7z rozkladu jednostajnego na [0,1]. Gracz 1 zna wycene pierwszej
czedci, s1 a gracz 2 wycene drugiej, so. Laczna warto$é to ich suma, v = s1 + ss.

Jak powinni licytowa¢ w aukcji drugiej ceny?

Ex ante, oczekiwana warto$¢ to 1. Zalézmy teraz, ze gracz 1 obserwuje
s1 = 0,3. Jego skorygowane oszacowanie wyceny catosci to 0,8. Czy powinien

tak zalicytowa¢? Nie, bo wygra raczej wtedy, gdy so jest niskie.

Rozwazmy symetryczna rownowage, z rosnaca oferta jako funkcja sygnatu.
W rownowadze wygram wtedy i tylko wtedy gdy mam wyzszy sygnal. Zatem z
sygnatem 0,3 spodziewam sie wygrac tylko jesli drugi sygnat jest jeszcze nizszy,

zatem oczekiwana wartosé pola to tylko 0,45!

W réwnowadze nie oplaca sie zmieni¢ oferty nawet odrobine. Kiedy tak
bedzie? Jak drugi gracz ma wyzszy sygnal, to i tak go nie przelicytuje. Jak ma

nizszy, to i tak go przelicytuje. Musze zatozy¢, ze ma dokladnie taki sam.
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Prosty przypadek aukcji o wspoélnej wy-
cenie: rozwigzanie

b1(s1) = E(v|s1,s1) = 251 1 ba(s2) = E(v|s2,82) = 285 jest wiec naszym
kandydatem na rownowage. Istotnie, gdy s < s1, to by < by, gracz 1 kupuje po
cenie 2s9 < $1 + $o = v 1 nie zaluje decyzji. Gracz 2 musialtby licytowa¢ ponad
2s1 aby wygrac¢, zaplacitby 2sy, czyli wiecej niz warto$¢ dobra. Analogiczne

rozumowanie dla przypadku sy > s7.

Zauwaz ze 2s; NIE jest strategia dominujaca w tym przypadku. Jezeli
zaobserwuje s; = 0,8 i zalicytuje b; = 1,6, moze sie zdarzyé, ze drugi gracz
zaobserwuje so = 0,2 ale zalicytuje by = 1,4 (cho¢ nie powinien). Zaplace 1,4 za

pole warte 1.
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A co w przypadku n graczy?

Inéw, zatdzmy, ze v = s1 + s2 + ...s,. Czy powinienem zakladaé, ze
kazdy ma dokladnie taki sam sygnal? NIE. Nalézmy, ze n = 5 1 wszyscy tak
postepuja i ze obserwuje najwyzszy sygnal, s; = 1 Czy powinienem licytowaé
57 Drugi najwyzszy sygnal srednio rzecz biorgc wyniesie 0,8, wiec oferta 4, czyli
zaplace srednio 4, cho¢ pole jest srednio rzecz biorac warte tylko E(V]s; =1) =
1+4-.5=3.

Skad obsuwa? Wystarczy, ze jeden konkurent ma doktadnie taki sam sy-

gnal, a pozostali — nizszy, by mata zmiana b robila réznice. Zatem kandydatem

na réwnowage jest b;(s;) = 2s; + (nff)si = ("+22)Si.

Przyktadowo, gracz obserwujacy s; = 1 §rednio rzecz biorac zaptaci w =

2,8 za pole warte 3. Ogolniej, dla dowolnego sygnatu s;, oczekiwana warto$é¢ wy-

ceny pola pod warunkiem tego, ze s; jest najwyzszym sygnalem wynosi s; %L,

1
2
n—1 (n+2)
n 2

a oczekiwana zaplata s; , czyli mniej. Jesli nawet (najgorszy przypa-

dek), drugi najwyzszy sygnal jest dokladnie taki sam jak nasz, $rednio zaro-

bimy zero. Z tego wynika, ze to faktycznie rownowaga. Istotnie, zatézmy, ze

(n+2)s;
2

pozostali korzystaja ze strategii b;(s;) = . Chcemy wiedzie¢ jaka jest

maksymalny najwyzszy sposrdéd pozostalych sygnalow, s(_li), dla ktérego gracz
1 chcialby wygra¢ aukcje. Oczywiscie do zaptaty w przypadku wygrania be-

(1) nt2
2

dzie s>/

. Natomiast o ile wygramy w tej sytuacji, to srednio dostaniemy
s + s(fl) + 892 2= g 4 s(fz) 5. Roznica miedzy przychodem a kosztem wy-
1)

nosi s; — s/, czyli chcemy wygra¢ aukcje tylko jedli mamy wyzszy sygnal niz

najsilniejszy konkurent, czyli musimy imitowacé jego strategie, cbdo.

Mozna zauwazy¢, ze ta strategia nie tylko nie dominuje stabo, ale mozemy
jej pozatowacé ex post nawet gdy wszyscy sie jej trzymaja. np. dla n = 3 gdy
mamy s; = 0,8,s9 = 0,7, s3 = 0,6, to gracz 1 kupi pole sktadajac oferte by =
251 + %5 = 2. Ale warto$¢ pola wynosi 2,1, wiec dowolny inny gracz moégtby
zarobi¢ oferujac np. 2.01. Skonstruuj przykitad, w ktorym gracz wygrywajacy

aukcje traci na tym.
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Czy klatwa zwyciezcy naprawde dziala?

Tabela 1 “Powazne” oferty na aukcjach pdl naftowych (Rasmusen)

Offshore Santa Barbara Offshore Alaska
Louisiana Channel Texas North Slope
1967 1968 1968 1969
Tract SS 207 Tract 375 Tract 506 Tract 253
32.5 43.5 43.5 10.5
17.7 32.1 15.5 5.2
11.1 18.1 11.6 2.1
7.1 10.2 8.5 1.4
5.6 6.3 8.1 0.5
4.1 5.6 0.4
3.3 4.7

2.8

2.6

0.7

0.7

0.4

Mozna zgadywaé, ze zwyciezca czesto przeptaca.
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Przychody w aukcjach o wspolnej wyce-
nie

Twierdzenie o ekwiwalentnosci przychodu nie musi obowigzywaé¢. W szcze-
golnodci jesli jest wspolny komponent wyceny i sygnaly sa “powiazane” (affiliated
— z grubsza: dodatnio skorelowane), to aukcja rosnaca i aukcja drugiej ceny daja
wieksze oczekiwane przychody niz aukcja pierwszej ceny lub malejaca (te dwie
sa oczywiscie ekwiwalentne). Jesli jest wiecej niz dwoch graczy, to aukcja rosna-
ca przynosi wiekszy oczekiwany przychéd niz aukcja drugiej ceny. Intuicja jest
taka, ze nadwyzka zwyciezcy aukcji generalnie wynika z jego prywatnej informa-
cji. Przyktadowo, gdyby najwyzsza wycena byla znana, mozna by jej zazadaé
(minus €). Ot6z w przypadku aukeji drugiej ceny kwota, ktora zaplaci zwyciez-
ca zalezy od informacji jednego innego gracza (via wysoko$¢ drugiej oferty) a w
przypadku aukcji rosngcej — od informacji wszystkich innych graczy. A poniewaz
sygnaly sa powiazane, to info innych moéwi cos o info zwyciezcy. Wiec jego renta

informacyjna spada.
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Strategie w aukcjach o wspolnej wycenie:
przypadek aukeji drugiej ceny i aukcji ro-
SNace]

Z niezaleznymi prywatnymi wycenami kupujacy powinni licytowaé zgodnie
ze swoja wycena. Jest tak poniewaz
1. Twoja oferta nie ma wplywu na cene, ktorg zaptacisz

2. b(v) = v to jedyna strategia, przy ktorej na pewno wygrasz gdy chcesz
wygrac (bo cena — najwyzsza sposrod pozostalych ofert — jest mniejsza od

Twojej wyceny) i przegrasz gdy chcesz przegraé (bo jest wyzsza)

Ale jak licytowaé gdy nie znasz swej wyceny v, a jej oszacowanie jest inne gdy

wygrasz niz gdy przegrasz?
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Zalézmy, ze wycena v ma a priori rozktad nieinformacyjny — dowolna war-
to$¢ jest tak samo prawdopodobna (jak komus sie nie podoba, to moze przyjac,
ze to jednostajny na b. dlugim przedziale). Kazdy z n graczy obserwuje pry-
watny sygnal s; losowany niezaleznie z przedzialu [v — m, v + m], gdzie m jest

znang stala.

Maksymalna mozliwa wartoS¢ v to s(,) + m. Minimalna mozliwa wartos¢
to s(1) — m. Kazda w tym przedziale jest jednakowo prawdopodobna, zatem

nieobcigzonym estymatorem v jest

S(m) @)
o

(licza sie tylko dwa skrajne sygnaly. W szczegolnosci srednia czy mediana moga

by¢ zupelnie inne).
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Aukcja rosnaca (japoriska)

Rownowaga: Jedli nikt jeszcze nie zrezygnowal, kupujacy ¢ powinien zrezygno-
waé gdy cena osiggnie poziom s;. Jesli kto§ juz wczesniej zrezygnowal — pierw-
szy przy cenie p(,) — kupujacy ¢ powinien zrezygnowac przy cenie p; = %
Wyjasnienie: Czy oplaca sie male odstepstwo od réwnowagi? Zawsze sa dwie
mozliwo$ci: a) kto§ ma wyzszy sygnal niz i b) wszyscy pozostali jeszcze w grze
maja taki sam sygnal. (Bo ci, co mieli nizszy, zrezygnowali juz wczesniej). W
przypadku a) i tak nie wygramy aukcji. W przypadku b) jesli jeszcze nikt nie
zrezygnowal, czyli wszyscy maja s;, wycene dobra szacujemy na s;, wiec fak-
tycznie trzeba przy tej cenie zrezygnowaé. Jedli natomiast niektorzy wczedniej
zrezygnowali, z czego pierwszy przy cenie p(,), a pozostali wszyscy maja s;, to

P(n)tsi
2

wycene szacujemy na , wiec faktycznie przy tej cenie nalezy zrezygnowac.

Jest tak dlatego, ze w r6wnowadze s(,) = p(n)
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Zwyciezca zaplaci cene, przy ktorej zrezygnowat drugi, czyli S(”)Zﬂ Sred-

nio wielkosci te wyniosa

Bsay = @—m)+ (%52) (v +m) = (v = m))
(29)
=v+ (ij) m.
oraz
Esqpy = (v—m)+ (%) ((v+m) — (v—m))
(30)
— vt (151) m
Czyli $rednio do zaplaty bedzie
v+ (22 ) m]+[o+ (222 )m
Epy = LRttt
(31)
—v—(3) (54) 2m
np. gdy m = 50 i n = 4, mamy
1
Ep)y =v — <10> (100) = v — 10. (32)

Oczekiwany przychéd sprzedajacego roénie wraz z liczba graczy n i spa-
da wraz z parametrem m mierzacym niepewno$é¢ (wynikajaca z niedokladnosci

sygnalow). Podobnie bedzie dla innych formatow aukeji.

Warto zauwazy¢, ze w klasycznej aukeji rosnacej czasem nie wiadomo kiedy
zrezygnowal pierwszy z graczy. Je§li w ogole nie widaé kiedy kto rezygnuje, to

dziala ona jak aukcja drugiej ceny.
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Aukcja drugiej ceny

n—2

—2) m.

Rownowaga: Licytuj p; = s; — (

Wyjasnienie: Trzeba zalozy¢, ze masz najwyzszy sygnal, ex aequo z jednym
innym graczem, zatem bedzie trzeba zaplaci¢ doklanie wysokosé swojej oferty.
Jakiego V' mozemy sie spodziewaé¢ w takiej sytuacji? Z wzoru na oczekiwang
warto$¢ najwyzszej spossrod n—1 realizacji zmiennej o rozktadzie jednostajnym:

si=(0=m)+ (SEEETR) (vt m] ~ o = m))

(33)
=+ (”72) (m).

n

Nalezy zalicytowaé warto$¢ v bedaca rozwigzaniem réwnania, co daje p; = s; —

(”T_z) (m). (n—2 pozostalych graczy $rednio bedzie mieé¢ sygnal o m mniejszy).
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Srednio rzecz biorac, drugi najwyzszy sygnat to Es@y = v+ (

Zatem oczekiwana wysoko$¢ ceny i oczekiwany przychéd z aukcji to

Bpe = [+ (553) ml = (%52) (m)
—o— (22) () 2m.
Np. dla m = 50 i n = 4, mamy

Epay =v— (Z) (;) (100) = v — 15.

n—3
w2

Jesli jest przynajmniej trzech graczy, to oczekiwany przychéd bedzie nizszy

w aukcji drugiej ceny niz w aukcji rosnacej.
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Gry dynamiczne (z doskonaly in-
formacja)

(gry w postaci drzewa, gry ekstensywne)

DEFINICJA Gra dynamiczna z doskonatg informacjg sktada sie ze

e Zbioru graczy N.

e Zbioru mozliwych (skoniczonych lub nie) historii H spelniajacych naste-

pujace warunki:

— Zerowa (pusta) historia nalezy do H

— Jesli (a¥)g=1,. x € H (gdzie K moze by¢ nieskoriczone) oraz L < K,
to (a"”‘)kzl’_”’L €H

— Jesli nieskoriczona historia (a*)$° , speia warunek (a*)x—1,. 1 € H
dla kazdej dodatniej liczby catkowitej L, to (ak)z‘;l eH

(Kazdy element zbioru H bedziemy nazywaé historia; sktadaja sie one
z akcji podejmowanych przez graczy). Historie (a*)p—1,.

zwiemy zakonczong jesli jest nieskoiiczona lub jesli nie istnieje zadne

(a*) k=1, x+1 € H. Zbior historii zakoriczonych oznaczymy Z.

e Funkcji P przypisujacej kazdej niezakoriczonej historii (kazdemu elemen-
towi H\Z) element zbioru N. (P wskazuje kto ma sie ruszy¢ po historii

e Dla kazdego gracza i € N relacje preferencji >; na Z.

Historie h, po ktorej nastapita akcja a mozna oznaczyé¢ (h,a).

Interpretacja: po dowolnej niezakoriczonej historii (dotychczasowym prze-
biegu gry) h, gracz P(h) wybiera mozliwa akcje a, tj. taka akcje, ze (h, a) nalezy
do H.

Drzewo gry jest wygodnym sposobem przedstawiania gry dynamiczne;j.

Rysujemy spojny graf skierowany bez cykli, w ktorym tuki ($ciezki proste) od-
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Rysunek 2: Uproszczona gra przetargu ultymatywnego (mini-ultimatum game)

offer: 9,1

offer: 5,5

5,5 0,0 9,1 0,0

powiadaja akcjom, a Sciezki od “korzenia” odpowiadaja historiom. Kazda nieza-
koniczona historia prowadzi do innego wierzchotka nie beda cego liciem; kazda

zakonczona historia prowadzi do liscia.
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Strategie
Akcja # strategia!
Strategia to plan dzialania na kazda okolicznosé, w ktorej dziata¢ musimy.

DEFINICJA Strategia gracza j € N w grze dynamicznej z doskonala
informacja (N, H, P, >;) to funkcja przypisujaca dostepna akcje kazdej nieza-
koniczonej historii h € H\Z, dla ktorej P(h) = j.

Kombinacja strategii wszystkich graczy indukuje wynik gry — zakoniczona

historie.

Strategia powinna dyktowaé akcje nawet w tych wierzchotkach, ktoére, wg

tej strategii, nie zostang odwiedzone.

Gre dynamiczng mozna przedstawi¢ w postaci macierzy

76



Rysunek 3: Gra w wejscie na rynek

walczy¢ jesli gracz 1 wszedl ustapic jesli gracz 1 wszedt
wejsé -1,-1 3% 1%
nie wejsc 0*,5% 0,5*

Tabela 1: Gra w wejscie na rynek w postaci macierzowej

Zatem pojecie rownowagi Nasha mozna tatwo zastosowaé takze do gier

dynamicznych — to NE odpowiedniej gry macierzowej.
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Nash to za mato

W grach dynamicznych gracze moga chcie¢ zmienié¢ swoja strategie row-

nowagowa na ktéryms etapie.

Zaklada¢, ze tego nie zrobig cho¢ mogliby na tym zyska¢ — to naiwnosc.

To generalnie odpowiadaloby wierzeniu w niewiarygodne grozby.

DEFINICJA Podgra gry dynamicznej z doskonala informacja I' = (N, H, P, (>=;
)) nastepujaca po niezakornczonej historii h € H\Z nazywamy gre I'(h) =
<N7 Hlp, Pln, (=i |h)>7 gdzie

1. H|p jest zbiorem sekwencji akcji b/, dla ktorych (h,h’) € H,
2. P|lp(h) = P(h,R') dla kazdego h' € H|}, oraz

3. W =i |ph" wtedy i tylko wtedy gdy (h,h') =; (h,h").

Kazda gra jest swoja wlasna podgra (nastepujaca po pustej historii).

Oznaczmy przez s;|, strategie okreslong przez zastosowanie s; do podgry

I'(h) i analogicznie s*|h dla kombinacji strategii wszystkich graczy.

DEFINICJA Kombinacja strategii s* stanowi rownowage stabilng wzgle-
dem podgier (subgame perfect Nash equilibrium, SPNE jesli s*|h jest rowno-
waga Nasha dla kazdej podgry T'(h).

W grze w wejscie na rynek 3 (wejsc, ustapic¢) jest SPNE. (nie wejs¢, wal-
czy¢) jest NE, ale nie SPNE. Zauwaz, ze nie-wiarygodna grozba (“bede wal-
czy¢!”) gry dynamicznej odpowiada stabo zdominowanej strategii gry w postaci

macierzy.

Problem z SPNE: czy nie powinienem porzuci¢ mojego przekonania o ra-
cjonalnosci drugiego gracza gdy wybiera glupio? (zob. rys. 4). Gdyby gracz 2
byt racjonalny, powinien wybra¢ blokowanie. Czy moge zatem wierzy¢, ze nie
bedzie walczy¢? W tym przykladzie to rozumownie nie wywraca SPNE, ale w

nastepnym juz tak.
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Rysunek 4: Gra w wejscie na rynek z mozliwoscig blokowania

Wpus’cié blokowac

wpuscié¢, walczy¢, wpudcié, ustapi¢ blokowaé, walczy¢ blokowaé, ustapié

E—T: a1 3% 1 0%.6% 0% 6%
nie wejscé 0*,5 0,5 0*,6% 0*,6%

Tabela 2: Gra w wejscie na rynek z mozliwosciag blokowania — w formie macie-
rZowej
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Rysunek 5: Stonoga (McKelvey and Palfrey 1992)
1 P 2 P 1 P 2 P 1 P 2 P

]

]

(]

]

I:'Tfl

]
TR LLLLLLL

0.40 0.20 1.60 0.80 6.40 3.20
0.10 0.80 0.40 3.20 1.60 12.80

Stonoga

Czy zalozenie o wspélnej wiedzy o racjonalnosci jest racjonalne?
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Timing ma znaczenie: Cournot vs
Stackelberg

n=2 P=a—Q, Q= q + q, koszt jednostkowy: ¢; = cs = c.

Zyski:
= (P — i) = o — g — g — )

FOC:
O11,

dq;

=(a—q—qi—c)—g=a—-2¢—qi—c=0
Zatem dla dowolnego ¢_; najlepsza odpowiedzia gracza i bedzie ¢; =
a—q—i—Cq

max(~—5—*,0)

Jedli akcje wybierane sg jednoczesnie (Cournot), NE to (43¢, %5¢).

Ale jesli sekwencyjnie (Stackelberg), to istnieje wiele NE, z ktorych jedna

jest SPNE: (93¢, 7). Laczna produkcja jest inna, gracz 1 zyskuje (dlaczego?),

gracz 2 traci.
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Wtasnosci SPNE

Oczywidcie kazda SPNE jest rownowaga Nasha ale odwrotna zalezno$c¢ nie

jest prawdziwa.

Istnienie: kazda skoriczona gra dynamiczna ma réwnowage stabilng wzgledem
podgier (ktéra mozna znalezé przy pomocy indukcji wstecznej (backward induc-
tion), czyli rozwiazujac gre ,,od konca”, od najmniejszych podgier, wnioskujac
jak nalezy sie zachowa¢ na podstawie tego, jakiego zachowanie spodziewamy sie

pdzniej.

(nie)jednoznaczno$é: Moze istnie¢ wiecej niz jedna rownowaga stabilna wzgle-
dem podgier. Przykladowo, bedzie tak gdy gracz, ktéry rusza sie jako ostatni na
sciezce SPNE jest indyferentny pomiedzy dwoma najlepszymi akcjami. Czasem
jednak wszystkie, liczne, rownowagi stabilne prowadza do tego samego wyniku
(tak jest niewatpliwie w szachach, cho¢ nie wiadomo jakie sg strategie rowno-
wagowe). Natomiast jesli nie ma zadnej indyferencji, to SPNE jest zdefiniowana

jednoznacznie.
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Dwa na ogo6t niegrozne uogodlnienia
Ruchy losowe: w niektérych weztach akcje wybiera “natura”, zgodnie z

predefiniowanym prawdopodobienistwami.

Ruchy jednoczesne: w niektérych weztach akcje wybiera kilku graczy
jednoczesnie. UWAGA: w takich grach SPNE w strategiach czystych moze nie

istnie¢ (np. gra papier-nozyce-kamieri).
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Rysunek 6: Wojna plci z opcja zewnetrzng

Pat\Robin hox opera
in box 31 0,0
opera 0,0 1,3
Pat
out 2,0

[ndukcja wprzod (forward induction)

Ale czasem mozemy wywnioskowaé co przeciwnik zamierza zrobi¢ na pod-

stawie tego, jak juz wczesniej sie zachowal.

Jednoczesna podgra ma trzy réownowagi (z czego jedna w strategiach mie-
szanych). Tylko w jednej z nich Pat jest w lepszej sytuacji niz gdy wybierze out,

oczekujemy zatem wyboru strategii ((In, Box),Box), cho¢ to nie jedyna SPNE.
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cena firmy 1; cena firmy 2 ‘ wysoka  $rednia
wysoka 4,4 0,5*
$rednia, 5*%.0 3% 3%

cena firmy 1; cena firmy 2 | wysoka $rednia niska

wysoka 4.4 0,5% 0,2
§rednia 5%.0 3% 3% 0,2
niska 2,0 2,0 1%,1%

Gry powtarzane

Rozwazamy teraz gry, w ktérych dwaj gracze rozgrywaja serie identycznych gier
jednoczesnych (w kolejnych rundach). O kazdej z nich mowi sie zwykle stage ga-
me, a o calosci supergame. Okazuje sie, ze Srednie (w przeliczeniu jedna runde)
wyplaty w rownowadze supergry moga by¢ inne niz wynikatoby z rownowag(i)
pojedynczej gry. Zacznijmy od gier powtarzanych skonczong liczbe razy. Zakla-
damy, ze celem jest maksymalizacja Sredniej wyptaty. Np. gra w ustalanie cen

(tu o charakterze dylematu wspoipracy).

Rozwzmy najpierw gorng macierz (dwie strategie w stage game). Tu nie-
wiele sie zmienia. Jedyna réwnowaga stage game to (s,s). W rownowadze su-
pergry w ostatniej rundzie to wlasnie zostanie zagrane, bo odstepstwo zmniej-
szytoby wyplate (w jest zdominowane). Zatem takze w przedostatniej rundzie w
zmniejsza wyplate (bo jest zdominowane, a w ostatniej rundzie i tak bedzie za-
grane w). Zatem w rownowadze w przedostatniej musi by¢ zagrane s itd. Zawsze
s to jedyna rownowaga Nasha (nawet nie tylko jedyna SPNE). Dodajmy jednak
jeszcze opcje niskiej ceny: Tu sa dwie rownowagi, wiec nie ma pewnosci ktéra
bedzie zagrana. A to pozwala zagra¢ co$ innego niz rownowage w poczatkowych
rundach! Rozwazmy strategie dla dwurundowej supergry: w w pierwszej rundzie;
w drugiej s o ile w pierwszej obaj zagrali w i n w przeciwnym wypadku. Latwo
stwierdzi¢, ze to réwnowaga oraz, ze §rednie wyplaty wynosza 3,5, czyli wiecej
niz w najlepszej rownowadze stage game. Ogolnie, jesli istnieja dwie rownowagi,
z ktorych jedna Pareto-dominuje druga ale sama nie jest Pareto-optymalna, to
w dostatecznie dlugiej skoriczonej supergrze mozna osiagnaé $rednig wyptlate

wyzsza nhiz nawet w lepszej z rownowag stage game, bo w poczatkowych run-
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dach (ale nigdy ostatniej) mozna w rownowadze supergry zagraé co$ lepszego

niz lepsza z rownowag stage game.
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Gry powtarzane w nieskonczonosé

Duzo tatwiej jest podtrzymaé obopélng wspoétprace gdy gra powtarzana jest w
nieskoniczonosé, o ile tylko gracze sg cierpliwi. Oznaczajac przez z; wyplate w
t-tej rundzie, mozna by zakladaé, ze gracz maksymalizuje Srednig uzytecznosé:

1
U= lim sz;ou(:ct)

T—o0

to jednak oznacza, ze np. nizsza wyplata w pierwszym milionie rund nie
ma znaczenia. Zwykle zakladamy wiec raczej, ze gracze maksymalizuja Sredniag

zdyskontowang uzytecznosc.

U=(1-086%20%u(zy)

Def: minimax danej gry dla gracza ¢ to min,_, max, u;(s;, s—;). Czyli ile
dostanie i gdy pozostali staraja sie zminimalizowaé¢ jego wyplate (nie wiedzac

co on wybierze — s; moze by¢ strategia mieszana).

Twierdzenie “ludowe” (Folk Theorem) Dla wystarczajaco wysokiej §
mozna w SPNE podtrzymaé¢ dowolny profil §rednich zdyskontowanych uzytecz-
nosci bedacy wypukta kombinacja uzytecznosci stage game, o ile tylko daje ona

kazdemu z graczy wiecej niz minimax stage game.
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Gry dynamicze z niedoskonata in-
formacja

Dotychczas zaktadalismy, ze kazdy z graczy wie co sie zdarzylo w grze do tej
pory (doskonata informacja). Czesto jednak mamy do czynienia z inng sytuacja.
Przyktadowo, firma moze nie by¢ pewna ile konkurent zainwestewal w proto-
typ. Jesli dopuscimy ruchy losowe, mozemy mie¢ tez niedoskonaly informacje co
do “typow” innych graczy (mieliSmy juz z tym do czynienia w przypadku gier

bayesowskich).
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Gry dynamiczne (z niedoskonata,
by¢ moze, informacja)

DEFINICJA (OR) Gra dynamiczna sklada sie z

e Zbioru graczy N.

e Zbioru mozliwych (skoriczonych lub nie) historii H spelmiajacych naste-

pujace warunki:

— Zerowa (pusta) historia nalezy do H

— Jesli (a¥)g=1,. x € H (gdzie K moze by¢ nieskoriczone) oraz L < K,
to (ak)kzl’_”’[‘ cH

— Jesli nieskoniczona historia, (a’“)ZO:1 spelnia warunek (ak)kzlw’L eH

dla kazdej dodatniej liczby catkowitej L, to (a*)22, € H

(Kazdy element zbioru H bedziemy nazywaé historia; skladaja sie one
z akcji podejmowanych przez graczy). Historie (ak)kzl,_,,7K € H na-
zwiemy zakonczona jesli jest nieskoniczona lub jesli nie istnieje zadne

(ak)k:1,.._,K+1 € H. Zbior historii zakonczonych oznaczymy Z.

Funkcji P przypisujacej kazdej niezakoriczonej historii (kazdemu elemen-
towi H\Z) element zbioru N lub ¢ (chance) interpretowane jako losowa

“natura’. (P wskazuje kto ma si¢ ruszy¢ po historii h.)

Funkcji f. przypisujacej kazdej historii h dla ktorej P(h) = ¢ zmienng
losowa o rozktadzie f.(-|h) zdefiniowanym na A(h), niezalezna od pozo-
stalych takich zmiennych. (f.(a|h) oznacza prawdopodobieristwo, ze po

historii h zdarzy sie a).

Dla kazdego gracza ¢ € N rozbicie zbioru wierzchotkéw, w ktérych dany
gracz decyduje na zbiory infomacyjne Z; of h € H : P(h) = i o tej
wlasnosdci, ze A(h) = A(h') zawsze gdy h i h' naleza do tego samego

zbioru informacyjnego.

Dla kazdego gracza i € N relacje preferencji =; na Z.

89



Historie nalezgce do tego samego zbioru informacyjnego rozumiemy jako

nierozréznialne dla danego gracza.

Oczywiscie gry w doskonatej informacji to specjalny przypadek, w ktorym

wszystkie zbiory informacyjne sa jednoelementowe.
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Rysunek 7: Przyktad gry z niedoskonala informacja

Strategie

DEFINICJA Czysta strategia gracza ¢ € N w grze dynamicznej z niedoskonalta
informacje jest funkcja przypisujaca jedna z dostepnych akcji kazdemu zbiorowi

informacyjnegmu.

Na rys. 7 Gracz 1 ma dwa zbiory informacyjne, a w kazdym z nich dwie
mozliwe akcje. Ma zatem 2 - 2 = 4 strategie (cho¢ strategie Rl oraz Rr dopro-

wadza do tego samego wyniku.
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Rownowaga

Pojecie réwnowagi w strategiach mieszanych jest definiowane naturalnie, jako
kombinacja strategii mieszanych, z ktorych kazda jest najlepsza odpowiedzig
na pozostale. Jednak z powodéw analogicznych do tych omawianych wczeéniej,
pojecie to jest niewystarczajace, poniewaz gracze moga chcie¢ odstapic¢ od swojej

strategii w ktéryms$ momencie.

Potrzebujemy nowego pojecia, ktére w pewnym sensie taczy w sobie zalety
rownowagi stabilnej wzgledem podgier (SPNE) oraz réwnowagi Bayesa-Nasha
dla statycznych gier z niedoskonatla informacja. W SPNE w grach z doskonatla
informacja zadaliSmy by gracze postepowali optymalnie poczawszy od dowolne-
go wierzchotka. Oczywiscie to jest zbyt daleko idace zadanie gdy gracze moga

nie by¢ pewni w ktérym wierzchotku sie znajduja.

PRZYKLAD - sekwencyjne matching pennies z niedoskonaty informacja: Gracz
1 wybiera orta lub reszka;; nastepnie wybiera Gracz 2, nie wiedzac co wybrat
Gracz 1. Oczywiscie nie moze zawsze wybraé optymalnie. Moze jednak wybraé
optymalnie wzgledem swojego aktualnego przekonania na temat dotychczaso-

wego przebiegu gry.
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Rysunek 8: PhD admissions game (Rasmusen)
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Payoffs to: (Student, University)

Pojecia réwnowagi dla gier dyna-
micznych z niepetna informacja

(tym razem odpuscimy sobie formalng definicje)

Rownowaga bedzie sktadaé sie ze strategii oraz przekonan, zdefiniowanych
dla kazdego zbioru informacyjnego. Strategie musza by¢ optymalne, w kazdym
zbiorze informacyjnym, dla danych przekonan. Natomiast przekonania musza
wynikaé¢ z rownowagowych strategii (wszystkich graczy), w zgodzie z twierdze-
niem Bayesa. Pytanie polega na tym jakie ograniczenia narzucimy na przeko-
nania w tych przpadkach, w ktorych twierdzenia Bayesa niczego nam nie moéwi,
bo zgodnie z réwnowagowymi strategiami w ogole nie powinnismy sie znalezé¢ w
danym zbiorze informacyjnym. Doskonata rownowaga bayesowska (Perfect Bay-
estan equilibrium nie naktada tu zadnych ograniczen, natomiast inne pojecia
(“trembling hand”, “sequential equilibrium” nakladaja mniej lub bardziej wyrafi-

nowane ograniczenia.
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(Nieformalna) DEFINICJA Kryterium intuicyjnego (Cho and Kreps, 1987): je-
§li jest jakis typ poinformowanego gracza, ktéry nigdy nie zyskuje na wykona-
niu akeji nie nalezacej do strategii rownowagowe] (niezaleznie jakie przekonanie
wywola to u graczy niepoinfomowanych), a czasem na nim traci, to gracze nie-
poinfomowani musza przypisywaé¢ temu typowi prawdopodobienstwo zero po

zaobserwowaniu tej akcji.

Tu: p(hater|applied)=0, wiec kandydat powinien zostaé przyjety; zatem

wykluczamy réwnowage taczaca.
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Przyktad: model edukacji Spence’a.

Pracownik (wysylajacy sygnal) zna swoj talent 6, podczas gdy pracodawca
(odbierajacy sygnal) — nie zna go. Wartos$¢ pracownika dla pracodawcy rowna
jest wartosci oczekiwanej 61; zal6z, ze pracodawca ptaci pracownikowi pensje w,
réowng tej wartosci oczekiwanej (zalozenie to ma sens w warunkach doskonalej
rownowagi). Przyktadowa funcja uzytecznosci pracodawcy, ktora istotnie sktoni
go do takiego postepowania to U(w,6) = —(w — 6)2. Pracownik wysyta sygnat
wybierajac swoj poziom wyksztalcenia e. Jego wyptata bedzie rowna w — e/6
(oznacza to, ze uzyskanie wyzszego wyksztalcenia jest latwiejsze dla osobnikow
utalentowanych—z wysokim #). Talent pracownika jest niski (6;,) z prawdopodo-
bieristwem pr, lub wysoki (fy) z prawdopodobienistwem pg = 1 — pr. Istnieja

dwa typy réwnowag:

Rownowaga tgczgcea. Jesli pracodawcy nie réznicuja pensji miedzy pra-
cownikami wyksztalconymi i niewyksztalconymi, ta pensja musi wynosi¢ w* =
pafy + prfr. Obie grupy uzyskaja ten sam poziom wyksztalcenia, e, = ey =
e*. Jakie sa mozliwe poziomy e*? Jesli obserwujac odstepstwo od tego poziomu
pracodawca przyjmuje, ze ma do czynienia z pracownikiem o niskim talencie,
jest sklonny ptlaci¢ mu w = 0. Sposrod takich odstepstw najkorzystniejsze
bedzie oczywiscie wybranie poziomu wyksztatcenia 0. Zatem by nie bylto ono
korzystne (co jest warunkiem réwnowagi) musi zachodzi¢ 0, < w* — e* /6, lub
e* < Orp" (0 —0r).

Rownowaga separujgca. W tego typu réwnowadze pracownicy utalentowani
i nieutalentowani wybieraja rézne poziomy wyksztalcenia. Oczywiscie e, = 0
(bo po co sie staraé jesli i tak nie docenig). Nikomu nie optaca sie przerzucaé

na akcje wlasciwg dla drugiego typu jesli

0 > 0g —EH/HL

0H76H/9H29L. (36)

Innymi slowy, HL(GH — 9[,) < €H < HH(HH — OL) Poniewaz HH > HL,

réwnowaga separujaca zawsze istnieje.
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Mozemy teraz zastosowaé¢ Kryterium Intuicyjne by wskaza¢ najbardziej
prawdopodobng z tych réwnowag. Zauwaz, ze nieutalentowani pracownicy nigdy
nie beda chcieli uzyskaé¢ poziomu wyksztalcenia wyzszego niz 61, (0 — 1), bo
to nie mogtoby przynies¢ im korzysci. Zatem zostaje rownowaga separujaca w
ktorej e = 0 (0 — 01).
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Rysunek 9: Perfect Bayesian is not enough

1 R

Negocjacje

e typowy sposob ustalenia ceny i innych warunkéw transakcji gdy n = 2
e strony powinny dogadaé sie od razu w przypadku pelnej informacji
e np. musimy uzgodnié¢ jak podzieli¢ ustalona kwote by ja otrzymagc

e (w praktyce, mozemy nawet wowczas sie nie zgodzi¢, gdy mamy sprzeczne

przekonania o tym ile komu si¢ nalezy)
e duzo trudniej sie porozumie¢ w przypadku prywatnej informacji

e np. trudniej o ugode gdy zaréwno pozew jak i pozwany optymistycznie

oceniaja swoje szanse w sadzie
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Rysunek 10: Beer-quiche game
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Non-Transferable Utility: Schemat
arbitrazowy Nasha

e Dwoch graczy musi sie porozumieé¢ co do rozwiazania (zx,yx)

e Zbior dostepnych rozwiazan S to wypukly zbior w R?, gdzie i-ta (i = 1,2)

wspoélrzedna interpretowana jest jako uzyteczno$é gracza i

e Jeden jego punkt jest wyrdzniony: uzytecznodci jakie osiggna w przypadku

braku porozumienia. Bez straty ogolnosci przyjmiemy, ze to punkt (0, 0)
e aksjomaty:

— rozwiazanie powinno by¢ Pareto-efektywne

— gdy S jest symetryczny wzgledem x = y, to xx = y*

przemnozenie wszystkich uzytecznosci jednego z graczy przez stala
nie powinno zmienia¢ poziomu uzytecznosci drugiego gracza (nieza-

leznosé od skali)

jesli (ax, yx) jest rozwiazaniem dla S, a @ jest podzbiorem S'i (zx, y*)

do niego nalezy, to (zx,y%) jest rozwigzaniem dla Q.

e latwo pokazaé, ze te aksjomaty spelnia tylko punkt maksymalizujacy ilo-

czyn zy.

e rozwazmy “gre w zadania”: obaj gracze jednoczesnie sktadaja zadania x, y.
Dana jest funkcja p(z,y) dajaca prawdopodobieristwo, ze sa one kompa-
tybilne. Ciag réwnowag Nasha takich gier zbiega do rozwigzania Nasha w

miare jak p(z,y) zbiega do 1 na Si0 poza S.
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Model negocjacji dla transfera-
ble utility: gra przetargu ultyma-
t}/WH €go < U G) Ogolne zalozenia do wszystkich nastep-

nych modeli: n = 2 graczy, “ciastko” o wartosci v do podziatu

— Gracz 1 proponuje podzial (x,y), gdzie x +y =v

— Gracz 2 akceptuje te propozycje, ktora zostaje wdrozona, lub ja od-

rzuca, co daje wyptaty (0,0)

— oznaczmy najnizszag propozycje, ktora Gracz 2 jest sklonny przyjaé
przez MAO

— istnieje continuum rownowag: dowolne 0 < y = M AO < 1 jest row-

nowaga.

— tylko y = MAO = 0 jest SPNE (ew. tez x = M AO = ¢, gdzie € jest
najnizsza dodatnia propozycja (np. 1 grosz).

— w praktyce najczestsza oferta to y = v/2, a nizsze sa czesto odrzucane
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Gra przetargu ultymatywnego z
niedoskonalg informacja

jak standardowa UG, ale najpierw natura losuje rozmiar ciastka v lub
V(> w)

tylko Gracz 1 zna wynik losowania

Gracz 2 musi przyjac lub odrzucié oferte y nie wiedzac czy Gracz 1 dostanie

v—yczy V—y

W praktyce najczestsza oferta jest y = v/2 — niezaleznie czy rozmiar

ciastka to v czy V(1)
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Negocjacje dwuetapowe

jak UG, ale jesli pierwsza oferta zostanie odrzucona, gracz 2 moze zlozy¢

kontrpropozycje.

ta podgra przebiega jak UG, z tym, ze w miedzyczasie ciastko “schnie”,

wobec czego Y2 + 22 =vd (0< 5 < 1)
znéw, rownowag Nasha jest mnostwo

jesli pierwsza oferta zostanie odrzucona, gracz 2 moze wzia¢ wszystko,

czyli yo = vd.

by zatem nie odrzucil pierwsze]j oferty, musi dosta¢ y = vd. Dla Gracza 1

zostaje (1 — d)v

(UG to specjalny przypadek 6 = 0)
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Nieskonczone negocjacje

e potencjalnie nieskoniczona sekwencja ofert. Ciastko jest warte v, dv,d%v
itd.

e szukamy symetrycznej, stacjonarnej rownowagi (nazwy graczy i historia

nie maja wplywu na oferty)

e oznaczmy rownowagowe wyplaty x*, 1 —a*. Jesli gracz 2 odrzuci, to wcho-

dzi w buty gracza 1, zatem powinien zaproponowa¢ podziat 6(1—z*, 2*). Z

1
146°
je % i ta propozycja zostanie przyjeta (w pierwszym kroku potencjalnie

dlugich przeciez negocjacji).

tego wynika, ze 1 —x* = dx*, czyli x = Oczywiscie dla gracza 2 zosta-
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Nieskonczone negocjacje z roznymi
stopami dyskontujacymi (to tzw. mo-
del Rubinsteina btw.)

oznaczmy réwnowagowe wyplaty «*, 1 —a*. Jedli gracz 2 odrzuci, to sktada
propozycje y*,1 —y*. Gdy i ta zostanie odrzucona, 1 ponownie ztozy z*, 1 — x*.
Zatem gracz 2 checace by jego oferta zostata przyjeta musi uczynié ja akceptowalng

dla gracza 1: y* > é;2*. W istocie, by nie tracil niepotrzebnie, mamy
y* = o1a”.
Analogicznie mamy
1—2" = (52(1 — y*)
Mozemy zatem podstawié:

1 —a" =62(1 — 612") = 62 — 1622"

1-6
1 =616

:17*
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Negocjacje z niedoskonalg informa-
CJa

Dwa etapy: gracz 1 sktada zadanie. Jesli zostanie odrzucone, ciastko schnie
(wspolczynnik § dla obu) i ponownie gracz 1 sklada propozycje. 0 dla obu jesli
i ta odrzucona. Tylko gracz 2 zna prawdziwa wartosé¢ ciastka V, o rozkladzie
jednostajnym na [0, M]. Zal6ézmy, ze w rownowadze gracz 1 zada x1 w pierwszej
rundzie i zo w drugiej (jesli x; odrzucone). Czyli graczowi 2 oplaca sie przyjaé
gdy

V—xz1>6V —a9)
i oczywiscie
V—-212>0
Czyli gracz 2 jest akurat indyferentny gdy wartos$¢ ciastka wynosi

T, — 5I2

1-6 b

V = max{z,
Czyli po odrzuceniu 27 mozna sie spodziewaé, ze ciastko ma wartos¢ jednostajng

na [0, V]. Oczywiicie wtedy optymalne x5 to V' /2. Zatem x; = V(2—4)/2. Czyli

z punktu widzenia gracza 1 mamy taki problem optymalizacyjny:

maxM_VJerV_mQ
X
s UM 2TM

wygodniej bedzie optymalizowaé wzgledem V. Podstawmy wiec z; jako funkcje

V. Podstawmy takze optymalne x,. Wreszcie, mozna tez zapomnie¢ o M w

mianowniku: _ _ _
V(E2-0)(M-V) §V?
max + —
v 2 4
Warunek pierwszego rzedu:
2=0)(M-V-V)+6V=0
- 2—96
=—M
v 4—-36
zatem ( 6)2
9 _
= M
17 54— 39)
i oczywidcie
_2-6 M
2T 038



Warto zauwazy¢, ze zo < x7. Gdy ciastko jest male, gracz 2 odrzuca pierwsze
zadanie by dostac lepsza oferte (choé z poslizgiem). Gdy ¢ = 1, druga runda nie

ma znaczenia.
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Gra na wycienczenie jako prosty mo-
del negocjacji

Dwoch graczy, jedno dobro, warte v; > 0 dla gracza i. Kazdy z graczy mo-
ze w dowolnej chwili zrezygnowaé¢ (otrzymujac 0). Czas gra role: do chwili gdy
pierwszy gracz zrezygnuje, kazdy z graczy traci c zt na jednostke czasu. Kazdy z
graczy otrzymuje potowe gdy zrezygnuja jednocze$nie. Mozemy przyjac, ze jed-
noczesnie kazdy znich okresla swoj maksymalny czas gry, t;. Wczesniej rozwazali-
$my asymetryczne rownowagi modelu z doskonaly informacja: t1 = 0,t2 > v1 /¢y
oraz tq > vg/ca,ta = 0 (czyli moze wygrac gracz, dla ktérego dobro ma mniejsza
wartosé; rozwigzanie jest efektywne — gra koriczy sie natychmiast). Rozwazmy
teraz gre z niedoskonaly informacjay: zatézmy, ze z pewnym prawdopodobieni-
stwem, z;, gracz j nie jest sklonny nigdy si¢ poddac (typ ‘szalerica’). Natomiast
dla uproszczenia przyjmiemy ¢; = co = c¢. Oznaczmy dystrybuante rozkladu
momentéw wyjscia dla gracza i przez G; i odpowiednio jego gestosé przez g;. Ta
gestos$¢ faktycznie jest dobrze okreslona przynajmniej dla ¢ > 0, bo nie warto
rezygnowaé¢ w konkretnym momencie ¢ > 0 z dodatnim prawdopodobienistwem —
widzieliSmy juz podobne przypadki w teorii aukcji i w mieszanych réwnowagach
gier w ustalanie ceny. Po drugie, gdy juz jest niezerowe, G;(t) powinno by¢ $cisle
rosnace az osiagnie wartos¢ 1 — z;. Bo gdy jest state dla ¢ na jakim§ przedziale
(t,t') a potem znow rosnie, to nie ma powodu by j rezygnowal w tym przedziale,
wiec nie ma powodu by 4 rezygnowal na [t',t' + €] (raczej niz w momencie t).
Kazdy 7 graczy w kazdym momencie, w ktorym czasem rezygnuje (g > 0) musi

mieé¢ oczekiwang korzysé z walki jeszcze przez chwile réwna jej kosztowi:

g _
T ¢
v-igi(t) =c
T1—-Git)

(utamek z LHS to gestos¢ prawdopodobieristwa, ze przeciwnik zrezygnuje o ile

dotychczas nie zrezygnowatl). Latwo stwierdzi¢, ze daje to:
Gi(t) =1 — (1 — G4(0))e /i,

Istotnie, wowczas

gi(t) = =1 = @;(0))ete/ v

Ch
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G,;(0) musi by¢ zerowe dla przynajmniej jednego z graczy (inaczej oplaca-

loby sie poczekaé ).

Ponadto kazdy z graczy, o ile nie jest szaleficem, powinen sie natychmiast
podda¢ gdy juz wie, ze przeciwnik na pewno jest szalericem. Zatem maksymalny
czas gry nie-szalonego gracza ¢ musi by¢ taki sam co nie-szalonego gracza j,

oznaczmy go przez 1T'. Mamy:
Gi(T) =1— (1 —G(0)e T/ =1 — 2.

Rozwiazujac dla T dostaniemy:

v, z;
T=_Tp—"
c"T—Gi(0)
Oczywiscie analogicznie:
U4 zj
T=—"In—12 .
C 1-— Gj (0)

Zatem dopuszczenie nawet niewielkiego prawdopodobienistwa, ze przeciwnik ni-
gdy nie ustapi pozwala nam znalezé jednoznaczng rownowage Stad mozemy
stwierdzi¢ jak maja sie do siebie G;(0) i G;(0). Mianowicie jesli “Inz; <
“Inz; (przeciwny przypadek analogiczny) to *ln#i(o) > fln#j(o) czy-
i In(1 — G;(0) > In(1 — G;(0)) czyli musimy mie¢ G;(0) = 01 G;(0) > 0. A
konkretnie:

G,;(0)=1- zjzfi/vj

otrzymamy:
Gi(t) =1 — ete/vi

G,(t)=1- zjzfi/vjetc/”f.

Zatem mamy jedyna roéwnowage, ktéra ma przyjemne comparative statics. W
szczegolnosci gdy i z wysokim prawdopodobienistwem jest szaleiicem albo bardzo

zalezy mu na wygraniu, to raczej przeciwnik od razu odpusci.
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Reputacja w negocjacjach powta-
rzalnych

Gracz Trwaly (GT) negocjuje podzial ciastka wartosci 1 z kolejnymi part-
nerami (zyjacymi jedna runde), ktorzy znaja wynik poprzednich negocjacji. Naj-
prostszy model: nieskoriczona sekwnencja partneréw, wspoétczynnik dyskonta 9,
przetarg ultymatywny: partner proponuje podzial ciastka, GT akceptuje lub
nie. Oczywiécie gdy licza sie tylko biezace negocjacje § = 0, jedyna réwnowaga
stabilnag wzgledem podgier jest ta, w ktorej partner zada wszystkigo a GT ak-
ceptuje zadanie. Oczywiscie jest to takze réwnowagg stabilng wzgledem podgier

dla kazdego innego 0. Ale nie jedyna! Rozwazmy nastepujacy profil strategii:

Gracz Trwaly: w pierwszej rundzie akceptuje wtedy i tylko wtedy gdy propo-
nuja co najmniej x. W kolejnych akceptuje wtedy i tylko wtedy gry proponuja
co najmniej najmniejsza kwote, ktéra kiedy kolwiek zaakceptowat

Partnerzy: proponuja mniejszg z liczb: x lub najnizsza oferte kiedykolwiek

zaakceptowang przez GT.

Oczywiscie partnerom nigdy nie optaca sie odstapi¢ od takiej strategii.
GT moze chcie¢ od swojej odstapic¢ (tu: zaakceptowacd) gdy zaproponowali mu
pewne y < z. Zyska wowczas natychmiast y ale w kazdej z kolejnych rund straci
x — vy, tacznie (x — y)d/(1 — 4). Czyli by nie zarobil na tym odstapieniu od

réwnowagi, musimy miec

y < (z—y)5/(1-0)

np. dla 6 = 1/2 mamy y < x/2. Czyli nie skusi sie gdy proponuja mu bardzo
mato. Ale gdy wiecej, optaca sie odstapié, zatem to nie jest rownowaga. Ogoniej,

obliczmy graniczne y:
y(1+56/(1—=9)) =x6/(1—9)
y(1/(1 = 98)) = x6/(1 = 9)
y=xd
Czyli gdy GT jest bardzo cierpliwy mamy “prawie” SPNE, ale jednak nie. Naj-

wyrazniej kara dla GT za zaakceptowanie niskiej oferty nie jest wystarczajaca.

Rozwazmy taka pare strategii:
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Gracz Trwaly: w pierwszej rundzie akceptuje wtedy i tylko wtedy gdy propo-
nuja co najmniej x. W kolejnych jak wyzej, ale jesli kiedykolwiek zaakceptuje
co$ mniejszego, odtad akceptuje wszystko

Partnerzy: proponuja z, chyba, ze GT kiedykolwiek zaakceptowal co§ mniej-

szego, wtedy O.

Czyli gdy GT zaakceptuje pewne y < x, zyska y ale straci 0/(1 — §). By

zatem nie zyskal na tym musimy miec:
y<wxd/(1-9)

W szczegolnosei dla 6 > 1/2 to jest spelnione dla kazdego y < z. Czyli nie ma
sytuacji, w ktorej oplaca sie odstapi¢ od swojej strategii, zatem mamy SPNE. To
jest rodzine SPNE, bo « moze by¢ dowolne z przedziatu [0, 1]. Warto rozwazy¢

jeszcze taka strategie:

Gracz Trwaly: zawsze akceptuje gdy wtedy i tylko wtedy gdy proponuja co

najmniej x.

GT stal sie twardszy — ma wyzsze progi akceptacji oferty. w rezultacie naj-
lepsza odpowiedzig Partnerow staje sie zawsze proponowaé x. Ale, paradoksal-
nie, to czyni rownowage mniej stabilna. Istotnie, tu w kazdej podgrze partnerom
oplaca sie oczywiscie oferowaé¢ z. Zatem gdy partner odstapi, oferujac y < x, to
oplaca sie zaakceptowaé, bo to nie obniza przysztych wyptat. Czyli to nie jest

SPNE! (zatem by¢ moze partnerom jedna optaca si¢ odstapic?).

Generalnie, perspektywa przysztych, analogicznych negocjacji, nawet z in-
nymi graczami, zwieksza nasza sile przetargowa, bo powoduje, ze nie oplaca
nam sie ustepowac. To jeden z powodow, dla ktorych ,duzi” gracze (ktérzy pro-
wadza wiele negocjacji) sa silniejsi. To takze pomaga zrozumieé¢ jak nie zostac,

pardon my French, “cwelem” (zob. “Gry wiezienne” Kaminskiego).
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