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O czym bedzie mowa

* Stany swiata, zdarzenia, loterie, preferencje
* Maksymalizacja oczekiwanych wyplat
* Maksymalizacja oczekiwanej uzytecznosci



Stany Swiata, zdarzenia

Stany Swiata s (w rachunku prawd.:
zdarzenia elementarne): np. wygrana
Clinton, Trumpa, Stein, Johnsona...

Zdarzenia E: podzbiory zbioru stanow
swiata (np. wygrana kobiety, wygrana
Trumpa)

zapis E,,... E, bedzie oznaczac partycje
(dokladnie jedno ze zdarzen musi zajs¢)



_oterie

* Loteria: funkcja przypisujaca kazdemu stanowi
swiata liczbe rzeczywistq (,,ilos¢ pieniedzy”)

* Np. paddypower.com oferuje zaklad 2/11 na Clinton.
Stawiamy 1108, co oznacza loterig:

(Clinton: 20, Trump:-110, S:-110, J:-110...)
« Podobnie 110$ na Trumpa (odds 9/2) daje
(Trump: 495, nieTrump:-110)
* Loterie bedziemy zapisywac jako X, Y, Z. a t0
zdegenerowana loteria (konkretna kwota na pewno)
* Loterie mozna dodawaé: x+y przypisuje x(s)+y(s)
kazdemu S



Preferencje (na loteriach)

Oznaczenia:

e XZEY: X nlegorszeody

o x>Y: X lepsze od y (XxVY i nieprawda, ze y>=X)

* X~Y: X réownie dobre co y (Xz=y I y=X)

Z.aalozenia (tzw. slaby porzadek):

* Spodjnosc: dla wszystkich X,y zachodzi xzzy lub y>=Xx
(by¢ moze oba)

* Przechodnio$é: dla wszystkich x,y,z jesli Xy oraz y>z
{0 X&z

Dodatkowo: monotonicznos¢: jesli X(s)=y(s) dla
wszystkich stanéw Swiata s, to Xy (I x>V jesli choé
jedna nierownosc¢ jest ostra)



Funkcja reprezentujaca

* Def: f. V reprezentuje preferencje > jesli
Xy wtedy 1 tylko wtedy gdy V(X)=>V(y)
* Def.: pewny ekwiwalent, CE(Xx) to kwota
taka, ze CE(X)~X.
 Pewny ekwiwalent reprezentuje preferencje

(Dowod korzysta z przechodniosci |
monotonicznosci).

* (czy 2CE+S5 tez jest f. repr.?)




Maksymalizacja wartosci
oczekiwanej (EV)

» Def. Jesli istnieja takie prawd. zdarzen w
partycji (poprawne, tj. nieujemne i sumujace
sie do 1) py,... P, Ze EV(X) definiowane jako
P X t... X, jest rowne CE(X), to powiemy, ze
decydent maksymalizuje wartos¢ oczekiwang

* (czyli EV jest funkcja reprezentujaca
preferencje)

* Uwaga: to wciaz moze by¢ idiotyczne. Np.
przypisywanie p=1 temu, ze wypadnie 6 na
uczciwej kosci.




Jak mozna uzasadnia¢ EV?

o Def: Addytywnos¢: xzy=>x+zzy+z dla dow.
X,Y,Z

* Def: Dutch Book (arbitraz) zachodzi gdy
suma loterii uwazanych za niegorsze jest dla
kazdego stanu swiata gorsza niz suma loterii
uwazanych za nielepsze, np.

(A: 50, B: 40) 7 (A: 100,B: 0)
(A: 40, B: 50) = (A: 0, B:100)ale
(A: 90, B: 90) to mniej niz (A:100, B: 100)




Czy mozna zrobi¢ Dutch book
przeciw paddypower.com?

* (zalozmy, ze na 100% wygra Clinton lub
( y yg
Trump)

0~(C: -20, T: 110) [110%$ na Clinton]

0~(C: 110, T: -495) [110$ na Trumpa]
to nie dziala

0~(C: -100, T:550) [550% na Clinton]
0~(C: 110, T:-495) [110% na Trumpa]
0 zawsze wiecej niz zero!




Czy mozna zrobi¢ Dutch book

przeciw paddypower.com?

Drogie, paddypower, postawcie u mnie 550$ na
Clinton 1 110% na Trumpa. Zawsze bede do
przodu.

[niestety nie wolno zalozy¢ si¢ na ujemna
kwote...]

Inaczej mowigc, implikowane
prawdopodobienstwa, przy ktorych zaklad bylby
fair, to p(C)=11(2+11), p(T)=2(9+2). Ich suma u
kazdego booka bedzie wieksza od 1, co oznacza,
ze gdy postawimy (stosowng kwote) na E i nie-E,
na pewno stracimy pieniadze.



EV a addytywnosci i Dutch Book

Tw. (De FInetti). Zal6zmy staby porzadek,
monotonicznoS¢ i istnienie CE. Wowczas rownowazne

$9

. Addytywnos¢

1. Brak Dutch Book (arbitrazu)
[11. Maksymalizacja EV

Uwaga: Koncepcja arbitrazu odgrywa kluczow3g role
w finansach. By nie bylo mozliwosci arbitrazu, aktywa
muszg by¢ wyceniane wedlug EV. Np. ceny aktywow
(100 gdy A) 1 (100 gdy nie-A) musza sumowac sie do
100. Zob. tez put-call parity.




Zastosowanie w eksperymentach:
proper scoring rules

Jak skloni¢ badanego do podania
prawdziwego, subiektywnego
prawdopodobienstwa danego zdarzenia?

Mowimy mu tak: podaj nam to
prawdopodobienstwo, r

Jezeli zdarzenie zajdzie, otrzymasz 1-(1-r)?
Jesli nie, otrzymasz 1-r?

(czyli jesli zajdzie co wg Twojej oceny bylo
malo prawdopodobne, zostaniesz ukarany)



Quadratic scoring rule Is proper

Oznaczmy prawdziwe subiektywne pr. zdarzenia przez
p. Badany podajac pewne I uzyska srednio:

E(m)=p[1-(1-r)7] + (1-p) [1-r]

Jakie r maksymalizuje te oczekiwana wyplate?
Plerwsza pochodna:

JE(m)

o =2p(1-r) = 2(1-p)r

Druga pochodna ujemna, przyrownujemy do zera:

2p(1-r)=2(1—p)r wiec p=r
Strictly proper scoring rule: podanie prawdziwej
wartosci lepsze niz cokolwiek innego

Udowodnij, ze In(r), In(1-r) tez tak dziala




PSR: uwagi

Analogiczna metoda dla zmiennej dyskretnej o
wielu wartosciach

Oraz zmiennych typu ciaglego

Oczywiscie, by wzmocnic¢ zachete finansowa,
mozemy wszystkie wyplaty przemnozy¢ przez
stala>1

(zwykle wyplaty za przewidywania<<wyplaty
za decyzje)

PSR nie bedzie dziala¢ gdy nie jest spelniona
EV max. (cho¢ sa modyfikacje uwzgledniajace
to)



Teoria oczekiwanej uzytecznosci

* Odtad zakladamy, ze prawdopodobienstwa sg
znane, ale nie wiemy jak decydent ocenia
wyniki

 EUT: istnieje pewna f. U:R—R, taka, ze
decydent maksymalizuje

EUX)=p,U(X))+.... +pU(X,)

* Widaé, ze szczegolny przypadek U(a)= a daje

EV.



Aksjomatyzacja EUT

» Def. Aksjomat niezaleznos$ci. Podstawienie
czegos lepszego poprawia loteri¢: z Xy
wynika

* Tw. (VN-Morg.) Niezaleznos¢, ciaglos¢ (mniej
wiecej to samo co istnienie CE), przechodnios¢
i spojnos¢ lacznie implikuja EUT.



Paradoks petersburskKi

* Ile zaplacil(a)bys za gre, w ktorej z pr. 1/2
dostajesz 2 zl, z pr. 1/4 dostajesz 4 zl.,
Z pr 1/8 dostajesz 8 zl. itd.

* EV=00, ale dla wi¢kszosci osob CE jest niskie
(kilka-kilkanascie zlotych)

« Zgodne z EUT jesli np. U(a)=In(a) (wtedy CE
wychodzi 4)



Stosunek do ryzyka

Def.: Decydent

wykazuje awersje do ryzyka gdy dla kazdej loterii
X: EV(X) > x (ekwiwalentnie: EV(X)>CE(x))

jest neutralny wg ryzyka gdy dla kazdej loterii

X: EV(X)~X (EV(X)=CE(x))

wykazuje skionnosc¢ do ryzyka, gdy dla kazdej
loterii X, X > EV(X) (CE (X)>EV(X))




Wg EUT (ale nie gdy jest
pogwalcona!) ksztalt U okresla
stosunek do ryzyka

* Wkigsla f. U — awersja do ryzyka
* Liniowa f. U — neutralnos$¢ wg ryzyka (EV)
* Wypukla f. U — sklonnos$¢ do ryzyka

F. U moze by¢ lokalnie wklesla, gdzie indziej
wypukla. Wigc to, ze ktos czasem szuka ryzyka,
czasem unika, nie falsyfikuje od razu EUT.



Popularne parametryzacje U

» Constant Absolute Risk Aversion (stale U”/U”)
Z (p —parametr funkcji, a — poziom
bogactwa)

Ula) = —e P2

» Constant Relative RA (stale aU”/U”)

al™Y

Ula) =T
Ula) =In(a)dlay =1




Mierzenie RRA: Holt & Laury (2002)

Option A

Option B

Expected payoff
difference

1/10 of $2.00, 9/10 of $1.60
2/10 of $2.00, 8/10 of $1.60
3/10 of $2.00, 7/10 of $1.60
4/10 of $2.00, 6/10 of $1.60
5/10 of $2.00, 5/10 of $1.60
6/10 of $2.00, 4/10 of $1.60
7/10 of $2.00, 3/10 of $1.60
8/10 of $2.00, 2/10 of $1.60
9/10 of $2.00, 1/10 of $1.60

10/10 of $2.00, 0/10 of $1.60

1/10 of $3.85, 9/10 of $0.10
2/10 of $3.85, 8/10 of $0.10
3/10 of $3.85, 7/10 of $0.10
4/10 of $3.85, 6/10 of $0.10
5/10 of $3.85, 5/10 of $0.10
6/10 of $3.85, 4/10 of $0.10
7/10 of $3.85, 3/10 of $0.10
8/10 of $3.85, 2/10 of $0.10
9/10 of $3.85, 1/10 of $0.10

10/10 of $3.85, 0/10 of $0.10

$1.17
$0.83
$0.50
$0.16
—$0.18
—$0.51
—$0.85
—-$1.18
—$1.52
—$1.85

Proportion of choices

Number Range of relative risk

of safe aversion for Risk preference Low 20x 20x
choices Ux) = x'77/(1 — r) classification real*  hypothetical  real
0-1 r < —0.95 highly risk loving 0.01 0.03 0.01
2 -095 <r< —-0.49 very risk loving 0.01 0.04 0.01
3 —-0.49 < r < —0.15 risk loving 0.06 0.08 0.04
4 —-0.15 < r<0.15 risk neutral 0.26 0.29 0.13
5 0.15 < r <041 slightly risk averse  0.26 0.16 0.19
6 041 < r <0.68 risk averse 0.23 0.25 0.23
7 0.68 < r < 0.97 very risk averse 0.13 0.09 0.22
8 0.97 <r < 1.37 highly risk averse 0.03 0.03 0.11
9-10 1.37 < r stay in bed 0.01 0.03 0.06

W kazdym
wierszu
wybierz

A [safe]
lub B
[risky]



Liniowos¢ EUT

EU jest liniowa wzgledem prawdopodobienstwa,
nie jest liniowa wzgledem wyniku

Czyli kazdy dodatkowy % na wi¢ksza wyplate
cieszy nas tak samo (por. rownolegle krzywe

obojetnosci w trojkacie Machiny), ale kazdy
kolejny $ niekoniecznie.

Zastosowanie w ekonomii eksperymentalnej: nie-
neutralnos¢ wg ryzyka utrudnia wnioskowanie.
Mozemy indukowa¢ neutralnos¢ przez
nagradzanie szansami na wieksza wyplate

(np. 50 zk raczej niz 10 zl.), nie bezposrednio
gotowka (binary lottery incentives)

Ale nie dziala ® (Selten et al., T&D 1998)



Obserwacje przeczace EUT:
preference reversals

P-Bet preferowany w bezposrednim wyborze,
ale $-Bet ma wyzsze CE

$ O $0
316
$4
A B
P-Bet $-Bet

(inne: Allais Paradox, Ellsberg Paradox...)



