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Zadania przygotowujgce do egzaminu koncowego
Wybér miedzyokresowy i model naktadajacych sie pokolen

1. Wybér miedzyokresowy: funkcja uzytecznosci typu CRRA

Konsument rozwiazuje problem maksymalizacji uzytecznosci z cyklu zycia U, gdzie uzytecznosdé
z konsumpcji w danym okresie u jest zadana funkcja o stalej relatywnej awersji do ryzyka (Constant
Relative Risk Aversion), czesto wykorzystywanej w makroekonomii i finansach:
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gdzie 0 > 0, 8 € [0,1], y¢, Y¢+1 > 0 oraz r > —1.
(a) Zapisz miedzyokresowe ograniczenie budzetowe i skonstruuj Lagranzjan.
(

(c
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)
b) Wyprowadz warunki pierwszego rzedu wzgledem ¢; i ¢;11. Wyraz ¢ivq1 jako funkeje ¢;.
) Znajdz wyrazenia dla optymalnych ¢; i ¢ppq.

)

Bezposrednio na podstawie wynikéw z (c¢) zweryfikuj, ze dla o = 1 wyrazenia z (c) staja sie
identyczne do wyrazen uzyskanych na wykladzie dla logarytmicznej funkcji uzytecznosci.

(e) Powrdé do wyrazent z podpunktu (c¢). Tym razem zaléz y,p; = 0. Jak ¢; reaguje na wzrost
realnej stopy procentowej r? Co mozna powiedzie¢ o relatywnej sile efektéw substytucyjnego
i dochodowego?

2. Wybér miedzyokresowy: ograniczenie pozyczania

Konsument rozwiazuje nastepujacy problem, gdzie dochéd w pierwszym okresie réwny jest 1/3 dochodu
w drugim okresie: y;+1 =y, y: = y/3. Dodatkowo dla uproszczenia 8 (14 r) = 1.

max U=Inc+Blnciqq
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pP.wW. ¢t + at+1 = Yt
Ct+1 = Yep1 + (L4 7) a1

(a) Za pomoca metody mnoznikéw Lagrange’a znajdz c;, ciy1 1 agrq1. Czy aktywa sa dodatnie, czy
ujemne?

(b) Nalézmy teraz ograniczenie pozyczania: a;y; > 0. Jaki jest w tym wypadku optymalny wybdr
konsumenta?

(¢c) Rzad wysyla konsumentowi transfer v, finansujac to obligacjami, ktére trzeba bedzie splacié
w przysztosci i opodatkowaé wtedy konsumenta. Nowe ograniczenia budzetowe:

cttagp1 =yt
1 =Yep1 + (1 +7)appr — (1470
aty1 >0

Jaki jest wplyw transferu na decyzje konsumenta?

(d) Zalédz teraz, ze v jest na tyle duze, ze pozadane aktywa konsumenta staja sie dodatnie. Jaki bytby
wplyw kolejnego transferu na decyzje konsumenta?



3. Wybér miedzyokresowy: dowolny skonczony horyzont planowania

Zalézmy, ze konsument zyje przez T okreséw, numerowanych od 0 do T'— 1. Funkcja uzytecznoéci z calego

zycia:
T-1
U= Z Bt ln e,
t=0

Konsument planowanie zaczyna z pewnym danym z géry poziomem poczatkowych aktywéw ag. Dodatkowo
wiadomo wszystkim, ze konsument umrze na koniec okresu T'— 1, przez co jego aktywa pozostawione na
okres T" optymalnie wynosza 0: ap = 0. W kazdym z okreséw t = 0,1, 2,...,T —1 obowiazuje nastepujace
ograniczenie budzetowe:
et a1 =y + (1+7)a
co implikuje nastepujace miedzyokresowe ograniczenie budzetowe z calego zycia:
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(a) Skonstruuj Lagranzjan. Mozesz wykorzysta¢ miedzyokresowe ograniczenie budzetowe z calego zycia
albo zastosowa¢ osobny mnoznik A; dla ograniczenia budzetowego w kazdym z okreséw. Wyprowadz
warunki pierwszego rzedu konsumenta.

(b) Znajdz poczatkowy poziom konsumpcji cp.

(c) Zaléz dla uproszezenia: r = 0, § =1, ag = 0, oraz, ze dochody konsumenta wynosza: y; = y dla
t=0,1,2,...,R—1, a od okresu R wynosza 0. Wyznacz poziom konsumpcji w kazdym z okreséw.

(d) Wyznacz poziom aktywéw konsumenta na koniec ostatniego okresu pracy R — 1, ag.
(e) Niech konsument spodziewa si¢ zy¢ dtuzej, T > T. Jak wplywa to na ¢ i ar?

Niech konsument p6zniej przechodzi na emeryture, R’ > R. Jak wplywa to na cg i poziom aktywow
na koniec okresu pracy?
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4. Model nakladajacych sie pokolen (OLG): réwnowaznos$é ricardianska?

Rozwaz gospodarke, ktéra zamieszkuja jednoczes$nie osoby mlode i stare. Kazda osoba otrzymuje pewien
staly zas6b w danym okresie. Osoby moga kupowaé obligacje rzadowe, gdy sa mlode, i realizowaé ich
wykup, gdy sa stare. Niech superskrypt ,,y” oznacza zmienna dla mtodych, a superskrypt ,,0” dla starych.
Dla uproszczenia liczba oséb mlodych i starych jest taka sama (a rozmiar pokolenia znormalizowano do
1). Mlode osoby urodzone w czasie t rozwiazuja nastepujacy problem:
max U; :lnc§+ﬁlnc§+1
Ct, Ct41,bt41
p-w. cf +b1=9yY—7
i1 =Y — Tep1 + (L+7) bea

gdzie y¥ — 1y > y° —7¢4+1. Osoby stare w okresie ¢ (ktére byly mlode w okresie ¢t — 1) konsumuja wszystkie
zasoby, ktorymi dysponuja:
=y’ =71+ (1+r)b
Zalézmy, ze rzad obniza podatki w okresie ¢, finansujac to emisja obligacji, a nastepnie podnosi podatki
w okresie ¢t + 1, aby mdc wykupié obligacje: Aty = —Ab oraz A1 = (14 r) Ab.
(a) ZnajdZz optymalne poziomy konsumpcji os6b, ktére sa mlode w okresie t.

(b) Jaka bylaby wysokos¢ zagregowanej konsumpcji w okresie ¢, C; = ¢f +¢?, gdyby zmiana podatkéw
nie zostata wprowadzona?

(¢) Co stanie sie z zagregowang konsumpcja w okresie t, jezeli podatki zostana zmienione na poczatku
okresu ¢? Oblicz AC,/AT.

(d) Biorac pod uwage wyniki z (b) i (¢), czy w tej gospodarce zachodzi réwnowaznos$é ricardianska?
Dlaczego (nie)?



5. Model nakladajacych si¢ pokolen (OLG): réwnowaga ogélna i dynamiczna efektywno$é

Przeanalizujmy wtasnosci réwnowagi w podstawowym modelu OLG. Dla uproszczenia notacji i obliczen
zaldz brak postepu technologicznego: g =01 A =1, a takze 6 = 1.

(a) Rozwiaz problem maksymalizacji uzytecznoéci gospodarstwa domowego, zakladajac funkcje uzytecznosci

typu CRRA:
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max U = (c?) +ﬂ(ct+l)
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(b) Zweryfikuj, ze dla o = 1 otrzymane w (a) wyrazenia upraszczaja sie do uzyskanych na wykladzie.
Jak konsumpcja mlodych i ich poziom zgromadzonych aktywdéw przedemerytalnych zaleza od
oczekiwanej stopy zwrotu z aktywéw (r;11) dla réznych o7

(c) Uzyskaj ceny czynnikéw produkeji w réwnowadze poprzez rozwiazanie problemu maksymalizacji
zysku firm:
Ill}al},( Ht = K?L%ia - (’f‘t + (S) Kt - tht

(d) Wykaz, ze w modelu OLG jest spelniona réwnowaga na rynku débr (Y; = Cy+1;), jesli rynki pracy
i kapitatu sa w réwnowadze.

(e) Zaktadajac o =1, znajdz poziom kapitatlu na pracownika w stanie ustalonym k*.



