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1. Neoklasyczna funkcja produkcji
Neoklasyczna funkcja produkcji Y = F (K, L, A) spelnia nastepujace wlasnosci:
o Stale przychody skali (wzgledem kapitatu i pracy): F (zK, zL, A) = zY

e Dodatnie i malejace krancowe przychody z obu czynnikéw produkcji:

8—F>0 —a2F<0 a—F>O 762F<0
oK ~ " 9K2 - 9L~ oL?
o Warunki Inady:
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Zbadaj, czy ponizsze funkcje produkcji sg neoklasyczne.

(a) Funkcja Cobba-Douglasa: Y = AK*L~* dla « € (0, 1)
(

)
b) Funkcja o doskonalej substytucyjnosci miedzy kapitalem a praca: Y = A (K + L)
(¢) Funkcja Leontiefa: Y = min {AK, BL}
(d) Funkcja Constant Elasticity of Substitution Y = A [aK? + (1 — «) L”]l/p dla o € (0,1) oraz p < 1.

Dla p — 0 funkcja CES zbiega do funkcji Cobba-Douglasa (a), dla p = 1 K i L staja sie doskonalymi
substytutami (b), a dla p — —oo funkcja zbiega do funkeji Leontiefa (c).
Rozpatrz osobno przypadki p € (0, 1) oraz p € (—o0, 0).
2. Dynamika modelu Solowa-Swana
Przyjmij nastepujace dane: Y = AK®L'"% A =1, a =1/2, s = 0.3, § = 0.05, n = 0. Oblicz tempo
wzrostu kapitatlu, PKB i konsumpcji na pracownika przy poczatkowym poziomie kapitatu na pracownika
ko = 9. Znajdz poziom kapitatu, PKB i konsumpcji na pracownika w stanie ustalonym.
3. Neoklasyczna funkcja produkcji w postaci intensywnej

Dla dowolnej neoklasycznej funkcji produkeji F' wykaz, ze jej postaé¢ intensywna f spelnia nastepujace
wlasnosci:

) >0, [ <0, dim (k) =co, T (=0, (k)= k- f (k) >0

Skorzystaj w tym celu z ponizszego twierdzenia Eulera o wlasnosci funkcji homogenicznych stopnia m.
Funkcje o stalych przychodach skali charakteryzuja sie¢ m = 1.

Definicja Funkcje f (z,y) nazywamy homogeniczng stopnia m, jesli:
Twierdzenie Eulera brzmi (w uproszczeniu): Jedli funkcja f jest homogeniczna stopnia m, to:

0 0
m-f(x,y)=af£-x+af£-y

Dodatkowo, 0f/0x 1 0f/Jy sa homogeniczne stopnia m — 1.



4. Funkcja produkcji CES

Robert Solow w swoim artykule “A Contribution to the Theory of Economic Growth” rozwazal zachowanie
gospodarki dla innych funkcji produkcji, niz Cobba-Douglasa. Jedna z nich byta funkcja typu CES:

Y, = A[aK{ + (1 —a) L§]"/"
gdzie a € (0,1), p < 1 i dla uproszczenia tempo postepu technologicznego réwne jest 0.
(a) Zapisz funkcje produkeji w postaci intensywnej na pracownika.
(b) Znajdz poziom kapitalu na pracownika w stanie ustalonym.
(¢) Jak wzrost tempa zmiany populacji wplywa na poziom kapitatu na pracownika w stanie ustalonym?
)

(d) Jak wazrost stopy oszczednosci wplywa na poziom kapitatu na pracownika w stanie ustalonym?

5. Konwergencja do stanu ustalonego

Wykaz, ze dla dowolnej neoklasycznej funkeji produkcji kapital na pracownika w stanie ustalonym zalezy
dodatnio od s i ujemnie od § oraz n, a tempo wzrostu kapitatu na pracownika zalezy ujemnie od biezacego
poziomu k. Wykaz tez dla dowolnej neoklasycznej funkeji produkeji, ze wyzszy stosunek K/Y (lub k/y)
jednoznacznie przeklada sie na wyzszy poziom PKB na pracownika (przy stalym poziomie technologii).

5. ,,Pulapka biedy” w modelu Solowa-Swana

Zalézmy, ze kraj ma dostep do dwdch funkeji produkcji:
Y, = K°L'™ oraz Y, = AK“L'™ — BL, gdzie B>0i A> 1

Mozemy sobie wyobrazi¢, ze komponent liniowy wzgledem pracy w drugiej funkcji produkcji odzwierciedla
np. koszty utrzymywania dobrze funkcjonujacego panstwa.

(a) Zapisz obie funkcje produkcji w postaci intensywnej na pracownika.

(b) Wyznacz poziom kapitalu na osobe k, przy ktérym “oplaca sie” przejéé na druga funkcje produkcji.
(c) Czy mozliwe jest, ze kraj “utknie” w nizszym stanie ustalonym dla pierwszej funkcji produke;ji?
)

(d) Jak mozna by poméc krajowi w sytuacji z (c)?

6. Postep technologiczny, wynagrodzenia czynnikéw produkcji i konwergencja

W pelnym modelu Solowa-Swana wystepuja dwa czynniki produkcji: kapital K i praca L, a funkcja
produkcji w postaci Cobba-Douglasa dana jest wzorem:

Y = K (ALo)°

Zaklada sie, ze L i A rosnie egzogenicznie w odpowiednio tempie n i g, a ewolucja zasobu kapitalu
W czasie wynosi:
K1 =sY;+(1-0) K,

(a) Zapisz réwnanie na tempo wzrostu kapitalu na efektywna jednostke pracy. Znajdz poziom kapitatu
na efektywna jednostke pracy oraz dochodu na efektywna jednostke pracy na $ciezce zréwnowazonego
wzrostu.

(b) Model Solowa zaklada, ze konsumpcja na pracownika c jest stala czescia (1 —s) dochodu na
pracownika y. Czy wynik z punktu (a) oznacza, Ze wyzsze tempo wzrostu technologicznego obniza
poziom konsumpcji na pracownika? Dlaczego?

(c) Zakladajac, ze placa jest réwna kraiicowemu przychodowi z pracy, wykaz, ze zalezy ona dodatnio
od kapitalu na jednostki efektywne pracy. Nastepnie wykaz, ze tempo wzrostu plac (takze poza
Sciezka zréwnowazonego wzrostu) jest réwne tempu wzrostu PKB na pracownika.



(d) Zakladajac, ze stopa zwrotu z kapitalu jest réwna kranicowemu przychodowi z kapitalu, wykaz,
ze zalezy ona ujemnie od kapitalu na jednostki efektywne pracy. Znajdz poziom stopy zwrotu
z kapitatu na $ciezce zréwnowazonego wzrostu.

(e) Dokonaj liniowej aproksymacéi réwnania na tempo wzrostu kapitalu na efektywna jednostke pracy
wzgledem Ink wokét Ink*H Pokaz, ze réwnanie konwergencji dla dochodu na pracownika
wyprowadzone z tego modelu ma nastepujaca postaé: g, ~ g+ (1 —a) (6 +n+g) (Iny; —Iny,)

7. Formy postepu technologicznego a wynagrodzenia czynnikéw produkcji

Zakladajac istnienie reprezentatywnej firmy oraz doskonala konkurencje na rynku dobr i czynnikow
produkcji, rozwiaz problem maksymalizacji zysku firmy. Cena produktu firmy jest znormalizowana do
1, a wszystkie inne ceny sa wyrazone w kategoriach realnych (jednostek dobra koricowego). Zaléz, ze
funkcja produkcji jest w postaci CES:

1
Y= Ape - [0 (AgiB,)” + (1= 0) (A L)) ”
przy czym dopuszczamy co do zasady trzy ,rodzaje” postepu technologicznego.

(a) Wyprowadz wyrazenia na wynagrodzenia czynnikéw produkeji (przecietna ptace w = Y /9L i stope
zwrotu z kapitalu rg = 0Y/0K).

(b) Wyprowadz wyrazenia na udzialy wynagrodzeni czynnikéw produkeji w PKB (pracy: wL/Y oraz
kapitatu: rg K/Y).

(c) Rozwaz $ciezke zrownowazonego wzrostu ze stalym stosunkiem K/Y. Wykaz, ze dla funkeji typu
CES jedynie postep technologiczny ,wyrazony” jako systematyczny wzrost Ap; w czasie skutkuje

stalymi udziatami wynagrodzen czynnikéw produkcji PKB w czasie. Przydatne bedzie zdefiniowanie
ki = (AreKy) [ (AreLy).

(d) Wykaz, ze w sytuacji z podpunktu (c) stopa zwrotu z kapitalu rx jest stala, a place w rosna
w tempie zmiany Ay, w czasie.

8. Rozszerzenie o kapital ludzki

Rozpatrz zmodyfikowany model autorstwa Mankiwa, Romera i Weila (1992), w ktérym wystepuje kapital
ludzki H, a funkcja produkeji wyrazona jest wzorem (dla uproszczenia notacji przyjmiemy staly poziom
technologii A =1, g = 0):

Y, = KpH{ L7
gdzie 8 € (0,1) oraz o + 8 < 1. Niech s; oznacza cze$é dochodu inwestowana w kapital fizyczny,
natomiast s, jest czeScia przeznaczana na inwestycje w kapital ludzki. Pozwala nam to na zapisanie

warunkéw opisujacych zmiany w czasie kapitalu fizycznego na pracownika k oraz kapitatu ludzkiego na
pracownika h w nastepujacy sposob:

Akpp1 =~ spyr — (0 +n) ky

Ahiig =~ spyr — (0 +n) hy
(a) Znajdz poziomy kapitalu fizycznego, kapitalu ludzkiego i PKB na pracownika w stanie ustalonym.
(

b) Wyprowadz wyrazenie na stope zwrotu z kapitalu fizycznego na pracownika rx = dy/0k.

d

)
)
(¢) WyprowadZ wyrazenie na wynagrodzenie kapitalu ludzkiego na pracownika wgy = dy/0h.
(d) Wykaz, ze ri zalezy dodatnio od h, a wy zalezy dodatnio od k.

)

(e) Jak wniosek z (d) pozwala nam zracjonalizowaé obserwowane przeplywy kapitalu finansowego
i wyksztalconych pracownikéw pomiedzy krajami?

ILiniowa aproksymacja funkcji f wokét danego z*: f (z) = f (z*) + f' (z*) - (x — z*)



