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Model Ramseya i modele endogenicznego wzrostu

1. Niebezposrednia wtasno$é kapitalu przez gospodarstwa domowe

Konsumenci maja dostep do dwoch instrumentéw finansowych: udzialéw w firmach (akcji) s oraz
emitowanych przez firmy obligacji korporacyjnych b, ktére cechuja sie (dla uproszczenia notacji) stala
w czasie realna stopg procentowa r. Przyjmiemy konwencje, ze akcjami handluje sie (bez jakichkolwiek
kosztéw transakcyjnych) na koncu kazdego okresu, juz po wyplacie biezacej dywidendy d. Problem
gospodarstw domowych jest nastepujacy (przy czym aiy1 = b1 + pisey1):
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(a) Wyprowadz warunki pierwszego rzedu wzgledem ¢, byq1 1 spy1. Uzyskaj réwnanie Eulera dla
obligacji.

(b) Polacz warunki pierwszego rzedu wzgledem obligacji i akcji tak, aby uzyskaé¢ wyrazenie na cene
akcji.

(¢) Wyprowadz wyrazenie na fundamentalna rynkowa wycene firmy jako funkeje przyszlych oczekiwanych
wyplat dywidend (przyjmujac stala liczbe akcji w gospodarce S mamy V = p®- S oraz D =d- S).

(d) Rozwiaz nastepujacy problem maksymalizacji wartosci firmy z perspektywy poczatku okresu, ktéra
(potencjalnie) emituje dlug korporacyjny B i jest bezposrednim wlascicielem kapitatu, inwestujac
w niego. D oznacza wyptacana wlascicielom firmy laczna dywidende. Wyprowadz warunki pierwszego
rzedu firmy:
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(e) Wykaz, ze w tej gospodarce prawdziwa jest réwnosé: K, = B, + V; = Aktywa, dla kazdego t.
Wykorzystaj wyrazenie na warto$¢ firmy na sam koniec okresu 0 (w momencie dokonywania
transakeji gieldowych) i wnioski ptynace z warunkéw pierwszego rzedu firmy:
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2. Model Ramseya: rozwigzanie spolecznego planisty

Spoteczny planista rozwiazuje problem maksymalizacji uzytecznoéci gospodarstwa domowego pod warunkiem
ograniczen zasobowych:
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(a) Wyprowadz warunki pierwszego rzedu wzgledem ¢; i k41 oraz réwnanie Eulera.
(

)
b) Oblicz wartosci k* i ¢* w stanie ustalonym (wykorzystaj zaleznosé 5 =1/ (1 + p)).
(¢) W jaki spos6b wartosci w (b) zaleza od A, d i p?

)

(d) Zaléz, ze 0 = 1 and 6 = 1. Zweryfikuj, ze w tym przypadku konsumpcja jest stala czescia dochodu,
¢t = (1 — 8) y¢. Znajdz wartosé s. Wskazdwka: zacznij od réwnania Eulera.

(e) Znajdz wyrazenie na ki1 jako funkcje k; i parametréw modelu.

3. Model Ramseya: podatek od przychodéw firm
Reprezentatywne gospodarstwo domowe rozwiazuje problem maksymalizacji uzytecznodci:
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gdzie v to pogléwny transfer od rzadu.

Reprezentatywna firma rozwiazuje w kazdym okresie problem maksymalizacji zysku:
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gdzie 7Y to podatek od przychodéw firmy, co jest w modelu rownowazne z podatkiem dochodowym
o takiej samej stawce niezaleznie od zrédta dochodu.

a) Z problemu gospodarstw domowych wyprowadz réwnanie Eulera.

(
(b) Z problemu firm wyprowadz wyrazenia na ceny jako funkcje kapitalu na pracownika k.

d

)
)
(¢) Zapisz ograniczenie budzetowe rzadu przy zalozeniu o zréwnowazonym budzecie.
(d) WyprowadZ warunki na réwnowage ogélna gospodarki.

)

(e) Znajdz poziomy k i ¢ w stanie ustalonym. Jak one zaleza od podatku 7¥?7



4. Model Ramseya: efekty zewnetrzne

Rozwaz gospodarke, ktérej poziom produktywnosci zalezy dodatnio od wydatkéw publicznych do PKB, co
pozwala np. utrzymywaé rozbudowang infrastrukture czy sprawny system egzekwowania prawa i umdw.

Przyjmij notacje w = G/Y. Funkcja produkcji jest nastepujaca:
Y, = A(w) KOL

Rozpatrzmy dwa sposoby sfinansowania wydatkéw publicznych: podatkiem pogtéwnym 7 lub podatkiem
dochodowym 7Y. Problem gospodarstwa domowego jest nastepujacy:
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Reprezentatywna firma rozwiazuje problem maksymalizacji zysku:
max Dy=(1-79Y;— (ry +0) Ky — wi Ly
pow. Y;=AW) K*L;™®
(a) Z problemu gospodarstw domowych wyprowadz réwnanie Eulera.
(b) Z problemu firm wyprowadZ wyrazenia na ceny jako funkcje kapitalu na pracownika k.

(¢) Zapisz ograniczenie budzetowe rzadu. Zakladajac zamknieta gospodarke i zréwnowazony budzet
rzadu, wyprowadz warunki na rownowage ogélng gospodarki.

(d) Rozwiaz problem spolecznego planisty (dla uproszczenia zignoruj wybér optymalnego w).
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(e) Dla jakich wartosci 7 i 7¥ rozwiazanie zdecentralizowane (prywatne) jest tozsame ze spolecznie
optymalnym?



5. Innowacje horyzontalne: podatki i subsydia

W modelu innowacji horyzontalnych producent débr koncowych rozwiazuje nastepujacy problem:
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gdzie L to staly w czasie poziom sily roboczej, M; to liczba juz wymyslonych typéw débr posrednich,
;¢ oznacza wykorzystanie i-tego dobra posredniego w produkcji débr koncowych, a p;; jego cene. Kazde
dobro posrednie produkowane jest przez jednego monopoliste, ktéry maksymalizuje swdj zysk (gdzie 7
to stawka podatku):

max D= (1 —7) (pstxit — Tit) pod warunkiem popytu na dobro z;;
Dit, Tit
(a) Rozwiaz problem maksymalizacji zysku producenta débr koncowych i wyprowadZ (odwrdcona)
krzywa popytu na dobra posrednie.

(b) Rozwiaz problem maksymalizacji zysku i-tego producenta débr posrednich (monopolisty). Znajdz
optymalna cene, produkowang liczbe jednostek i maksymalny zysk po opodatkowaniu.

(c) Koszt wynalezienia nowego typu dobra posredniego wynosi (1 — s) /5, gdzie s to subsydium B+R.
Zréwnaj ten koszt z wartoscia nowej firmy, réwnej zdyskontowanej sumie zyskéw monopolisty.

(d) Przeksztalé wyrazenie z (c) aby uzyskaé wyrazenie na poziom realnej stopy procentowe;j.
Wykorzystaj réwnanie Eulera g = (r — p) /o i znajdZ stope wzrostu gospodarczego.

(e) Okresl zalezno$é stopy wzrostu gospodarczego od stawki podatku 7 i subsydium s.

6. Innowacje wertykalne: poprzednie wersje produktéw, udoskonalanie wtasnego produktu

Na wykladzie zakladaliSmy, ze w danej galezi przemystu zawsze produkowane jest wariant dobra pos$redniego
0 najwyzszej wynalezionej jako$ci. Zalézmy teraz, ze najnowsza wersja dobra posredniego jest produkowana
przez jednego monopoliste, a poprzednio wynalezione wersje moga by¢ produkowane doskonale konkurencyjnie.
Dla uproszczenia notacji rozpatrzymy sytuacje tylko w jednej gatezi gospodarki. Producent dobr koricowych
moze skorzysta¢ w pelni substytucyjnie z dwoch wersji dobra poséredniego, oznaczonych x1 i zo, gdzie
A = (1—|—q)A2 > As:

Y, = L' (A %af + A “28)

(a) Producent débr koricowych wybierze wersje x1 lub xs. Jedli po = 1 (doskonala konkurencja), to czy
przy cenie p; = 1/a producent débr koricowych bedzie sktonny wybraé x;?

(b) Zakladajac, ze warunek uzyskany w (a) nie jest spelniony (rozmiar ,kroku” innowacyjnego jest
za maly), znajdZ ceng, ktéra sprawi, ze i tak na rynku pozostanie wylacznie monopolista. Jak
wplywa to na tempo wzrostu gospodarczego?

(¢) Tym razem zaléz, ze warunek w (a) jest spelniony. Interesuje nas teraz sytuacja, w ktérej innowacji
dokonuje sam monopolista, a nie zewnetrzni konkurenci. W tym celu nalezy zalozy¢, ze obecny
producent dobra posredniego ma przewage innowacyjna nad pozostalymi podmiotami w obrebie
swojej galezi przemystu, n™ > n: 2 (Ryy) = n™ Ryt /A] ., Uwzglednij, ze monopolista dokonujac
innowacji ,,zabiera” sobie samemu optacalno$¢ produkceji poprzedniej wersji produktu. Znajdz wyrazenie
na zmiane warto$ci monopolistycznej firmy na skutek opracowania lepszej wersji wlasnego produktu,
zakladajac stale z w czasie i kazdej z galezi przemystu.



7. Miedzynarodowy transfer technologii, wersja uproszczona

Rozwaz $wiat sktadajacy sie z dwoch regionéw: 11 2. W obu regionach produkcja i akumulacja kapitalu
jest zadana nastepujaco (i = {1,2}):

Y; = K¢ [A; (wiL;))' ™"
AK; = s;Y;

gdzie u oznacza odsetek pracownikéw zatrudnionych w sektorze produkeyjnym — pozostali (1 — u) pracuja
w sektorze badan i rozwoju. Caltkowita liczba pracownikow w obu regionach jest stala w czasie.

Nowe technologie powstaja wylacznie w regionie 1:
AAl = B1 (1 — Ul) L1A1

Z kolei w regionie 2 poziom technologii moze wzrosnaé jedynie na skutek kopiowania / implementacji /
uczenia si¢ na technologii w regionie 1:

AA, — By (1 — UQ) Ly (Al — AQ) Jezeh A1 > AQ
27 o jezeli A1 < A,

(a) Ile wynosza tempa wzrostu obu regionéw na ich $ciezkach zréwnowazonego rozwoju?
(b) Ile wyniesie w dlugim okresie odleglo$é regionu 2 od granicy technologicznej (a* = Ay /A1)?

(¢) Zakladajac, ze stopy inwestycji i udzialy pracownikéw w poszczegdlnych sektorach sa takie same
w obu regionach, ile wyniesie stosunek PKB na pracownika w regionie 2 w poréwnaniu do regionu
1 na $ciezce zréwnowazonego wzrostu?



