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Neoklasyczny model wzrostu (model Ramseya)




Neoklasyczny model wzrostu (model Ramseya)

Autorzy: Ramsey (1928), Cass (1965), Koopmans (1965), Malinvaud

Inne nazwy: model Ramseya, model Ramseya-Cassa-Koopmansa, model RCK
Rozszerzenie modelu Solowa-Swana o decyzje gospodarstw domowych
Pozwala na ocene dobrobytowa polityk gospodarczych

Podstawowy (najwazniejszy?) model wspétczesnej makroekonomii

Rozszerzenia modelu Ramseya wykorzystywane sg w badaniach dotyczacych
zaréwno wzrostu gospodarczego, jak i wahan koniunkturalnych

Zazwyczaj modele wzrostu gospodarczego prezentuje sie w konwencji
czasu ciagtego, jednak na potrzeby tych wyktadéw postuzymy sie konwencja
czasu dyskretnego (utatwi to przejscie do modeli wahan koniunkturalnych)


http://www.jstor.org/stable/2224098%20
http://www.jstor.org/stable/2295827%20
http://cowles.yale.edu/sites/default/files/files/pub/d01/d0163.pdf
https://doi.org/10.1017/S1365100513000291

Uproszczenia i zatozenia

Gospodarka zamknieta

Brak sektora rzadowego (na razie)

Doskonata konkurencja na rynkach débr i czynnikéw produkgji
Doskonata informacja oraz brak efektéw zewnetrznych

Homogeniczne dobro koricowe z cena znormalizowang do 1w kazdym okresie,
produkowane wedtug neoklasycznej funkcji produkcji

Wszystkie zmienne sg wyrazone w kategoriach realnych

Dwa rodzaje reprezentatywnych decydentéw:
+ Gospodarstwa domowe
* Firmy

Gospodarstwa domowe s3 bezposrednimi wtascicielami czynnikéw produkgji



Poréwnanie z modelem naktadajacych sie pokolen (OLG)

W modelu OLG gospodarstwa domowe sa ,samolubne”: biora pod uwage tylko
wtasng uzytecznos¢ i konsumujg wszystkie posiadane zasoby przed smiercia

W modelu Ramseya rodzice sa doskonale altruistyczni:
uzytecznos¢ ich dzieci jest réwnie wazna, co ich wtasna

W ten sposdéb gospodarstwo domowe staje sie dynastia
o potencjalnie nieskonczonym horyzoncie planowania

W kazdym okresie taczne dochody z pracy i kapitatu rodziny finansuja
konsumpcje rozdzielana po réwno po wszystkich cztonkach rodziny



Konstrukcja funkcji dobrobytu dynastii

Obecni cztonkowie rodziny dbajg o przysztych cztonkéw rodziny:
U =u(e) + BUi
Konstrukcja funkcji dobrobytu dynastii:

Up = u(co) + BUL = u(co) + Bu(cr) + BUs] = u(co) + fu(er) + B*Us
Uo = u(co) + Bu(c1) + Bu(cz) + fPu(c3) + ...

Stosujac wygodna notacje sumy:
Up =Y Bu(c)
t=0

Tam, gdzie bedzie to wygodne, postuzymy sie stopa dyskontowa p:



Funkcja uzytecznosci typu CRRA

Na potrzeby wyktadu bedziemy postugiwac sie funkcja uzytecznosci
o statej relatywnej awersji do ryzyka (Constant Relative Risk Aversion, CRRA):

7 (-1)
l1—0

u(c) =

u' (c)=c"

gdzie o > 0. Mozna wykaza¢, ze dla o = 1 CRRA staje sie logarytmiczna

Parametr o reguluje relatywna site efektdw substytucyjnego i dochodowego:
im wyzsza o, tym ,gtadsza” jest optymalna sekwencja konsumpcji w czasie
i tym stabiej konsumpcja reaguje na zmiany realnej stopy procentowe;j



Konstrukcja ograniczenia budzetowego dynastii

taczne dochody z pracy i kapitatu rozdzielane sg na konsumpcje i aktywa:

Cy + Aktywar 1 = wely + (1 + 1) Aktyway, | Ly
Cy  Aktywaiiq Aktyway

—_ _— 1 —_—
PR cH (k) =

Poniewaz liczba os6b pracujacych L jest proporcjonalna do wszystkich oséb N,
zignorujemy réznice miedzy konsumpcja na osobe, a konsumpcja na pracownika

Tak jak w modelu Solowa, populacja catkowita i 0s6b pracujacych rosnie w tempie n
Zdefiniujemy przez a; aktywa na pracownika: a; = Aktywa; /Ly

. Ly Aktywag 1
"TLy L
e+ (L+n)ag1 =we + (1 +7)ay

:wt—i—(l—l—rt)at




Problem maksymalizacji dobrobytu dynastii gospodarstw domowych

Dynastia maksymalizuje funkcje dobrobytu swoich cztonkdéw:

¢ Ct -
fers o}, Z ’
pod warunkami ¢ + (1 +n) a1 = we + (1 + 1) a; dlakazdegot =0,1,2,...,00
ag >0 dane
Jim 8*Moesa =0
Skonstruowana funkcje Lagrange’a ,rozpiszemy” wokoét zmiennych ¢; i a;y1:

[ea

L= Zﬁt{ct +/\t[wt+(+7“t)at—0t—(1+n)at+1]}

1—0o
— o {E A (- - () e

170'

+6t+1{ Cey

- + A1 [wipr + (L4 7i41) @pg1 — g1 — (14 1) apgo) } +..



Problem dynastii gospodarstw domowych: rozwigzanie

»Rozpisany” Lagranzjan:

1—0o
L= ﬁt{c + M |we+ (T+r)ar — e — (1+n)at+1]}

5t+1{ + A1 [wepr + (L4 7e41) aspr — copr — (1 +n) apyo) } +...

Warunki pierwszego rzedu:
Ct : Bt{ct_a—)\t}:O — )\t:Ct_U
B +ri)
1+n
Otrzymujemy réwnanie Eulera dla funkcji typu CRRA, gdzie 3 =1/ (1 + p):
—0 __ 6 (1 + TH‘l) —o 1+ Tt+1 v Ct
)

= - — f— i e —
“ 1+n t1 ch [(1 +p)(1+n

Ai41 - Bt {_)\t (1 + n)} + Bt—i_l {>\t+1 (1 + Tt+1)} =0 — )\t = )\t+1

Konsumpcja ros$nie z czasem, oile 1 + r,.; > (1 +p) (1 +n)



Problem maksymalizacji zysku firm

Ponownie zaczniemy od wariantu ze statym poziomem technologii A
Reprezentatywna firma w kazdym z okreséw maksymalizuje zysk IT:

I, =1-Y; —w:L; —
fgf?ﬁ t t —wiLy — (1 +0) Ky

pod warunkiem Y; = AKSL;™*  —  y, = f (k) = Ak?
Wstawmy funkcje produkgji do funkcji zysku:

max II; = fthaLl}fa —wi Ly — (ry +0) Ky
Ky, Lt

Warunki pierwszego rzedu:
Kyt o AKPT'Ly* —(re+60) =0 —  ry=aAky ™' =6
Li: (1—a)AKPL;* =0 - wp = (1 —a) Ak
Ceny czynnikéw produkcji zaleza od biezacego poziomu kapitatu na pracownika %

Poniewaz f. prod. spetnia state przychody skali i rynki s3 konkurencyjne, zysk wynosi 0 9



Roéwnowaga ogolna

Na rynku kapitatu popyt na niego (k) rébwna sie jego podazy (Aktyway):
Ky = Aktywat - k=
Wstawmy informacje o cenach do ograniczenia budzetowego gospodarstw domowych:

e+ (1 +n)agr =we+ (1+1)aq
i+ (1 4+n) k=0 —a) Ak + (1 + aAkd™! — 8k,
ce + (L+n) ke = ARX 4+ (1 —6) ky

(I+n) k= —c)+ (1 -6k

Powyzsze ograniczenie zasobowe mozemy zapisa¢ podobnie jak w modelu Solowa:
(1 + n) k’t+1 = StUt + (1 — 5) kt

gdzie s, = (y; — ¢;) /y: jest endogeniczna stopa oszczednosci / inwestycji



Rownania dynamiczne modelu Ramseya

Mamy juz ograniczenie zasobowe (Y; = C; + I,):
(1—|—n)kt+1 :Akf‘—i-(l—é)kt—ct
Wstawiamy informacje o (przysztej!) stopie zwrotu z kapitatu do réwnania Eulera:

1/o

1+ adks =6
bt = S c

R NG NGy

Otrzymujemy system dwéch réwnan dynamicznych

Tym razem mamy do czynienia nie ze zbieznoscia globalng systemu
(jak u Solowa), ale ze zbieznoscia typu ,$ciezka siodtowa”

Daje nam to jednoznaczne rozwigzanie: istnieje jeden optymalny cigg {s:},-
(zgodny z preferencjami gosp. dom.) prowadzacy system do stanu ustalonego

Ustalajac np. s; = s* rdwniez dotarlibySmy do tego samego stanu ustalonego,
ale dobrobyt gospodarstw domowych bytby wtedy nizszy!



Stan ustalony modelu Ramseya

Znajdujemy stan ustalony (c; 1 = ¢; = ¢* oraz kyy 1 = ky = k*):

_ _ 1/0
1+ ad (k) —§ .
JE;Z_ /E) (i vy ] ¢ oraz F+(1+n)k*=AFK) + (1 -5k

*

Zaczynamy od réwnania Eulera (dla wygody pomifimy na chwile *):

1+adk® ' —5=1+p)(1+n)~1+p+n | —1+46
Akt~ p+54n | :ad
el | M1/ (- a)
aA

. ( aA ) 1/(1—a)
S \p+d+n
Znajac k*, ustalamy c* z ograniczenia zasobowego:

G =AK) + (A =0)k* —(1+n)k*=AK")* —(0+n)k*
12



Dynamiczna efektywnos¢ w modelu Ramseya

Kapitat na pracownika w stanie ustalonym w modelu Ramseya:

. ( O(A )1/(10‘)
p+o+n

Kapitat na pracownika w stanie ustalonym w modelu Solowa:

. SA 1/(1-a)
“\d+n

Stopa oszczednosci w modelu Ramseya jest réwna sgr = « tylko jesli p =0

Poniewaz p > 0, gospodarka modelu Ramseya jest zawsze dynamicznie efektywna

W modelu Ramseya gospodarstwa domowe maja dostep do doskonatych (kompletnych)
rynkow finansowych i ubezpieczeniowych, co sprawia, ze spetnione s3 wszystkie
zatozenia Pierwszego Fundamentalnego Twierdzenia Dobrobytu

Polityka gospodarcza w modelu Ramseya co najwyzej nie obniza dobrobytu
13


https://en.wikipedia.org/wiki/Incomplete_markets
https://pl.wikipedia.org/wiki/Fundamentalne_twierdzenia_ekonomii_dobrobytu

Dynamika modelu Ramseya




Dynamika modelu Ramseya: rozwigzanie analityczne

Zatozmy logarytmiczng uzytecznosc (o = 1) i catkowita deprecjacje kapitatu (6 = 1):

. Aka_l
Réwnanie Eulera : St — @00t
c  (I+p)(1+n)
Ograniczenie zasobowe : (1 4+n) ki = AkP — ¢

,Zgadniemy i zweryfikujemy”, ze (jak u Solowa) stopa oszczednosci jest stata:
co=(1—-38)y = (1—s) ALY
Réwnanie Eulera, gdzie 3 =1/ (1 + p):
(1—s) Ak, Ak o

= — 14+n)ki =
( ) ey 1+,

_ AKX = a3 - Ak
(1—s) Akt  (A+p)(1+n) i =of-Ak;

Ograniczenie zasobowe:

af- Ak} = AKY —¢; — ¢ =(1—-apf)Ak* — s=aB<a



Dynamika modelu Ramseya: rozwigzanie analityczne

Poniewaz s; = a3, mozemy wyrazi¢ réwnania $ciezki przejscia analitycznie:

af - Ak _
ko = 22 AN e = (1— af) Ak
1+n
Zachowanie ci k w czasie Diagram fazowy
l kep1 = ky
k¥ = Ct41 = Ct
—— Sciezka przejscia
@®  Stan ustalony
o
—_—k
—_—c
0 5 10 15 2’() 25 0 k k

15



Dynamika modelu Ramseya

Model Ramseya poza szczegdlnymi przypadkami nie ma rozwigzan analitycznych
Rozwigzania mozemy jednak tatwo znajdowac quasi-analitycznie lub numerycznie:
- Aproksymujac liniowo réwnania dynamiczne wokoét stanu ustalonego
- Metodami Newtona do rozwigzywania systemdéw réwnan nieliniowych

+ Metodami rozwigzywania numerycznego systemdéw réwnan rézniczkowych /
réznicowych

- Metodami programowania dynamicznego
- Metoda ,strzelania”



Dynamika modelu Ramseya: metoda ,,strzelania”

Opis algorytmu ,strzelania”:
1. Dla poczatkowego poziomu kq zaproponuj poczatkowa konsumpcje ¢

2. Wylicz Sciezke za pomoca réwnan dynamicznych:

Ak‘f‘—l—(l—d)k‘t—ct

k =
t+1 Tin
Apa—1 1o
1+ aAky -6
cC = |- C
R ORI CED N B

3. Wylicz kryterium zbieznoséci do stanu ustalonego (o ile ,spudtowalismy”?)
4. Znajdz co minimalizujgce ,pudto” dla zadanego kg
5. Uzyskane ciagi {k:, ¢+ },-, leza na Sciezce przejsécia



Dynamika modelu Ramseya: rozwigzanie numeryczne

C

— k1 =k

Ct41 = C¢

=== Sciezka przejscia (numeryczna)

Sciezka przejicia (analityczna)




Konstrukcja diagramu fazowego

Z réwnania Eulera otrzymujemy warunek na ¢;, = ¢; (gdzie 7,1 = ozAktJrl —9):

1/o
1+ adkest —6]"

(1+p)(1+mn)

Ct+1
Ct

Jesli ky < k*,to ki1 < k*, z kolei I%+1 > (k*)""1 Ty >r*,azatemei 1 > ¢

Z ograniczenia zasobowego otrzymujemy warunek na k1 =k,  — Ak =0:

Akpyr = ki1 — ke = =n = T

Jesli c; < Ak — (6 +n) ke, t0 Akyyq > 0, @ zatem kyyq > ky

Sciezka przejscia moze znajdowac sie tylko w tych obszarach wykresu,
gdzie jednoczesnie ¢;41 > ¢; oraz k.1 > k; lub jednoczesnie ¢; 1 < ¢; 0raz kyy1 < ky

19



Ksztatt Sciezki przejscia

W szczegdlnym przypadku, gdy o = «, optymalna konsumpcja jest liniowa wzgledem k:

cp M—(é—i—n) Kt
Cojeslio # a?
- Jesdli o < «, to Sciezka przejscia jest wypukta: przebiega ponizej prostej taczacej
punkty (0, 0) i (k*, c*), a konwergencja do stanu ustalonego jest szybsza
- Jesli o > «, to Sciezka przejscia jest wklesta: przebiega powyzej prostej taczacej
punkty (0, 0) i (k*, ¢*), a konwergencja do stanu ustalonego jest wolniejsza

Oszacowania empiryczne wskazuja, ze a ~ 1/3 i o ~ 2 (ostatni przypadek)

Oznacza to, ze jesli technologia sie (jednorazowo) poprawia, konsumpcja natychmiast
rosnie; wrécimy do tej wtasnosci przy okazji modeli realnych wahan koniunkturalnych

20



Stopa oszczednosci na Sciezce przejscia

Stopa oszczednosci w modelu Ramseya:

y—c L s Y-l -@rn)k] @tk
Y y* y*

Dla funkcji Cobba-Douglasa mamy:

k*-(w‘*)‘ oraz y= Ak® - 5= 0EMgeye_Brna
p+d+n A pt+o+n

s =

Mozna udowodni, ze jesli s* = 1/0,to [s (t)]o, = s*
- Jesli s* > 1/0, to stopa oszczednosci poczatkowo jest niska
i rosnie w miare konwergencji do stanu ustalonego
- Jesli s* < 1/0, to stopa oszczednosci poczatkowo jest wysoka
i spada w miare konwergencji do stanu ustalonego

Ponownie, realistyczny jest ostatni przypadek, poniewaz s* < a =~ 1/3ic ~ 2

21



Dynamika modelu Ramseya: ,realistyczne” parametry

ki1 =k

Ct41 = Ct

== Transition path

22



Dynamika modelu Ramseya: ,realistyczne” parametry

Zachowanie k(t) w czasie
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Problemem empirycznym modelu Ramseya jest ponownie tempo konwergencji,
ktore jest jeszcze wyzsze, niz w modelu Solowa (poniewaz [s (¢)];2, > s*)

23



Stopa oszczednosci na Sciezce przejscia: uzytecznosc¢ Stone’a-Geary'ego

Tempo konwergencji mozna obnizy¢ uzywajac funkcji uzytecznosci Stone’a-Geary’ego:

W gospodarkach produkujacych niewiele powyzej ¢ stopa oszczednosci jest bliska 0
Stopa oszczednosci poczatkowo rosnie z PKB na osobe, pomimo tego, ze s* < 1/c

W zwiazku z tym najszybciej rosna gospodarki o ,,$rednim” poziomie PKB na osobe
35
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Smoothed 1/Y ratio (%)

Smoothed I/Y ratio (%)

Smoothed /Y ratlos Vs GDP per person
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Model Ramseya z postepem technologicznym




Sektor firm

Zaktadamy, ze technologia rosnie w tempie g:
Appr=(149) A

Ponownie skorzystamy ze zmiennych na efektywne jednostki pracy:
_ K .Y

t = E7 Yt = E»

Problem maksymalizacji zysku firm:

k 6tE

ALy

Ir(nazc Ht = Kta (AtLt)l_a — ’tht — (Tt + 5) Kt

Warunki pierwszego rzedu:
Ko aKf V(AL ™= (re4+0)=0 — r=akd -6
Li: (1—a)KPA L7 —w, =0 —  wy = (1 —a) Ak
Ceny czynnikéw produkcji zaleza od kapitatu na efektywne jednostki pracy

26



Sektor gospodarstw domowych

Nie musimy rozwigzywac¢ ponownie problemu gospodarstw domowych,

wykorzystamy tylko definicje konsumpcji na efektywne jednostki pracy:
G = Ct/Lt = g — Ct = étAt

T T A,
Wyrazamy réwnanie Eulera w zmiennych na efektywne jednostki pracy:

1/c 1/o

1+ 71 . 14741 ] A
C, = |77 C — C A = |- CA
o [(1+p><1+n>} ' e {<1+p><1+n> o
N [ 14741 T/a Ct . Crt1 _ { 1+ 741 T/a

0+ p) (1 +n) l1+g & (1+p)(1+n)(1+g)°

Skorzystajmy z bardziej eleganckiej wersji rownania Eulera dla czasu ciagtego:

ge~In(éy1/8)=1/o)In(1+7r41) —In(1+p)—In(1+n)—cln(l+g)]
- p—n—og
T o

27



Roéwnowaga ogolna

Réwnowaga na rynku kapitatu i aktywdw:

K, = Aktyway; - k=
A K;/L k A
k‘t = t/ LA ] — ay = k'tAt

Ay A
Wstawiamy informacje o cenach do ograniczenia budzetowego gospodarstw domowych:
Ct+ (1—|—n)at+1 :wt+(l+rt)at
6,5At + (1 + n) I%t+1At+1 = (1 — a) At]%? + (1 + 04]2:?71 — (S)I%tAt | : At
. A . R R
e+ (L4 m) ke == = (L @) kY + (L+ ok~ = 0k,
1
G+ 4+n) (149 ki = kX + (1 —08) ky
(L+n) (1 +g) kepr = kY — & + (1 8) ky
Ponownie otrzymujemy ograniczenie zasobowe (czyli Y; = C; + I;)

28



Dynamika modelu Ramseya z postepem technologicznym

Otrzymujemy system dwdch réwnan dynamicznych (gdzie ry, 1 = al?;fjr‘ll — )

5 i akfF —6—p-n-o
Réwnanie Eulera : g~ —L P 9

(o
Ograniczenie zasobowe :  (1+n)(1+g) k1 = kX + (1 —0) bk — &

Sciezka zréownowazonego wzrostu (ge = 0 — &1 = & = ¢ oraz kyq = ky = k*):

ak® ' -6 —p—n—oyg

0=gs~ .

ak® '~ p+5+n+og

R a 1/(1—a)
K| ——e———— oraz r"~p+n-+o
<p+5+n+ag> P g

FH(1+n) (149 k" =E)*+(1—0)k* —¢&*

¢ = (k)" — (0 +n+g+ng) b = ()" = (5+n+g) k"
29



Sciezka zrownowazonego wzrostu

Wartosci zmiennych na efektywne jednostki pracy na $ciezce zréwnowazonego wzrostu:

o o 1/(1-a) . ( a )oc/(loc)
B | ——0 ——— oraz o~ —mF——
p+o+n+og p+do+n+og

o a/(1—a) a 1/(1—-c)
| ————— —(5+n+g)(>
p+o+n+oyg p+o+n+og

Jeslip=0ioc =1, to otrzymujemy poziom kapitatu na efektywne jednostki pracy

(oraz stopy zwrotu z kapitatu) taki sam, jak w modelu Solowa przy zatozeniu s = sqr = a:
Ny 0 \V0- )
k :(W> oraz r*~n-+g

Mozna wykaza¢, ze dla dowolnego o gospodarka modelu Ramseya jest dynamicznie
efektywna. Im wyzsze o, tym nizsze k*, §* i &* (gosp. dom. s bardziej ,niecierpliwe”)

0 ile zmienne na efektywne jednostki pracy zaleza ujemnie od g,

zmienne na pracownika zaleza dodatnio od g: 5, = Ay (1 +g)" - 9
30
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