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Wybor miedzyokresowy konsumpcji




Problem maksymalizacji funkcji uzytecznosci

Konsument maksymalizuje uzyteczno$¢ z konsumpcji w dwéch okresach

max U=1Incy + Blncsy
C1,C2,Qa

pod warunkami ¢; +a =y

co=y+(1+7)a

Uzytecznos$¢ logarytmiczna dla tatwych obliczen, czynnik dyskontujacy g € [0, 1]
Zmienne egzogeniczne: dochody 1, 2 > 0 i realna stopa procentowa r > —1

Zmienne wyboru: konsumpcja cy, co i zgromadzone na koniec okresu 1 aktywa a

Miedzyokresowe ograniczenie budzetowe:

C2 — Y2 C2 — Y2 Y2
a= - 1+ = - c —1—7 +
1+7r ! 1+7r o ! 1+7r s 1+7r




Problem maksymalizacji funkcji uzytecznosci: interpretacja graficzna

Szukamy takiej krzywej obojetnosci, ktéra jest styczna do ograniczenia budzetowego

Punkt stycznosci jest rozwigzaniem problemu:

Krzywe obojetnosci Ograniczenie budzetowe Rozwigzanie graficzne
“ “ ®  Initial endowment “ = Budget line
Budget line —— Indifference curve
yo+ (147 Budget set ®  Optimal consumption

Slope = —(1+7)

/ A’"z
Y2 Y2 \

0 o 0 n o +y/l+r) o 0 a n a1




Metoda mnoznikéw Lagrange’a

Konstruujemy funkcje Lagrange’a (lagranzjan):

_ ‘ Y2 C2
L=Inc; +FBlncy + | I e =
rer et |:,lj] * 1+7r a4 + T']

Wyprowadzamy warunki pierwszego rzedu:

1 1

S VN S |
301 C1 C1

oL 1 1 1

D —=0—+ |- = A= 1 -

“ Ocy ‘c‘er { 1+r] 0 - Bl +T)02

Otrzymujemy warunek optymalnosci (réwnanie Eulera):

i:ﬁ(l—i—r)l = c=014+7)c
C1 Co



Problem maksymalizacji funkcji uzytecznosci: rozwigzanie

Wstawiamy warunek optymalnosci do ograniczenia budzetowego:

co=0(1+71)c

. C2 _ Y2
(/1+71+r yl+1+r
c1+ fBey = 47

Optymalne wartosci konsumpcji i aktywow:

1 Y2
011—|—ﬁ|:y1+1+7“:|
e LIRS

1
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Problem maksymalizacji funkcji uzytecznosci: rozwigzanie

Co A
Budget line
Indifference curve
Euler equation
®  Optimal consumption
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Skutki zmian parametréw problemu konsumenta

Konsument bardziej cierpliwy (wyzsza f):
Ocy Ocs Oa
aiﬂ <0, % >0, —>0
Wyzszy dochdd w pierwszym okresie:
dcy Ocy da
oo, 2250, 22 >0
8y1 6y1
Wyzszy (spodziewany) dochdd w drugim okresie:

Ocy Ocy Oa
oy, 250, X oo
0ya )



Nastroje konsumentow a wydatki konsumpcyjne w USA

FRED -/ — wniversity of Michigan: Consumer Sentiment-80)/4
— Real personal consumption expenditures per capita
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https://fred.stlouisfed.org/graph/?g=1aHGU

Skutki wzrostu realnej stopy procentowej »

Efekt substytucyjny: konsumpcja w przysztosci staje sie relatywnie tansza,
sktaniajac konsumenta do przesuniecia konsumpcji z okresu pierwszego na drugi

Efekt dochodowy zalezy od pozadanego poziomu aktywéw przed zmiang r:
- ,0szczedzajacy” (a > 0): powiekszenie sig zbioru budzetowego
sktania konsumenta do zwiekszenia konsumpcji w obu okresach

- ,Zadtuzony” (a < 0): zmniejszenie sie zbioru budzetowego

sktania konsumenta do zmniejszenia konsumpcji w obu okresach

Efekty Oszczedzajacy | Zadtuzony
wzrostu r ¢l Co a c1 Co a
Substytucyjny | — + + - + +
Dochodowy | + + — - - +
taczny 7+ ? - 7 4+




Skutki wzrostu realnej stopy procentowej »

Oszczedzajacy Zadtuzony

C2 4

Y2




Skutki spadku stop procentowych w dany
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Figure 5: Dynamic effects of a 25 basis point unanticipated interest rate cut on the
expenditure of durable goods by housing tenure group. Grey areas are bootstrapped
90% confidence bands. Top row: UK (FES/LCFS data). Bottom row: US (CEX
data).

Cloyne, Ferreira, Surico (2016) 10


https://www.bankofengland.co.uk/-/media/boe/files/working-paper/2016/monetary-policy-when-households-have-debt-new-evidence-on-the-transmission-mechanism.pdf?la=en&hash=F1C10A3548F50FF64D70369564633F94FF8DC400

Skutki wzrostu stop procentowych w dany

Klienci przyspieszyli wczesniejszg sptate kredytow mieszkaniowych m

Ogétem w 2019 r.: 17,5 mid zt 2020 r.: 18,4 mid zt 2021 r.: 26,7 mid zt 2022 r.: 52,4 mid zt
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kwota wezesniejszych spfat (w mid zi) kwota nadplat (w mid zt)

Wezesniejsza spfata (do zera) — jedli data zamknigcia rachunku jest wezeéniejsza niz przewidywana data splaty kredytu o co najmniej & miesigcy.
Nadptata - jesli na poczatku i koficu danego miesiaca kredyt byt czynny i kwota do sptaty (w walucie oryginalnej) na koficu miesiaca jest nizsza od tej z korica
. poprzedniego miesiaca o wigcej niz 10%. 1
Zrddio: Bik

Bankier.pl 1


https://www.bankier.pl/wiadomosc/Szybko-nadplacamy-hipoteki-miliardy-plyna-do-bankow-co-miesiac-8790757.html

Dodatkowe ograniczenia




Ograniczenie pozyczania

Tym razem konsument nie moze sie zadtuza¢ (a > 0):

max U=1Inc +Blney
C1,C2,Qa

pod warunkami ¢ +a =y
co=y2+(1+71)a
a>0

Albo konsument i tak wybratby a > 0 i ograniczenie nie jest wigzace

Albo chciatby wybra¢ a < 0 i wtedy ograniczenie pozyczania jest wigzace:

a=0, c1=y1, c2=1y2
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Ograniczenie pozyczania: interpretacja graficzna

Przypadek 1: ograniczenie niewigzace

Co A

C2

Y2

0

C1

hn

Przypadek 2: ograniczenie wigzace

C2 4

C2 = Y2

0 ca=unm c1

W przypadku 2 konsument reaguje biezaca konsumpcja na kazda zmiane dochodu
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Ograniczenie pozyczania: podejscie formalne

Lagranzjan (dwa oddzielne ograniczenia budzetowe i ograniczenie pozyczania):

L=lnci+Flnca+M[y1—c1—al+Xy2+(1+7)a—c2]+pa

Warunki pierwszego rzedu:

o 1 1
C1 : 7:7_’_)\1[_1]:0 — )\1:7
oc1 @ c1
oL 1
Co _6 +)\2[ ] 0 — )\Qzﬁ
802 Co
oL
a aa*)\l[ U+ XMl4+r]+p=0 = M=XQ+7)+p
KS : pua=0 oraz pu>0 oraz a>0

Ostatnia linijka to tzw. komplementarna $cistos¢: albo a = 0, albo ograniczenie nie wigze



Przypadek 1: ograniczenie niewigzace, u = 0ia > 0

Warunek pierwszego rzedu wzgledem aktywdéw upraszcza sie:
)\1:)\2<1+T>+M i u=0 - )\1:)\2(1+7“)

Po wstawieniu pozostatych warunkéw otrzymujemy réwnanie Eulera:

1 . 1
A = 1 Ay = E — — = ﬁ
C1 C2 C1 C2

Optymalne wartosci konsumpcji i aktywow:
1 Y2 B
= — —~= | oraz =1
a1 1+B{y1+1+7’] ) 1+5[( +7)y1 + Yol

Y2
1+6 [5 1_1+7“]

Nalezy sprawdzi¢, czy rzeczywiscie a > 0

(14+7r) — c=p0+r)c
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Przypadek 2: ograniczenie wiazace, u > 0ia =0

Rozwigzanie wynika wprost z ograniczen budzetowych:
cata=y, c=yp+1+r)a a=0 — cg=y | co=1y

Nalezy zweryfikowac wartos¢ mnoznika p:

1
M:A1—>\2(1+7‘)=f—ﬁ(l+r)
Y1 Y2

Mnoznik © méwi nam, o ile uzytecznos$¢ wzrostaby, gdyby ograniczenie
byto marginalnie poluzowane (konsument mogt pozyczy¢ ,ztotowke”)

Jest tym wigkszy, im wiekszy jest przyszty dochdéd w poréwnaniu do biezacego



Oprocentowanie kredytu > oprocentowanie oszczednosci

Podobna, ale bardziej realistyczna sytuacja jest ta, w ktorej konsument moze swobodnie
zaciagnac kredyt b, ale po wyzszej stopie procentowej r° > r

max U=Inci +Blnecy
c1,c2,a,b

pod warunkami ¢y +a=y; +b
o+ 1+b=y+0+r)a
a>0

Mamy wtedy trzy (sensowne) przypadki:
1. Oszczedzajacy: (a > 0, b = 0)
2. Zadtuzony: (@ =0,b > 0)
3. Na obu ograniczeniach: (a = 0, b = 0)



Oprocentowanie kredytu > oprocentowanie oszczednosci
Oszczedzajacy

Zadtuzony Na obu ograniczeniach
C2 \ C2
Y2 xl “\
[ A
Co [y
Y2

C2 = Y2
AN
N~
\
N,
\
\
0

cy 0

Yy a

c1

1=y

W ostatnim przypadku konsument lokalnie zachowuje sie tak,
jakby w ogéle nie mégt pozyczac

c1



Wrazliwos¢ biezacej konsumpcji na polityke fiskalna (PF) i pieniezng (PP)

C2

C2

Y2

Oszczedzajacy Zadtuzony
[ N
Y2 x’\ ‘\\
777777777777777777777777777 Co \“\\S
0 c Y1 ¢ 0 n a c1
PF: =~ 0 PF: niska
PP: niska PP: wysoka

Na obu ograniczeniach

C2

C2=Y2

1= ‘1

PF: wysoka
PP: ~ 0
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Rownowaznos¢ ricardianska (i jak ja ztamac)




Sektor finansow publicznych

Ograniczenia budzetowe rzadu:

gg=T11+0b
gg+(1+7")b:7'2
gdzie g, i g» to wydatki publiczne (na osobe) w okresach 1i 2,

71 i T to podatki na osobe, a b to emisja obligacji (na osobe)
pokrywajacych deficyt w okresie 1, ktére trzeba sptaci¢ w okresie 2

Jest to uproszczone ujecie petnego problemu dynamicznego:

oo

gt — Tt . by
=bp+ lim ———
; (1+ r)t et (1+ T)t

zaktadajacy brak bankructwa rzadu: lim;_, o, [bt/ (1+ r)t} =0

20



Problem gospodarstw domowych

Konsumenci rozwigzuja swoj problem:

max U =1Inc;+ Blnc
C1,C2,Q

podwarunkami ¢ +a=y; — 7

co=ya—To+(1+7r)a

gdzie aktywa a sa suma obligacji b i pozostatych aktywéw a

Miedzyokresowe ograniczenie budzetowe:

C2 Y2 — T2
=y1—71+

ClJrl—&—r 1+7r

21



Problem gospodarstw domowych: rozwigzanie

Lagranzjan:
£:1H61+51H02+)\ y17T1+yi;7—27 1716_;37,.
Warunki pierwszego rzedu:
oL 1 1
¢ == =0 - A=—
dcy ¢ c1
oL 1 A 1
D = =f——-—"—=0 - A=8(1 -
2 0cs 602 1+r BlL+r) Co

Warunek optymalnosci (rownanie Eulera):

co=pB(1+r)cr

22



Problem gospodarstw domowych: rozwigzanie

Ograniczenia budzetowe jeszcze raz:

ca+b+a=y1—m oraz b=g—m — a=y1—g1—c
T2 — g2

= yg — 1 b+ a oraz b=
C2 Y2 7’2+( +’I“)( +a) 1+T

= c=y—got+(1+r)a

Miedzyokresowe ograniczenie budzetowe:

C
co=y—gp+1+r)p1—g —ca) — 61+72r=y1—g1+

Po wstawieniu réwnania Eulera:

1 Y2 — G2 B
= |y —g + 0raz ¢y = ———
1+8 19T 1y 2T 115

a=y1—T1—cC Oraz a=y;—g1—c1 O0raz b=g; —n

C1

[(T+7)(y1 —91) + (y2 — g2)]

Zmiany sekwencji podatkow w czasie nie wptywaja na Sciezke konsumpgji!
Dodatkowo, poziom aktywdw zmienia sie 1:1 ze zmianami podazy obligacji

23



Zatozenia stojace za rownowaznoscia ricardianska

Wszystkie aktywa maja taka sama stope zwrotu (co do wartosci oczekiwanej)
Podatki nie znieksztatcaja decyzji firm i gospodarstw domowych

Zmiany podatkowe s3 takie same dla wszystkich (brak redystrybucji)

Nowy dtug publiczny zostanie sptacony za zycia obecnych gosp. dom.
Gospodarstwa domowe zdaja sobie sprawe z ograniczen budzetowych rzadu
Gospodarstwa domowe nie maja zadnych ograniczen pozyczania / ptynnosci

Gospodarstwa domowe maja preferencje tzw. spdjne w czasie

24



Zwrot czesci zaptaconych podatkéw w 2008 a dodatkowe oszczednosci

Personal Saving and the 2008 Rebate

Personal saving
Rebate

I
L

Percent of disposable income
[V} w
) )

—
1

/]

0
Jan Feb  Mar Apr May Jun Jul Aug  Sep
2008

Taylor (2009), US Bureau of Economic Analysis
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http://www.jstor.org/stable/25592456

Zwrot czesci zaptaconych podatkéw w 2001 i 2008 a konsumpcja

Income, Consumption and the 2001 Rebate Payments Income, Consumption and the 2008 Rebate Payments
11500
== Personal consumption expenditures
= Disposable personal income - 11250 4
S 11000 A
El
= 10750
5 107
@
=}
= 10500 1
£
£ 10250
o
15}
5 10000 4
E
9750
6500 T T 9500 T T
Jan Jul Jan Jul Jan Jul Jan Jan Jul Jan Jul Jan Jul Jan
2000 2001 2002 2003 2007 2008 2009 2010

Taylor (2009), US Bureau of Economic Analysis
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http://www.jstor.org/stable/25592456

Zwrot czesci zaptaconych podatkéw w 2001 i 2008 a konsumpcja

PCE Regressions with Rebate Payments

Lagged PCE 0.794  0.832
(0.057) (0.056)
Rebate payments 0.048 0.081

(0.055) (0.054)
Disposable personal income (w/o rebate) 0.206  0.188
(0.056) (0.055)

Oil price ($/bbl lagged 3 months) -1.007
(0.325)
R? 0.999 0.999

Taylor (2009)
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http://www.jstor.org/stable/25592456

Realna konsumpcja i do

IFRED 4/ — Real Personal Consumption Expenditures

Billions of Chained 2017 Dollars
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https://fred.stlouisfed.org/graph/?g=1aHH5

Heterogeniczna reakcja na zwrot czesci zaptaconych podatkow

Responses to 2001 and 2008 Rebate Surveys

2001 2008
Number Percent Number Percent

Mostly spend 256 21.8 447 19.9
Mostly save 376 32.0 715 31.8
Mostly pay off debt 544 46.2 1083 48.2
Will not get rebate 223 212

Don't know / refused 45 61

Total 1444 100 2518 100

Shapiro i Slemrod (2003), Shapiro i Slemrod (2009)
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http://www.jstor.org/stable/3132182
http://www.jstor.org/stable/25592427

Konsument na ograniczeniu pozyczania

Co =Y2 — T2

/o !
Co =Y2 — Ty

0 ¢ =y —7 c

Dopoki dochéd do dyspozycji nie przesunie sie do punktu ,zielonego”,
konsumpcja rosnie 1:1 przy redukcji podatkéw / zwigkszeniu transferéw
30



Gospodarstwa domowe z brakiem ptynnych aktywow

Gospodarstwa domowe, ktérych biezaca konsumpcja jest w zasadzie réwna
biezacemu dochodowi, a aktywa sa bliskie 0 nazywamy typu ,hand-to-mouth”

Lusardi et al. (2011), Broda i Parker (2012): 30-40% gospodarstw domowych w USA
posiada ptynne aktywa ponizej dwumiesiecznego dochodu. Ale to nie s3 ,biedni” ludzie!

Kaplan i Violante (2014): w danych mikroekonomicznych ok. 10% gospodarstw domowych
jest typu poor hand-to-mouth, ale ok. 33% jest typu wealthy hand-to-mouth:
maja dodatnie aktywa, ale sa to aktywa nieptynne (domy, fundusze emerytalne, itd.)

Konstruuja model z dwoma typami aktywéw: ptynne o niskiej stopie zwrotu oraz
nieptynne o wysokiej stopie zwrotu, z kosztami transakcyjnymi pomiedzy nimi
W ich modelu ok. 25% gospodarstw domowych natychmiast wydaje drobne,
nieprzewidziane podwyzki dochodu. Jesli transfery sg duze, zamieniaja je

w aktywa nieptynne, zachowujac sie jak ,standardowi” konsumenci

31


https://www.brookings.edu/bpea-articles/financially-fragile-households-evidence-and-implications/
https://www.nber.org/papers/w20122
https://www.nber.org/papers/w17338

Krancowa sktonnos$¢ do konsumpcji z biezacego dochodu a ptynne aktywa

Figure 3: Consumption Sensitivity by Asset Buffer Decile

(a) Lowest Decile (b) Highest Decile
Change in log consumption Change in log consumption

0.1 0.1

M
00 00
0.1 01
02 0
02 0.1 00 01 02 02 0.1 00 0.1 02
Change in log income (instrumented with coworker pay) Change in log income (instrumented with coworker pay)

Ganong et al. (2023)
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https://www.nber.org/papers/w27552

ncowa sktonnos$¢ do konsumpcji z biezacego dochodu a ptynne aktywa

Marginal propensity to consume

Figure 4: Marginal Propensity to Consume by Asset Buffer
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Ganong et al. (2023) 33


https://www.nber.org/papers/w27552

Skonczony horyzont planowania

Gospodarstwa ,starsze” moga liczy¢ na to,
ze przyszte wyzsze podatki nie bedg ich dotyczyc

Spending the 2008 Rebate, by Age
Age group Percent mostly spending

29 or less 11.7
30-39 14.2
40-49 16.9
50-64 19.9

65 or over 28.4

Shapiro i Slemrod (2009)
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http://www.jstor.org/stable/25592427

Model naktadajacych sie pokolen
(OverLapping Generations, OLG)




Model naktadajacych sie pokoler (OLG)

Pionierzy: Allais (1947), Samuelson (1958) i Diamond (1965)
Zamknieta gospodarka bez sektora rzadowego
Gospodarstwa domowe 2yja przez dwa (dtugie) okresy:
1. W pierwszym okresie pracuj3, konsumuja i oszczedzaja (,mtodzi")
2. W drugim okresie sa na emeryturze i konsumuja oszczednosci (,starzy”)
Funkcja produkgji i sektor firm taki sam, jak w modelu Solowa

Najprostsza (ale tylko t3!) wersje modelu mozna wykorzysta¢
do wyprowadzenia modelu Solowa z mikropodstaw
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https://www.jstor.org/stable/2726192
http://www.jstor.org/stable/1826989
https://www.jstor.org/stable/1809231

Naktadajace sie pokolenia

okres
2 3 4 5

—_

< O

okres narodzin
T i W N = O
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W okresie ¢ zyje N/ ,mtodych” (y) dorostych o nieelastycznej podazy pracy:
Ly =N/
Populacja ,mtodych” rosnie w tempie n:

Lt+1 _ Nty+1 _ (1+’I’L)Nty :1+n
Ly N7V NY

Wszyscy ,,mtodzi” dozywaja do emerytury, a wszyscy ,starzy” (o) umieraja:
Nto = Nfﬂ

Tempo wzrostu catkowitej populacji N; = N} + N? réwniez wynosi n

37



Sektor gospodarstw domowych

Mtode gospodarstwo domowe w okresie ¢ rozwigzuje problem:

max U=In¢ +pIncf,,
Y 0
CirCoprr Q41

pod warunkami ¢! + a;11 = wy
o1 = (L4 reg1) appa
dzie ¢! to konsumpcja w okresie ,mtodosci”, ¢2, , w okresie ,starosci”,
t t+1

w; to dochdd z pracy przed emeryturg, a zgromadzone aktywa a;11
przyniosa realng stope zwrotu r;,; W okresie ,starosci” ¢ + 1

Miedzyokresowe ograniczenie budzetowe:
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Problem gospodarstw domowych: rozwigzanie

Lagranzjan:
° Cii1
L=Inc{ +pBnecy ; +\|w—cf — -
Warunki pierwszego rzedu:
oL 1 1
v == —A=0 - A==
“ o} o cf
oL 1 A
ot : =B - =0 = A=B01+r
o dciy SR S| ( ) Cli1

Warunek optymalnosci (réwnanie Eulera):

1
=B (1 +ri41) = = =B 4ria)c
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Problem gospodarstw domowych: rozwigzanie

Wstawiamy warunek optymalnosci do ograniczenia budzetowego:

_ y
ciy1 = B(1+7i41) ¢
(o}
C? + 7Ct+l = W¢
1471

el + Bel = wy
Optymalne wartosci konsumpcji i aktywow:

c] = 1 wy, = B

T 1+5
Przy logarytmicznej uzytecznosci i braku dochoddéw w okresie ,starosci”
efekt substytucyjny i dochodowy stopy procentowej idealnie sie znosza

(1 + Tt+1) wy 0OrdAz aiyq = Wy

Jest to szczegélny przypadek, w ktérym gospodarstwa domowe zachowuja sie
doktadnie jak w modelu Solowa (zawsze oszczedzaja stata czes¢ dochodu)
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Sektor firm

Firmy produkuja wedtug funkcji Cobba-Douglasa i co okres rozwigzuja problem:

II;I’I&E( Ht = K? (AtLt)lia — (Tt + 5) Kt — tht

Warunki pierwszego rzedu:

o ) - K \*7!

Ko M =0 nma( )
oIl « —ar-—a s )

Lo (- @RKPATL =0 o w= (-4 (1)

Ceny czynnikéw produkcji zaleza od kapitatu na efektywne jednostki pracy k:

re=akd™t =6

Wy = (1 — Oé) AtlACtQ
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Roéwnowaga ogolna

Kapitat w okresie t + 1 jest réwny aktywom zgromadzonym na koniec okresu ¢:

K1 = NYaiq | AL

K Nty at41

AyLy Ly A L A + ﬁwt
App1 Lipr Ky _ B w

| w = (1 — ) Ak

Ay Ly ALy 1+ B8 A

B (1—a) Ak

(1+”)(1+9)kt+1=1+ﬂ A,

Réwnanie opisujace dynamike kapitatu na efektywne jednostki pracy w czasie:

r _B/A+B) (1 —a)s,
Fip1 = (1+n)(1+g) ki
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Stan ustalony k* ($ciezka zrownowazonego wzrostu)

W stanie ustalonym k41 = k; = k*:

]%*75/(1_*_5)( )(]%*)a

S (I+n)(+ 9)
e B/ (1+8)(1—
(k%) (14 n) 1+ )
. [B/A+8)(1-a)]7"
g ‘[ (EEET) ]

W modelu Solowa: )
. s T-—o
b= ——
<6 +n+ g)
Czy mozemy co$ powiedzie¢ o stopie oszczednosci i deprecjacji w tej gospodarce?
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Stopa oszczednosci / inwestycji

W najprostszym modelu OLG deprecjacja kapitatu jest catkowita (§ = 1):
Kt-‘rl :It+(1—6)Kt :It :St

Poziom oszczednosci i stopa oszczednosci:

St:NtyCLt_;,_l:Lt%’wt:Ltlfﬂ(1*0&)K?A%_O‘Lt—0¢:%(1706)m
_S_ B
¥ _oUtA-p_ 1-a

axp? axp? "

Im bardziej cierpliwe sa gospodarstwa domowe (wyzsza f3),
tym wyzsza jest stopa oszczednosci / inwestycji s
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Ztota reguta i dynamiczna nieefektywnos¢

W modelu OLG tez istnieje poziom stopy oszczednosci maksymalizujacy
konsumpcje (na efektywna jednostke pracy) na $ciezce zréwnowazonego wzrostu:
& = (C/(AL))" = (Y/(AL))" — (I/ (AL))" = (k") = (1+n) (1 + g) k"
oe* .
— =a(k")* ' —(1+n)(1+g9)=0
o =B = (1) (14 g)

Dla funkcji Cobba-Douglasa ponownie otrzymujemy rezultat sgr = o
Aby gospodarka OLG byta dynamicznie nieefektywna, wystarczy, ze:
B

a
P -
1+ﬁ( a)>a — ﬂ>1—2a

Dla np. a = 0.3 wystarczy, ze 3 > 0.75, co jest mozliwe dla ,cierpliwych” krajéw

S =
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Kryteria dynamicznej nieefektywnosci

Dynamiczna nieefektywnos$¢ mozna tez wykry¢ korzystajac z kryterium:
(I+r)<(l+n)(1+g)

Czyli realna stopa zwrotu z kapitatu < stopa wzrostu zagregowanego realnego PKB

Dla funkcji Cobba-Douglasaié = 1:

1+r=Y+ak* =K< (1+n)(1+g)

o N
—<klfo<
(14+n)(1+g)

b ) = e
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Kryteria dynamicznej nieefektywnosci

Abel et al. (1989): gospodarki z 7% = 9Y /0K < I/K sa dynamicznie nieefektywne

Investment to capital ratio in “growth miracle” countries
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https://www.jstor.org/stable/2297746

Oczekiwana dtugos¢ zycia a oszczednosci

Konsument dozywa do emerytury z prawdopodobienstwem w:

max U=Inc} +wBincg,,
cY,co ,a
t Ct410 @t

pod warunkami ¢} + a;11 = wy

i1 = (1 +rg1) aga

Lagranzjan:
L=Inc’ +wBlncd, , + A wfcyfcgi
- t t+1 t t 1+ 71
Warunki pierwszego rzedu:
o 1 1
Voo = —A=0 A==
K ac! - cl
oL 1 A
Cto+1 = :0 — )\:LUﬁ(l‘FT’t_;'_l) 5

=w —
o O
It 1 L+ iy
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Oczekiwana dtugos¢ zycia a oszczednosci

Warunek optymalnosci (réwnanie Eulera):

1 1
— =wB (1 +7i41) — =y =wf (4 rgr)
t Ci+1

C

Optymalne wartosci konsumpcji i aktywow:

1 wp

_ o _ wp
B 1—|—wﬂwt7 41 = 1+ wp

¢’ 147 wy OraAZ Gpyq = w
i ( t41) Wy 1= T oa

Stopa oszczednosci w réwnowadze:

wpf %
1+wB’ Ow

s=(1-a) >0
Wyzsza oczekiwana dtugos¢ zycia zwieksza stope oszczednosci
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Oczekiwana dtugos¢ zycia a stopa oszczednosci: dane
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Figure 4. Adult survival index and the national saving rate

Kinugasa i Mason (2007)
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https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/S0305750X06001781

’ o .

Oczekiwana dtugosc¢ zycia a tempo wzrostu gospodarczego

Growth rate (unexplained part)

T
.012 .016 .020 024 .028
1/(life expectancy at age one)

Barro i Sala-i-Martin (2004) Economic Growth, Figure 12.5 51



Geograficzny rozktad ryzyka malarii

Figure 5.
Malaria risk - 1946, 1966, 1994

=

Tropic of Capricorn
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B 1966

1946

Gallup, Sachs, Mellinger (1999)
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https://www.nber.org/papers/w6849

Szerokos$¢ geograficzna a PKB na osobe

Figure 2. GDP per capita by Latitude
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Czynniki kulturowe a roczne oszczednosci emerytalne

Annual Retirement Savings by Immigrants in the U.S.

Who Were Born in the Foreign Country
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System emerytalny




Sktadki i wyptaty emerytur

Rzad zbiera sktadki emerytalne 7; od ,mtodych” i wyptaca emerytury p; ,starym”

Zmodyfikowane ograniczenia budzetowe:

Y _
Cf t a1 =W — Ty

1 = (1 +7e41) Qg1 + P

Rozwazymy dwa systemy, ktére réznia sie zwigzkiem miedzy T a p:
- Ufundowany: sktadki ,mtodych” sg inwestowane na rynkach finansowych
i bedzie z nich wyptacana emerytura obecnym ,mtodym” gdy beda ,starzy”

- Repartycyjny: sktadki ,mtodych” finansujg emerytury obecnych ,starych”
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System ufundowany

Emerytura zalezy od sktadek i stopy zwrotu z aktywodw:

Peyr = (L +re1) 7
Zmodyfikowane ograniczenia budzetowe:
C? +(Lt+1 = Wt — Tt
ctyg = (L +ren)apr + (L) 7

Miedzyokresowe ograniczenie budzetowe:

jest takie samo, jak przy braku systemu emerytalnego

System emerytalny zmusza do ,,przymusowych oszczednosci”, co mozna w petni
skompensowac zmiang oszczednosci prywatnych (przy braku innych ograniczen)
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System ufundowany

Nie zmienia sie tez réwnanie Eulera:
¢fe1 =B (L +re41)cf

Poziom konsumpcji jest taki sam, jak przy braku systemu emerytalnego:
1

T+8""

Aktywa prywatne sg nizsze o wysokos¢ sktadek emerytalnych:

Yy _
C; =

Y _

at+1:wt—7't Ct_1+ﬁwt_7—t
Kapitat w nastepnym okresie jest suma aktywow prywatnych i emerytalnych:
p
K =N (a1 4+ 1) = nyl +B

System ufundowany nie wptywa na réwnowage (w najprostszym modelu)
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System repartycyjny

Rzad zbiera sktadki emerytalne ,mtodych” i wyptaca emerytury ,starym”
Dla uproszczenia przyjmiemy, ze system emerytalny jest zbilansowany:
N{p: = N{'7;
pe=(1+n)m
Pir1 = (1 +n) 741
Przyjmiemy, ze sktadki rosng w tempie postepu technologicznego (tak jak ptace):
T = (1497
Zmodyfikowane ograniczenia budzetowe:

Y —
Ct +at+1 = Wt — Tt

i1 =0 +rg)am+(1+n)(1+9)n
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System repartycyjny

Miedzyokresowe ograniczenie budzetowe:

y et _ A+n)(+g) (1+”)(1+9)_1
Ct + 1 T et Wi Tt + 1 —|—’/‘t+1 Tt Wt + 1 T ert Tt

Zyciowy dochéd do dyspozycji jest wyzszy dzieki systemowi repartycyjnemu, jesli:
(1+n)(14+g) > (1 +7e41)
Réwnanie Eulera nadal sie nie zmienia:
cty1 =B (L +re41)cf

Ale tym razem system emerytalny wptywa na poziom konsumpcji:

y_ 1 {wﬁ{(lﬂ)(”g)_l]n}

C; = ———
t 1+ﬁ 1+Tt+1
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System repartycyjny

Zmienia sie tez poziom aktywoéw prywatnych:

B 1 (I+n)(1+g)
G = we = T e = g ) = e

Zagregowany kapitat jest nizszy niz przy braku systemu emerytalnego:

B 1 (1+n)(1+g)T

K =N/ | 2w, —7) —
et = N g o) =

System repartycyjny zwieksza dobrobyt, jesli gospodarstwa domowe
oszczedzaja ,,za duzo” (poczatkowo mamy dynamiczna nieefektywnosc)
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System repartycyjny

W wiekszosci krajéw rozwinietych dziata obecnie system repartycyjny,
cho¢ nie s3 one dynamicznie nieefektywne. Co wigecej, poniewaz zazwyczaj

(14+7)>(14+n)(1+g)

to system repartycyjny obniza konsumpcje i dobrobyt

Sa inne korzysci z systemu emerytalnego, niewystepujace w prostym modelu:
- Ubezpieczenie od ,ryzyka” przezycia prywatnych oszczednosci
- ,Zachecenie” do oszczedzania gospodarstw domowych niespéjnych w czasie
- (Potencjalnie) niwelowanie nieréwnosci dochodowych

Te funkcje moze spetnia¢ takze system ufundowany, ale bardzo trudno
jest przejs¢ z istniejacego systemu repartycyjnego do ufundowanego
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