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Zadania przygotowujące do egzaminu końcowego

1. Neoklasyczna funkcja produkcji

Neoklasyczna funkcja produkcji Y = F (K, L, A) spełnia następujące własności:

• Stałe przychody skali (względem kapitału i pracy): F (zK, zL, A) = zY

• Dodatnie i malejące krańcowe przychody z obu czynników produkcji:

∂F

∂K
> 0,

∂2F

∂K2 < 0,
∂F

∂L
> 0,

∂2F

∂L2 < 0

• Warunki Inady:

F (0, L, A) = 0, F (K, 0, A) = 0, lim
K→0

∂F

∂K
= ∞, lim

K→∞

∂F

∂K
= 0, lim

L→0

∂F

∂L
= ∞, lim

L→∞

∂F

∂L
= 0

Zbadaj, czy poniższe funkcje produkcji są neoklasyczne.

(a) Funkcja Cobba-Douglasa: Y = AKαL1−α dla α ∈ (0, 1)

Stałe przychody skali:

F (zK, zL, A) = A (zK)α (zL)1−α = AKαL1−α · zα · z1−α = zY

Dodatnie i malejące krańcowe przychody z obu czynników produkcji:

∂F

∂K
= αAKα−1L1−α = α

Y

K
> 0 ∂2F

∂K2 = α (α − 1)︸ ︷︷ ︸
<0

AKα−2L1−α < 0

∂F

∂L
= (1 − α) AKαL−α = (1 − α) Y

L
> 0 ∂2F

∂L2 = (1 − α) (−α)︸ ︷︷ ︸
<0

AKαL−α−1 < 0

Warunki Inady:

F (0, L, A) = A · 0α · L1−α = 0 F (K, 0, A) = A · Kα · 01−α = 0

lim
K→0

αAKα−1L1−α = αAL1−α · lim
K→0

1
K1−α

= ∞ lim
K→∞

αAKα−1L1−α = αAL1−α · lim
K→∞

1
K1−α

= 0

lim
L→0

(1 − α) AKαL−α = (1 − α) AKα · lim
L→0

1
Lα

= ∞ lim
L→∞

(1 − α) AKαL−α = (1 − α) AKα · lim
L→∞

1
Lα

= 0

(b) Funkcja o doskonałej substytucyjności między kapitałem a pracą: Y = A (K + L)

Stałe przychody skali:

F (zK, zL, A) = A (zK + zL) = z · A (K + L) = zY

Dodatnie i malejące krańcowe przychody z obu czynników produkcji (nie spełnia):

∂F

∂K
= A

∂2F

∂K2 = 0 ∂F

∂L
= A

∂2F

∂L2 = 0

Warunki Inady (nie spełnia):

F (0, L, A) = A (0 + L) = AL F (K, 0, A) = A (K + 0) = AK

lim
K→0

∂F

∂K
= A lim

K→∞

∂F

∂K
= A lim

L→0

∂F

∂L
= A lim

L→∞

∂F

∂L
= A
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(c) Funkcja Leontiefa: Y = min {AK, BL}

Stałe przychody skali:

F (zK, zL, A) = min {A · zK, B · zL} = z · min {AK, BL} = zY

Dodatnie i malejące krańcowe przychody z obu czynników produkcji (nie spełnia):

∂F

∂K
=

{
A dla AK < BL

0 dla AK > BL

∂2F

∂K2 = 0 ∂F

∂L
=

{
0 dla AK < BL

B dla AK > BL

∂2F

∂L2 = 0

Warunki Inady (nie spełnia):

F (0, L, A) = min {A · 0, BL} = 0 F (K, 0, A) = min {AK, B · 0} = 0

lim
K→0

∂F

∂K
= A lim

K→∞

∂F

∂K
= 0 lim

L→0

∂F

∂L
= B lim

L→∞

∂F

∂L
= 0

(d) Funkcja Cobba-Douglasa z postępem technologicznym: Y = Kα (AL)1−α dla α ∈ (0, 1)

Stałe przychody skali:

F (zK, zL, A) = (zK)α (A · zL)1−α = Kα (AL)1−α · zα · z1−α = zY

Dodatnie i malejące krańcowe przychody z obu czynników produkcji:

∂F

∂K
= αKα−1 (AL)1−α = α

Y

K
> 0 ∂2F

∂K2 = α (α − 1)︸ ︷︷ ︸
<0

Kα−2 (AL)1−α
< 0

∂F

∂L
= (1 − α) KαA1−αL−α = (1 − α) Y

L
> 0 ∂2F

∂L2 = (1 − α) (−α)︸ ︷︷ ︸
<0

KαA1−αL−α−1 < 0

Warunki Inady:

F (0, L, A) = 0α · (AL)1−α = 0 F (K, 0, A) = Kα (A · 0)1−α = 0

lim
K→0

∂F

∂K
= α (AL)1−α · lim

K→0

1
K1−α

= ∞ lim
K→∞

∂F

∂K
= α (AL)1−α · lim

K→∞

1
K1−α

= 0

lim
L→0

∂F

∂L
= (1 − α) KαA1−α · lim

L→0

1
Lα

= ∞ lim
L→∞

∂F

∂L
= (1 − α) KαA1−α · lim

L→∞

1
Lα

= 0

(e) Funkcja Mankiw-Romer-Weil (1992): Y = KαHβ (AL)1−α−β dla α, β, α + β ∈ (0, 1)

Stałe przychody skali (tym razem dodatkowym czynnikiem produkcji jest też H):

F (zK, zH, zL, A) = (zK)α (zH)β (A · zL)1−α−β = KαHβ (AL)1−α−β · zα+β+1−α−β = zY

Dodatnie i malejące krańcowe przychody z wszystkich czynników produkcji:

∂F

∂K
= αKα−1Hβ (AL)1−α−β = α

Y

K
> 0 ∂2F

∂K2 = α (α − 1)︸ ︷︷ ︸
<0

Kα−2Hβ (AL)1−α−β
< 0

∂F

∂H
= βKαHβ−1 (AL)1−α−β = β

Y

H
> 0 ∂2F

∂H2 = β (β − 1)︸ ︷︷ ︸
<0

KαHβ−2 (AL)1−α−β
< 0
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∂F

∂L
= (1 − α − β) KαHβA1−α−βL−α−β = (1 − α − β) Y

L
> 0

∂2F

∂L2 = (1 − α − β) (−α − β)︸ ︷︷ ︸
<0

KαHβA1−α−βL−α−β−1 < 0

Warunki Inady:

F (0, H, L, A) = 0α · Hβ (AL)1−α = 0 F (K, 0, L, A) = Kα · 0β · (AL)1−α = 0

F (K, H, 0, A) = KαHβ (A · 0)1−α = 0

lim
K→0

∂F

∂K
= αHβ (AL)1−α · lim

K→0

1
K1−α

= ∞ lim
K→∞

∂F

∂K
= αHβ (AL)1−α · lim

K→∞

1
K1−α

= 0

lim
H→0

∂F

∂H
= βKα (AL)1−α · lim

H→0

1
H1−β

= ∞ lim
H→∞

∂F

∂H
= βKα (AL)1−α · lim

H→∞

1
H1−β

= 0

lim
L→0

∂F

∂L
= (1 − α − β) KαHβA1−α−β · lim

L→0

1
Lα+β

= ∞

lim
L→∞

∂F

∂L
= (1 − α − β) KαHβA1−α−β · lim

L→∞

1
Lα+β

= 0

(f) Funkcja Constant Elasticity of Substitution Y = A [αKρ + (1 − α) Lρ]1/ρ dla α ∈ (0, 1) oraz ρ ≤ 1.
Dla ρ → 0 funkcja CES zbiega do funkcji Cobba-Douglasa (a), dla ρ = 1 K i L stają się doskonałymi
substytutami (b), a dla ρ → −∞ funkcja zbiega do funkcji Leontiefa (c).

Stałe przychody skali:

A [α (zK)ρ + (1 − α) (zL)ρ]1/ρ = A [zρ · [αKρ + (1 − α) Lρ]]1/ρ = z · A [αKρ + (1 − α) Lρ]1/ρ = zY

Dalsze obliczenia tylko dla K (dla L jest symetrycznie). Dodatni i malejący krańcowy przychód:
∂F

∂K
= A · 1

ρ
[αKρ + (1 − α) Lρ]

1
ρ −1 · ραKρ−1 = αA [αKρ + (1 − α) Lρ]

1−ρ
ρ K−(1−ρ)

= αA
[
(αKρ + (1 − α) Lρ) · K−ρ

] 1−ρ
ρ = αA

[
α + (1 − α)

(
L

K

)ρ] 1−ρ
ρ

Alternatywna postać:

∂F

∂K
= αA [αKρ + (1 − α) Lρ]

1−ρ
ρ K−(1−ρ) = αAρ

{
A [αKρ + (1 − α) Lρ]

1
ρ

}1−ρ

Kρ−1 = αAρ

(
Y

K

)1−ρ

> 0

Dla ρ = 0 krańcowy przychód z kapitału jest taki sam, jak dla funkcji Cobba-Douglasa (αY/K)

∂2F

∂K2 = αA · 1 − ρ

ρ

[
α + (1 − α)

(
L

K

)ρ] 1−ρ
ρ −1

· (1 − α) Lρ · (−ρ) K−ρ−1

= α (1 − α) (ρ − 1)︸ ︷︷ ︸
<0

ALρ

[
α + (1 − α)

(
L

K

)ρ] 1
ρ −2

K−(1+ρ) < 0

Warunki Inady (nie spełnia):

F (0, L, A) = A [α · 0ρ + (1 − α) Lρ]1/ρ = A (1 − α)1/ρ
L > 0

F (K, 0, A) = A [αKρ + (1 − α) · 0ρ]1/ρ = Aα1/ρK > 0

Dla ρ ∈ (0, 1) mamy:

lim
K→0

αA

[
α + (1 − α)

(
L

K

)ρ] 1−ρ
ρ

= αA

[
α + (1 − α) Lρ · lim

K→0

1
Kρ

] 1−ρ
ρ

= ∞

lim
K→∞

αA

[
α + (1 − α)

(
L

K

)ρ] 1−ρ
ρ

= αA

[
α + (1 − α) Lρ · lim

K→∞

1
Kρ

] 1−ρ
ρ

= αA [α]
1−ρ

ρ = Aα1/ρ
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Z kolei dla ρ < 0 wprowadźmy dla wygody interpretacji x ≡ −ρ > 0 → 1−ρ
ρ = 1+x

−x < 0:

lim
K→0

αA

[
α + (1 − α)

(
K

L

)x] 1+x
−x

= αA
[
α + (1 − α) L−x · lim

K→0
Kx
]− 1+x

x = αA [α]−
1+x

x = Aα1/ρ

lim
K→∞

αA

[
α + (1 − α)

(
K

L

)x] 1+x
−x

= αA
[
α + (1 − α) L−x · lim

K→∞
Kx
]− 1+x

x = αA [∞]−
1+x

x = 0

Ponieważ funkcja CES nie spełnia wszystkich warunków Inady, możliwe jest, że stan ustalony
modelu Solowa-Swana nie istnieje. Takim przypadkiem jest sytuacja ρ ∈ (0, 1) oraz δ+n ≤ sAα1/ρ:
wtedy gospodarka może rosnąć „w nieskończoność”, bo krańcowy przychód z kapitału stale
przewyższa stopę efektywnej deprecjacji (por. Zadanie 9).

2. Stan ustalony modelu Solowa-Swana

Przyjmij następujące dane: Y = AKαL1−α, A = 1, α = 1/3, s = 0.2, δ = 0.04, n = 0.01. Znajdź poziomy
kapitału, PKB i konsumpcji na pracownika w stanie ustalonym.

Kt+1 = (1 − δ) Kt + It = (1 − δ) Kt + sYt = (1 − δ) Kt + sAKα
t L1−α

t | : Lt

Kt+1

Lt+1

Lt+1

Lt
= sA

Kα
t L1−α

t

Lα
t L1−α

t

+ (1 − δ) Kt

Lt

kt+1 (1 + n) = sAkα
t + (1 − δ) kt

W stanie ustalonym kt+1 = kt = k∗ :

k∗ (1 + n) = sA (k∗)α + (1 − δ) k∗ | − (1 − δ) k∗

k∗ (δ + n) = sA (k∗)α | : (δ + n) : (k∗)α

(k∗)1−α = sA

δ + n

k∗ =
(

sA

δ + n

) 1
1−α

= 4 3
2 = 8

y∗ = (k∗)α = 8 1
3 = 2

c∗ = (1 − s) y∗ = 0.8 · 2 = 1.6

3. Stan ustalony modelu Solowa-Swana (2)

Przyjmij następujące dane: Y = AKαL1−α, A = 3/4, α = 1/2, s = 0.32, δ = 0.04, n = 0.02. Znajdź
poziomy kapitału, PKB i konsumpcji na pracownika w stanie ustalonym.

k∗ =
(

sA

δ + n

) 1
1−α

= 42 = 16

y∗ = A(k∗)α = 3
4

· 16 1
2 = 3

c∗ = (1 − s) y∗ = 0.68 · 3 = 2.04

4. Dynamika modelu Solowa-Swana poza stanem ustalonym

Przyjmij następujące dane: Y = AKαL1−α, A = 1, α = 1/2, s = 0.3, δ = 0.05, n = 0. Oblicz tempo
wzrostu kapitału, PKB i konsumpcji na pracownika przy początkowym poziomie kapitału na pracownika
k0 = 9. Znajdź poziom kapitału na pracownika w stanie ustalonym.

gk ≃ s
f (k)

k
− (δ + n) = sAkα−1 − (δ + n) = 0.3 · 9− 1

2 − 0.05 = 0.1 − 0.05 = 5%
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gy ≃ αgk = 2.5%
c = (1 − s) y → gc = gy = 2.5%

k∗ =
(

sA

δ + n

) 1
1−α

= 62 = 36

5. Neoklasyczna funkcja produkcji w postaci intensywnej

Dla dowolnej neoklasycznej funkcji produkcji wykaż, że jej postać intensywna spełnia następujące własności:

f ′ (k) > 0, f ′′ (k) < 0, lim
k→0

f ′ (k) = ∞, lim
k→∞

f ′ (k) = 0, f (k) − k · f ′ (k) > 0

Skorzystamy w tym celu z twierdzenia Eulera o homogenicznej funkcji.

Funkcję f (x, y) nazywamy homogeniczną stopnia m, jeśli:

f (γx, γy) = γm · f (x, y)

Twierdzenie Eulera brzmi (w uproszczeniu): Jeśli funkcja f jest homogeniczna stopnia m, to:

m · f (x, y) = ∂f

∂x
· x + ∂f

∂y
· y

Dodatkowo, ∂f
∂x i ∂f

∂y są homogeniczne stopnia m − 1.

Dowód: Wystarczy policzyć pochodną definicji homogenicznej funkcji względem γ, a następnie podstawić
γ = 1:

mγm−1 · f (x, y) = ∂f (γx, γy)
∂x

· x + ∂f (γx, γy)
∂y

· y | γ = 1

m · f (x, y) = ∂f (x, y)
∂x

· x + ∂f (x, y)
∂y

· y

Aby udowodnić drugą część, należy policzyć pochodną definicji homogenicznej funkcji względem x:
∂f (γx, γy)

∂x
· γ = γm · ∂f (x, y)

∂x
| : γ

∂f (γx, γy)
∂x

= γm−1 · ∂f (x, y)
∂x

Neoklasyczna funkcja produkcji jest homogeniczna stopnia 1 (stałe przychody skali), a jej pochodne są
homogeniczne stopnia 0. Przekłada się to na następujące wyniki:

Y = F (K, L, A) = ∂F

∂K
· K + ∂F

∂L
· L

∂

∂ (zK)
F (zK, zL, A) = ∂

∂K
F (K, L, A)

Zatem:

f ′ (k) = ∂

∂ (K/L)
F

(
K

L
,

L

L
, A

)
= ∂

∂K
F (K, L, A) = ∂F

∂K
> 0

f ′′ (k) = ∂2

∂ (K/L)2 F

(
K

L
,

L

L
, A

)
= ∂2

∂K2 F (K, L, A) = ∂2F

∂K2 < 0

lim
k→0

f ′ (k) = lim
K→0

∂F

∂K
= ∞

lim
k→∞

f ′ (k) = lim
K→∞

∂F

∂K
= 0

L [f (k) − k · f ′ (k)] = Y − K · f ′ (k) = Y − ∂F

∂K
· K = ∂F

∂L
· L > 0 → f (k) − k · f ′ (k) > 0
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6. Konwergencja do stanu ustalonego

Wykaż, że dla dowolnej neoklasycznej funkcji produkcji kapitał na pracownika w stanie ustalonym zależy
dodatnio od s i ujemnie od δ oraz n, a tempo wzrostu kapitału na pracownika zależy ujemnie od bieżącego
poziomu k.

Kt+1 = (1 − δ) Kt + It = (1 − δ) Kt + sYt | : Lt

Kt+1

Lt+1

Lt+1

Lt
= s

Yt

Lt
+ (1 − δ) Kt

Lt

kt+1 (1 + n) = sf (kt) + (1 − δ) kt

W stanie ustalonym kt+1 = kt = k∗ :

k∗ (1 + n) = sf (k∗) + (1 − δ) k∗ | − (1 − δ) k∗

k∗ (δ + n) = sf (k∗) | : (δ + n) : f (k∗)
k∗

f (k∗)
= s

δ + n

Rezultat z poprzedniego zadania gwarantuje, że stosunek kapitału do produkcji (na pracownika) zależy
dodatnio od k:

∂

∂k

{
k

f (k)

}
= f (k) − k · f ′ (k)

[f (k)]2
> 0

Oznacza to, że kapitał na pracownika w stanie ustalonym zależy dodatnio od s i ujemnie od δ oraz n.

Tempo wzrostu kapitału na pracownika:

∆kt+1 = kt+1 − kt = sf (kt) + (1 − δ) kt

1 + n
− (1 + n) kt

1 + n
= sf (kt) − (δ + n) kt

1 + n
≃ sf (kt) − (δ + n) kt

gk = ∆kt+1

kt
≃ s

f (kt)
kt

− (δ + n)

Stosunek produkcji do kapitału (przeciętny produkt kapitału) zależy ujemnie od k, co sprawia, że tempo
przyrostu kapitału na pracownika jest tym niższe, im wyższy jest jego poziom.

6. „Pułapka biedy” w modelu Solowa-Swana

Załóżmy, że kraj ma dostęp do dwóch funkcji produkcji:

Y1 = KαL1−α oraz Y2 = AKαL1−α − BL, gdzie B > 0 i A > 1

Możemy sobie wyobrazić, że komponent liniowy względem pracy w drugiej funkcji produkcji odzwierciedla
koszty utrzymywania dobrze funkcjonującego państwa, itp. Zapisz obie funkcje produkcji w postaci
intensywnej na pracownika:

y1 = kα oraz y2 = Akα − B

Wyznacz poziom kapitału na osobę k̄, przy którym “opłaca się” przejść na drugą funkcję produkcji:

y2 = y1

Akα − B = kα

(A − 1) kα = B

k̄ =
(

B

A − 1

)1/α

Czy możliwe jest, że kraj “utknie” w niższym stanie ustalonym dla pierwszej funkcji produkcji?
Tak, jeśli k̄ > k∗

1 :

k∗
1 =

(
s

δ + n

) 1
1−α

<

(
B

A − 1

)1/α
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7. Model Solowa-Swana: postęp technologiczny i konwergencja

W pełnym modelu Solowa-Swana występują dwa czynniki produkcji: kapitał K i praca L, a funkcja
produkcji ma postać Cobba-Douglasa dana jest wzorem:

Yt = Kα
t (AtLt)1−α

Zakłada się, że L i A rośnie egzogenicznie w odpowiednio tempie n i g, a ewolucja zasobu kapitału w
czasie wynosi:

Kt+1 = sYt + (1 − δ) Kt

Model ten przewiduje, że poziom kapitału na efektywną jednostkę pracy k̂t w danym kraju dąży do
długookresowej wartości k̂∗, odpowiadającej wartości stanu ustalonego (ścieżce zrównoważonego wzrostu).
Niech ŷ∗ oznacza poziom dochodu na efektywną jednostkę pracy na ścieżce zrównoważonego wzrostu, a
ŷt oznacza rzeczywistą wartość w czasie t.

(a) Zapisz równanie na tempo wzrostu kapitału na efektywną jednostkę pracy. Znajdź poziom kapitału
na efektywną jednostkę pracy oraz dochodu na efektywną jednostkę pracy na ścieżce zrównoważonego
wzrostu.

Kt+1 = sKα
t (AtLt)1−α + (1 − δ) Kt | : (AtLt)

Kt+1

AtLt
= s

Kα
t (AtLt)1−α

AtLt
+ (1 − δ) Kt

AtLt

Kt+1

At+1Lt+1

At+1

At

Lt+1

Lt
= s

(
Kt

AtLt

)α

+ (1 − δ) k̂t

k̂t+1 (1 + g) (1 + n) = sk̂α
t + (1 − δ) k̂t

k̂t+1 = sk̂α
t + (1 − δ) k̂t

1 + n + g + ng
≈ sk̂α

t + (1 − δ) k̂t

1 + n + g

Tempo wzrostu kapitału na efektywną jednostkę pracy:

∆k̂t+1 = k̂t+1 − k̂t = sk̂α
t + (1 − δ) k̂t

1 + n + g
− (1 + n + g) k̂t

1 + n + g
= sk̂α

t − (δ + n + g) k̂t

1 + n + g
≃ sk̂α

t − (δ + n + g) k̂t

gk̂ = ∆k̂t+1

k̂t

= sk̂α−1
t − (δ + n + g)

Ścieżka zrównoważonego wzrostu (gk̂ = 0):

sk̂α−1 = δ + n + g

k̂α−1 = δ + n + g

s

k̂∗ =
(

δ + n + g

s

)1/(α−1)

=
(

s

δ + n + g

)1/(1−α)

ŷt = Yt

AtLt
= k̂α

t

ŷ∗ =
(

k̂∗
)α

=
(

s

δ + n + g

)α/(1−α)

(b) Model Solowa zakłada, że konsumpcja na pracownika ct jest stałą częścią (1 − s) dochodu na
pracownika yt. Czy wynik z punktu (a) oznacza, że wyższe tempo wzrostu technologicznego obniża
poziom konsumpcji na pracownika? Dlaczego?

Nie! Rzeczywiście ∂ŷ∗/∂g < 0, ale konsumpcja na pracownika to:

ct = (1 − s) Atŷt
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Na ścieżce zrównoważonego wzrostu:

c∗
t = (1 − s) · A0 (1 + g)t ·

(
s

δ + n + g

)α/(1−α)

Więc o ile występuje ujemny efekt g na poziom k̂∗ i ŷ∗, jest on całkowicie zdominowany przez
dodatni efekt g na tempo wzrostu technologii, a zatem ∂c∗

t /∂g > 0.

(c) Zakładając, że płaca jest równa krańcowemu przychodowi z pracy, wykaż, że zależy ona dodatnio
od kapitału na jednostki efektywne pracy. Następnie wykaż, że tempo wzrostu płac jest równe
tempu wzrostu PKB na pracownika.

wt = ∂F

∂L
= Kα

t A1−α
t · (1 − α) L−α

t = (1 − α) At

(
Kt

AtLt

)α

= (1 − α) Atk̂
α
t

∂w

∂k̂
= (1 − α) At · αk̂α−1

t > 0

ln w = ln (1 − α) + ln A + α ln k̂

gw = 0 + gA + αgk̂ = g + αgk̂

yt = Atŷt = Atk̂
α
t

ln y = ln A + α ln k̂

gy = g + αgk̂ = gw

(d) Zakładając, że stopa zwrotu z kapitału (brutto) jest równa krańcowemu przychodowi z kapitału,
wykaż, że zależy ona ujemnie od kapitału na jednostki efektywne pracy. Znajdź poziom stopy
zwrotu z kapitału na ścieżce zrównoważonego wzrostu.

rk
t = ∂F

∂K
= αKα−1

t (AtLt)1−α = α

(
Kt

AtLt

)α−1

= αk̂α−1
t

∂rk

∂k̂
= α (α − 1)︸ ︷︷ ︸

<0

k̂α−2 < 0

rk∗ = α
(

k̂∗
)α−1

= α

(
s

δ + n + g

)α−1
1−α

= α

s
(δ + n + g)

(e) Dokonaj liniowej aproksymacji równania na tempo wzrostu kapitału na efektywną jednostkę pracy
względem ln k̂ wokół ln k̂∗.1 Pokaż, że równanie konwergencji dla dochodu na pracownika
wyprowadzone z tego modelu ma następującą postać: gy ≈ g + (1 − α) (δ + n + g) (ln y∗

t − ln yt)

gk̂ = sk̂α−1 − (δ + n + g) = s · exp
(

(α − 1) ln k̂
)

− (δ + n + g)

gk̂ ≈ 0 + (α − 1) · s(k̂∗)α−1
(

ln k̂ − ln k̂∗
)

= (1 − α) (δ + n + g)
(

ln k̂∗ − ln k̂
)

ln ŷ∗ − ln ŷ = ln
(

(k̂∗)α
)

− ln
(

k̂α
)

= α
(

ln k̂∗ − ln k̂
)

gŷ = αgk̂

gŷ = (1 − α) (δ + n + g) · α
(

ln k̂∗ − ln k̂
)

= (1 − α) (δ + n + g) (ln ŷ∗ − ln ŷ)

ln y∗
t − ln yt = ln (Atŷ

∗) − ln (Atŷt) = (ln ŷ∗ − ln ŷt)
gy = g + (1 − α) (δ + n + g) (ln y∗ − ln y)

1Liniowa aproksymacja funkcji f wokół danego x∗: f (x) ≈ f (x∗) + f ′ (x∗) · (x − x∗)

8



8. Model Solowa-Swana: rozszerzenie o kapitał ludzki

Rozpatrzmy zmodyfikowany model autorstwa Mankiwa, Romera i Weila, w którym występuje kapitał
ludzki H, a funkcja produkcji wyrażona jest wzorem (dla uproszczenia notacji przyjmiemy stały poziom
technologii A = 1, g = 0):

Yt = Kα
t Hβ

t L1−α−β
t

gdzie β ∈ (0, 1) oraz α + β < 1. Niech sk oznacza część dochodu inwestowaną w kapitał fizyczny,
natomiast sh jest częścią przeznaczaną na inwestycje w kapitał ludzki. Pozwala nam to na zapisanie
warunków opisujących zmiany w czasie kapitału fizycznego na pracownika kt oraz kapitału ludzkiego na
pracownika ht w następujący sposób:

∆kt+1 ≃ skyt − (δ + n) kt

∆ht+1 ≃ shyt − (δ + n) ht

Znajdź poziom kapitału fizycznego, kapitału ludzkiego i PKB na pracownika w stanie ustalonym.

y = Y

L
= KαHβL1−α−β

LαLβL1−α−β
=
(

K

L

)α(
H

L

)β

= kαhβ

Stan ustalony: ∆k = ∆h = 0:

skkαhβ = (δ + n) k

shkαhβ = (δ + n) h

Zacznijmy od pierwszego równania:

kα−1 = δ + n

skhβ

k =
(

sk

δ + n

)1/(1−α)

hβ/(1−α)

Wstawmy rezultat do drugiego równania:

sh

(
sk

δ + n

)α/(1−α)

h
αβ

1−α hβ = (δ + n) h

h
αβ+β−αβ−(1−α)

1−α = s−1
h s

−α/(1−α)
k (δ + n)1+α/(1−α)

h− 1−α−β
1−α = s

− 1−α
1−α

h s
− α

1−α

k (δ + n)
1

1−α

h∗ =
(

s1−α
h sα

k

δ + n

)1/(1−α−β)

k∗:

k∗ = s
1

1−α

k (δ + n)− 1
1−α

(
s1−α

h sα
k

δ + n

) β
(1−α)(1−α−β)

= s
β

1−α−β

h s
1

1−α (1+ αβ
1−α−β )

k (δ + n)− 1
1−α (1+ β

1−α−β )

=
[
sβ

hs
1−α−β+αβ

1−α

k (δ + n)− 1−α−β+α
1−α

]1/(1−α−β)

=
[
sβ

hs
(1−α)(1−β)

1−α

k (δ + n)− 1−α
1−α

]1/(1−α−β)

=

(
sβ

hs1−β
k

δ + n

)1/(1−α−β)

y∗:

y = kαhβ =

(
sβ

hs1−β
k

δ + n

)α/(1−α−β)(
s1−α

h sα
k

δ + n

)β/(1−α−β)

=

(
s

βα+(1−α)β
h s

(1−β)α+αβ
k

(δ + n)α+β

) 1
1−α−β

=

s
β

α+β

h s
α

α+β

k

δ + n


α+β

1−α−β
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9. Model Solowa-Swana: funkcja produkcji CES

Robert Solow w swoim artykule “A Contribution to the Theory of Economic Growth” rozważał zachowanie
gospodarki dla innych funkcji produkcji, niż Cobba-Douglasa. Jedną z nich była następująca funkcja typu
CES:

Yt = A [αKρ
t + (1 − α) Lρ

t ]1/ρ

gdzie α ∈ (0, 1), ρ ≤ 1 i dla uproszczenia tempo postępu technologicznego równe jest 0.

(a) Zapisz funkcję produkcji w postaci intensywnej na pracownika.

y = Y

L
= A [αKρ + (1 − α) Lρ]1/ρ

[Lρ]1/ρ
= A

[
α

Kρ

Lρ
+ (1 − α)

]1/ρ

= A [αkρ + (1 − α)]1/ρ

(b) Znajdź poziom kapitału na pracownika w stanie ustalonym.

k∗

y∗ = s

δ + n

δ + n

s
= A [αkρ + (1 − α)]1/ρ

[kρ]1/ρ
= A

[
α + (1 − α) k−ρ

]1/ρ

(
δ + n

sA

)ρ

= α + (1 − α) k−ρ

k−ρ =
(

δ+n
sA

)ρ − α

1 − α

k∗ =

[(
δ+n
sA

)ρ − α

1 − α

]−1/ρ

=

[
1 − α(

δ+n
sA

)ρ − α

]1/ρ

(c) Jak wzrost tempa zmiany populacji wpływa na poziom kapitału na pracownika w stanie ustalonym?

∂k∗

∂n
= 1

ρ
[. . .]

1
ρ −1 (1 − α) (−ρ)

(
δ + n

sA

)−ρ−1( 1
sA

)
= − (1 − α)

[
1 − α(

δ+n
sA

)ρ − α

] 1
ρ −1(

δ + n

sA

)−ρ 1
δ + n

< 0

(d) Jak wzrost stopy oszczędności wpływa na poziom kapitału na pracownika w stanie ustalonym?

∂k∗

∂s
= 1

ρ
[. . .]

1
ρ −1 (1 − α) (−ρ)

(
δ + n

sA

)−ρ−1(
δ + n

A

)(
−s−2) = (1 − α)

[
1 − α(

δ+n
sA

)ρ − α

] 1
ρ −1(

δ + n

sA

)−ρ 1
s

> 0
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