Marcin Bielecki, Zaawansowana makroekonomia
Zadania przygotowujgce do egzaminu koncowego

1. Neoklasyczna funkcja produkcji
Neoklasyczna funkcja produkeji Y = F (K, L, A) spelnia nastepujace wlasnosei:
o Stale przychody skali (wzgledem kapitatu i pracy): F (zK,zL,A) =2Y

e Dodatnie i malejace krancowe przychody z obu czynnikéw produkc;ji:

8i >0 627F <0 aj >0 a2l <0
0K T K2 " 9L T L2
e Warunki Inady:
. OF . OF . OF . OF
FO.LA) =0, F(K0.4) =0, lm o =oo, [lm Zg =0, lm 5p=oc [lm F7=0
Zbadaj, czy ponizsze funkcje produkcji sg neoklasyczne.
(a) Funkcja Cobba-Douglasa: Y = AK*L~% dla « € (0, 1)
Stale przychody skali:
F (2K, 2L, A) = A(zK)* (2L)" ™% = AK“L'~® . 2% . 217 = 2y

Dodatnie i malejace krancowe przychody z obu czynnikéw produkeji:

OF Y 0*F

o GAKCTIe — g >0 = —1)AK* 2> <0

oK~ K- oz~ e <

<0

oF Y 0*F
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Warunki Inady:
F(0,L,A)=A-0"- L' =0 F(K,0,A)=A-K“-0""*=0
1
lim cAK* 'L'™* = aAL'"™® - lim ——— = o0 lim aAK* 'L'™ = AL lim ——— =0
K—0 K—0 Kl-«o K—o0 K—oo K=o
. ar—oa __ « . L _ . ar—a __ o . i _
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(b) Funkcja o doskonalej substytucyjnosci miedzy kapitatem a praca: Y = A (K + L)
Stale przychody skali:
F(zK,zL,A)=A(zK+z2L)=2-A(K+L)=2zY

Dodatnie i malejace kraficowe przychody z obu czynnikéw produkcji (nie spelnia):

oF 0’F oF 0’F
ox 4 orz ~ " oL~ oz ~ "
Warunki Inady (nie spelnia):
F(0,L,A)=A(0+L)=AL F(K,0,4) = A(K +0) = AK
oF oF OF oF
Ao =4 ok =4 T Mor =4



(¢) Funkcja Leontiefa: Y = min {AK, BL}
Stale przychody skali:
F(zK,zL,A) =min{A-zK,B-zL} = z-min {AK,BL} = zY

Dodatnie i malejace kraficowe przychody z obu czynnikéw produkcji (nie spelnia):

oF A dla AK < BL 82F_0 OF )0 dla AK < BL 82F_0
0K |0 dla AK > BL OK? OL | B dla AK > BL oL?
Warunki Inady (nie spelnia):
F(0,L,A)=min{A-0,BL} =0 F(K,0,A) =min{AK,B-0} =0
. OF . OF . OF . OF
2ox =4 o =" oL =P T
(d) Funkecja Cobba-Douglasa z postepem technologicznym: Y = K (AL)' ™ dla a € (0,1)
State przychody skali:
F(2K,zL,A) = (2K)* (A-zL)" ™% = K* (AL)' ™™ . 2% . 217 = zv
Dodatnie i malejace krancowe przychody z obu czynnikéw produkeji:
oF o1 1-a Y 0’F o9 1-a
<0
8F _ apgl—ar—a Y azF _ apgl—ar—a—1
<0
Warunki Inady:
F(0,L,A)=0%(AL)""* =0 F(K,0,A)=K*(A-0)""*=0
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(e) Funkcja Mankiw-Romer-Weil (1992): Y = K®H? (AL)'™*7? dla a, 8, a+ 8 € (0,1)
Stale przychody skali (tym razem dodatkowym czynnikiem produkcji jest tez H):
F(2K,2H,zL,A) = (:K)* (zH)" (A~ 2L)' 777 = K*HP (AL)! 7P . pothHlza=f =y

Dodatnie i malejace krancowe przychody z wszystkich czynnikéw produkcji:

8F o Y 62F o
fzozKa’lHﬁ(AL)l a=f_ >0 7=0¢(Oz—1)KO‘*2Hﬁ(AL)1 a=B _
0K K K2 N
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Z>O

g—f =(1-—a—-B)K*HP A PL=2F = (1—a—p)
O°F 8 gl—a—B —a—p—1
= =0-a-pB)(-—a—p)K*H A= FL~* <0

<

Warunki Inady:
F(0,H,L,A)=0%-H? (AL)""* =0
F(K,H,0,A)=K*H’(A-0)'"*=0

F(K,0,L,A)=K*-0°. (AL)' " =0
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(f) Funkcja Constant Elasticity of Substitution Y = A [aK? + (1 — «) L”]l/p dla o € (0,1) oraz p < 1.
Dla p — 0 funkcja CES zbiega do funkeji Cobba-Douglasa (a), dla p = 1 K i L staja si¢ doskonatymi
substytutami (b), a dla p — —oo funkcja zbiega do funkeji Leontiefa (c).

State przychody skali:

Al (2K)’ + (1 — @) (2L)")"/? = A[2" - [aK? + (1 — o) L?]]"/? = 2 A[aK? + (1 — a) L]/ = 2Y

Dalsze obliczenia tylko dla K (dla L jest symetrycznie). Dodatni i malejacy kraticowy przychéd:
oF

1—

1 1_ 1-p

=A - “[aK?+(1-a)L?)7 ' paKP' = aA[aK? + (1 —a) LP] 7 K~(1=P
—aA[(aK?+(1—a)LF) K] 7 =aA

Alternatywna postac:

oK p N
oo ()]
oF 1-p Y

—p 1y 1— 1—p
= aA[aK? + (1 —a) L] 7 K~0=9) = qA° {A [aK? + (1 —a) LP]E} "Krl = aar () >0

0K
Dla p = 0 kraficowy przychdd z kapitatu jest taki sam, jak dla funkcji Cobba-Douglasa (aY/K)

K

22[(F2:O‘A'1;'0 {oﬁ-(l—a) (é)p} ’ _1.(1_a)Lp_(_p)K_p_1
=a(l- G)MALP {aju (1—a) (é)p];2 K-+ <
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Warunki Inady (nie spelnia):
F(0,L,A)=Ala-0°+(1-a) L] = A1 -a)/’L >0
F(K,0,A) = A[aK? + (1 - q) .Op]l/p — AMPK >0

Dla p € (0,1) mamy:

moafero-a(2)]
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L\ 7 e
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. , . G 1—p _ 14w )
7Z kolei dla p < 0 wprowadzmy dla wygody interpretacjii x = —p >0 — Tp ==X <0

: KN _ . _its
Il(lgoaA {a—i—(l—a) (L) } =aA {a—k(l—a)L -IPLnOK} = aAlq]

= Aal/P

] "% _ 1tz
lim aA {a—i— (1—-a) <K> } =aA {a—!— (1—a) L% lim KI} = ozA[oo]_I:I =0
K—oo L K—o0

Poniewaz funkcja CES nie spelnia wszystkich warunkéw Inady, mozliwe jest, ze stan ustalony
modelu Solowa-Swana nie istnieje. Takim przypadkiem jest sytuacja p € (0,1) oraz §+n < sAal/p:
wtedy gospodarka moze rosnal ,w nieskonczono$¢”, bo krancowy przychdéd z kapitatu stale
przewyzsza stope efektywnej deprecjacji (por. Zadanie 9).

2. Stan ustalony modelu Solowa-Swana

Przyjmij nastepujace dane: Y = AK“L'"® A=1,a=1/3,5s=0.2,5 = 0.04, n = 0.01. Znajdz poziomy
kapitatu, PKB i konsumpcji na pracownika w stanie ustalonym.

Kii=01-0)K +L=01-8K,+sY;=(1-0)K,+sAKSL; ™ | L
Kii1 L KoLy K,
=sA + (-6
Liy1 Ly LeL ™ ( ) Lt

kt+1 (1 + 7’L) = SAIC? + (1 — (S) kt

W stanie ustalonym ki1 =k = k% :

E*(14+n)=sAk")*+ (1 -0k | —(1-0)k"
E*(§+n)=sAk")* | :(0+n) (k)"
(k)" = S

3. Stan ustalony modelu Solowa-Swana (2)

Przyjmij nastepujace dane: ¥ = AK*L1=® A =3/4, a = 1/2, s = 0.32, § = 0.04, n = 0.02. Znajdz
poziomy kapitatu, PKB i konsumpcji na pracownika w stanie ustalonym.

4. Dynamika modelu Solowa-Swana poza stanem ustalonym

Przyjmij nastepujace dane: Y = AK“L'=* A =1, a =1/2, s = 0.3, § = 0.05, n = 0. Oblicz tempo
wzrostu kapitatu, PKB i konsumpcji na pracownika przy poczatkowym poziomie kapitatu na pracownika
ko = 9. Znajdz poziom kapitalu na pracownika w stanie ustalonym.

f (k)
k

g ~s —(64n) =sAk* = (6+n) =0.3-972 —0.05 = 0.1 — 0.05 = 5%



gy ~ agi = 2.5%
c=(1-s5y — g.=gy,=25%

k*:( 54 ) =62 =36
d+n

5. Neoklasyczna funkcja produkcji w postaci intensywnej

Dla dowolnej neoklasycznej funkcji produkceji wykaz, ze jej postaé intensywna spelnia nastepujace wlasnosci:
fr(k) >0, f"(k) <0, lim f'(k)=o00, lim f'(k)=0, f(k)—k-f'(k)>0
k—0 k—o0
Skorzystamy w tym celu z twierdzenia Eulera o homogenicznej funkcji.

Funkcje f (z,y) nazywamy homogeniczna stopnia m, jesli:

fmyy) =" f(z,y)
Twierdzenie Eulera brzmi (w uproszczeniu): Jesli funkcja f jest homogeniczna stopnia m, to:

0 0
n =2 g

Dodatkowo, % i % sg homogeniczne stopnia m — 1.
Dowdéd: Wystarczy policzy¢ pochodna definicji homogenicznej funkcji wzgledem 7, a nastepnie podstawié
v=1:

of (vz,vy) of (v, vy)

my" T f (@y) = e oY1=l

Aby udowodnié¢ druga czesé, nalezy policzyé¢ pochodna definicji homogenicznej funkcji wzgledem x:

of (vz,vy) m Of (x,y)

oz = oz
of (vx,vy) =1 of (z,y)

ox or

Neoklasyczna funkcja produkeji jest homogeniczna stopnia 1 (stale przychody skali), a jej pochodne sa
homogeniczne stopnia 0. Przeklada sie to na nastepujace wyniki:

oF oF

0 0
Zatem:
sy 0 K L 9 _OF
(k) J0(K/L) L’L’A _aKF(K’L’A)_aK>O
o2 K L o2 O%F
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o oF
pm (k) = lim 57 = o
oF
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S0 = i 5k =0
Lif(k)—k-f'(K)]=Y -K f’(k)*Yfa—F K—a—F L>0 — f(k)—k-f'(k)>0
- o 0K 0L



6. Konwergencja do stanu ustalonego

Wykaz, ze dla dowolnej neoklasycznej funkeji produkcji kapital na pracownika w stanie ustalonym zalezy
dodatnio od s i ujemnie od § oraz n, a tempo wzrostu kapitatu na pracownika zalezy ujemnie od biezacego
poziomu k.

Kt+1:(1_5)Kt+lt:(1_5)Kt+3)/t ‘ ILt
Kt+1 Lt+1 th Kt
=s—+(1-0)—
Lt+1 Lt Lt ( )Lt

kipr (L+n) =sf (k) +(1—06) ke

W stanie ustalonym ki1 =k = k™ :

E*(1+n)=sf(k)+(1-0)k | —(1-=06Fk"
E*(6+n)=sf(k*) | :(04+n) :[f(k)
k* s
F) ~ 5+n

Rezultat z poprzedniego zadania gwarantuje, ze stosunek kapitalu do produkcji (na pracownika) zalezy

dodatnio od k: 9 k F(k)—k-f (k)
7wy =

Oznacza to, ze kapital na pracownika w stanie ustalonym zalezy dodatnio od s i ujemnie od § oraz n.

Tempo wzrostu kapitalu na pracownika:

Akt+1:kt+1_kt: T+n — 1tn = Tin Zsf(kt)—((s'i—n)kt
A
g = zs! ~ sf(kt) —(0+n)
ky ky

Stosunek produkcji do kapitalu (przecietny produkt kapitatu) zalezy ujemnie od k, co sprawia, ze tempo
przyrostu kapitalu na pracownika jest tym nizsze, im wyzszy jest jego poziom.
6. ,,Putapka biedy” w modelu Solowa-Swana

Zalézmy, ze kraj ma dostep do dwdch funkeji produkeji:
Y, = K*L'™ oraz Yy = AK“L'™ — BL, gdzie B>0i A> 1

Mozemy sobie wyobrazié, ze komponent liniowy wzgledem pracy w drugiej funkcji produkcji odzwierciedla
koszty utrzymywania dobrze funkcjonujacego panstwa, itp. Zapisz obie funkcje produkcji w postaci
intensywnej na pracownika:

y1 = k% oraz ys, = Ak“ - B

Wyznacz poziom kapitalu na osobe k, przy ktérym “oplaca sie” przej$¢ na druga funkcje produkeji:

Y2 =1
Ak® — B = k°
(A-1)k*=B

1/«
()
A-1

Czy mozliwe jest, ze kraj “utknie” w nizszym stanie ustalonym dla pierwszej funkcji produke;ji?

Tak, jesli k > k:
e 1/a
s I—a B
k= 2 =
! <5+n> <<A—1>



7. Model Solowa-Swana: postep technologiczny i konwergencja

W pelnym modelu Solowa-Swana wystepuja dwa czynniki produkcji: kapital K i praca L, a funkcja
produkcji ma posta¢ Cobba-Douglasa dana jest wzorem:

Y, = K¢ (AcLy)' ™

Zaklada sie, ze L i A roénie egzogenicznie w odpowiednio tempie n i g, a ewolucja zasobu kapitatu w
czasie wynosi:

Kt+1 = S}/; + (1 _5)Kt

Model ten przewiduje, ze poziom kapitalu na efektywna jednostke pracy ke w danym kraju dazy do
dtugookresowej wartosci ]Af*, odpowiadajacej wartodci stanu ustalonego (Sciezce zréwnowazonego wzrostu).
Niech §* oznacza poziom dochodu na efektywna jednostke pracy na $ciezce zrownowazonego wzrostu, a
Jr oznacza rzeczywista warto$¢ w czasie t.

(a) Zapisz réwnanie na tempo wzrostu kapitalu na efektywna jednostke pracy. Znajdz poziom kapitatu
na efektywna jednostke pracy oraz dochodu na efektywna jednostke pracy na Sciezce zréwnowazonego

wzrostu.
Kip1 = sK8 (AL)' ™+ (1 =0 K, | :(AL)
Kipw K2 (AL ™ K,
= 1—
9 7y v P S

Kt+1 At+1 Lt+1 < K; )a ~
=3 +(1-90)k
AiLig Ay Ly AL (1=0) ke

ki (T+9) A +n) =skd+(1—08)k
~ sk (=0 ke sk +(1-0)k
T T4 ntgtng T 14ntyg

Tempo wzrostu kapitalu na efektywna jednostke pracy:

sk 4+ (1=0)k (A4n+gk  sk®— (G +n—+g)k

Akyrq = kpyq — Ky = - = ~ sk® — (§ k
o i ‘ 1+n+g 1+n+g l+n+g ski' — (0 +n+g) ke
Ak .
= S =k = G+t g)
t

Sciezka zréwnowazonego wzrostu (g; = 0):

sk T=6+n+g

]%a—1:6+n+g
s
pe (5+n+g>1/(a—1) _( s )1/(1—00
s d+n+g
N
ythtLtf

R a/(1-a)
it= (k)" = <5+n+g)

(b) Model Solowa zaklada, ze konsumpcja na pracownika c; jest stala cze$cia (1 —s) dochodu na
pracownika y;. Czy wynik z punktu (a) oznacza, ze wyzsze tempo wzrostu technologicznego obniza
poziom konsumpcji na pracownika? Dlaczego?

Nie! Rzeczywiscie 0§* /0g < 0, ale konsumpcja na pracownika to:

Ct = (1 — S) At@t



Na $ciezce zréwnowazonego wzrostu:

t ) a/(1-a)
= (1-s) Ao (1 B (- —
= (-s) a9 (o)

Wiegc o ile wystepuje ujemny efekt g na poziom k* i 4, jest on catkowicie zdominowany przez
dodatni efekt g na tempo wzrostu technologii, a zatem 9c;/dg > 0.

(c) Zakladajac, ze placa jest réwna kraiicowemu przychodowi z pracy, wykaz, ze zalezy ona dodatnio
od kapitalu na jednostki efektywne pracy. Nastepnie wykaz, ze tempo wzrostu plac jest réwne
tempu wzrostu PKB na pracownika.

oF a Al—a —a K “ 7.
wt:a—L:KtAtl (1—0a)L; (1a)At(At£t) = (1—a) Ak
ow .
—=(1—a)A4;-akd 1 >0
o ( ) At - ok

mw=In(1-a)+mA+alnk
gw =0+ga +ag; =g+ ag;

ye = Af = Ak
Iny = nA+alnk
9y = g+ gy = Gu
(d) Zakladajac, ze stopa zwrotu z kapitalu (brutto) jest réwna kraficowemu przychodowi z kapitalu,

wykaz, ze zalezy ona ujemnie od kapitalu na jednostki efektywne pracy. ZnajdZz poziom stopy
zwrotu z kapitalu na Sciezce zréwnowazonego wzrostu.

OF . Y K\ .
k= K= aKt (AtL,g)1 =« (Atit) = ako™?
k
871 =a(a—-1)k""?<0
ok N——

<0

o :a(]%*)a_l :a(5—|—2+g>

(e) Dokonaj liniowej aproksymacéi roéwnania na tempo wzrostu kapitalu na efektywna jednostke pracy

a—1
1—a

:%(5+n+g)

wzgledem Ink wokél Ink* Y Pokaz, ze réwnanie konwergencji dla dochodu na pracownika
wyprowadzone z tego modelu ma nastepujaca postaé: g, < g+ (1 —a) (6 +n+g) (Iny; —Iny,)

g, = sk L —(0+n+g)=s-exp ((a—l)lnl%) —(0+n+yg)

g, ~ 0+ (a— 1) s(k*)>? (mz%flni%*) =(1-a)(+n+g) (ml%* flnl%>
Ing* —Ing=1In ((1%*)“) ~In (k") =a (m;%* —1n1%)

95 = ag;

95 = (1_a)(5+n+g)-a(1nz;*_1n1%) =(1-a)@+n+g)(ng* —Ing)

Iny; —lny, =In (4:5") — In (A:g:) = (Ing* — Ingy)
gy=9+(1—-a)(0+n+g)(ny" —Iny)

ILiniowa aproksymacja funkcji f wokét danego z*: f (z) = f (z*) + f' (z*) - (x — z*)



8. Model Solowa-Swana: rozszerzenie o kapital ludzki

Rozpatrzmy zmodyfikowany model autorstwa Mankiwa, Romera i Weila, w ktérym wystepuje kapital
ludzki H, a funkcja produkeji wyrazona jest wzorem (dla uproszczenia notacji przyjmiemy staly poziom
technologii A =1, g = 0):

Y, = K}HL, "

gdzie 8 € (0,1) oraz « + 8 < 1. Niech s oznacza czeéé dochodu inwestowana w kapital fizyczny,
natomiast sp jest czeScia przeznaczang na inwestycje w kapital ludzki. Pozwala nam to na zapisanie
warunkéw opisujacych zmiany w czasie kapitatu fizycznego na pracownika k; oraz kapitatu ludzkiego na
pracownika h; w nastepujacy sposob:

Akt+1 =~ SpYt — ((5 + TL) ]ﬂt
Aht+1 >~ SpYt — (6 + n) ht

Zmajdz poziom kapitatu fizycznego, kapitalu ludzkiego i PKB na pracownika w stanie ustalonym.
Y KeHPLVe P RN\ (H\'
yLLLBLﬁ<L> <L) =HKh
Stan ustalony: Ak = Ah = 0:
spk®hP = (5 +n)k
spk®h? = (5 +n)h

Zacznijmy od pierwszego réwnania:

d+n
kafl —
SkhB
o \ M)
p— ( > jB/(1-a)
d+n

Wstawmy rezultat do drugiego réwnania:

a/(1-a)
Sk 258 —
5h(5+n> hi=ahP = (6 +n)h

haﬂ+ﬁflliﬁu*(1*ﬂ) 871 —a/(1—a)

h Sk (6+ ”)Ha/(ka)

l—«
1—a—f — iz
— a—p 11—«

h™ 1= =5, s,:m (5—|—n)ﬁ

—Q 1/(1_(X—B)
h* = (Sfll Sk)

o+n
k*:
B
l—a _a\ T-—o)(I-a-p8) B af
s ey () = T ) (5 g gy e (i)
n
1—a—ptas 1ma—pia ]/ (727H) A-e0=p) 1o V7R
:[sfsk T ) ] =[s§sk <6+n>‘1—a}
_g\ 1/(1—a=p)
_(sps” i
N S5+n
Y

_g\ @/(1—a=p) —a— at(l—a _B)ataB\ Toa= a T—a-7p
B kahﬁ _ Sgsllc B S}ll—aS% B/(1 B) B Si +(1 )63](91 Blatap B B S;;Hrﬂ S};Hrﬁ
v= “\o+n S+n - (5 +n)**”? B



9. Model Solowa-Swana: funkcja produkcji CES

Robert Solow w swoim artykule “A Contribution to the Theory of Economic Growth” rozwazal zachowanie
gospodarki dla innych funkcji produkeji, niz Cobba-Douglasa. Jedna z nich byla nastepujaca funkcja typu
CES:

Yi = AfaK{ +(1-a) L)'

gdzie a € (0,1), p < 1 i dla uproszczenia tempo postepu technologicznego réwne jest 0.

(a) Zapisz funkcje produkeji w postaci intensywnej na pracownika.

Y

Y AlaK? 4+ (1—a)Le]Y? _A[ K
-1 - -

1/p
kel _ — p — a1
7 [Lp]l/p « +(1 a)] = Aok’ + (1 — )]
(b) Znajdz poziom kapitalu na pracownika w stanie ustalonym.
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(¢) Jak wzrost tempa zmiany populacji wplywa na poziom kapitatu na pracownika w stanie ustalonym?
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(d) Jak wzrost stopy oszczednosci wplywa na poziom kapitalu na pracownika w stanie ustalonym?
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