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Endogeniczny wzrost




Endogeniczny wzrost

W modelach wzrostu egzogenicznego (Solow, OLG, Ramsey) tempo wzrostu technologii ¢
okresla tempo wzrostu gospodarczego w dtugim okresie. Ale skad bierze sie g?

,Technologia” A to zasob ,pomystéw” o przeksztatcaniu czynnikdw produkcji w pozadane
dobra i ustugi. Im wiecej dobrych ,,pomystéw”, tym wyzsza produkcja na pracownika
Ekonomia ,,pomystéw” r6zni sie od ekonomii dobr i ustug:

 Pomysty sa niekonkurencyjne: wszyscy mozemy korzysta¢ z nich w tym samym czasie

- Pomysty s3 niewykluczalne: nikt nie moze mi zabroni¢ ich wykorzystywania

Brzmi to jak dobro publiczne! Ale kto$ je musi najpierw wynalez¢:
- Wynalezienie pomystu jest poczatkowo kosztowne
« Pdzniej mozna z niego korzystac ,za darmo”



Endogeniczny wzrost

Pojawiaja sie rosnace korzysci skali: koszt przecietny pomystu / dobra
wyprodukowanego na jego podstawie jest znacznie wyzszy, niz koszt krafncowy

Pomysty beda ,produkowane” tylko wtedy, gdy producent bedzie mogt wykluczy¢
(przynajmniej czasowo) innych od ich stosowania i zadac za produkt cen wyzszych
od kosztu krancowego wytworzenia

Musimy zatem odejsc od zatozenia o doskonatej konkurencji
Poznamy kilka modeli wzrostu endogenicznego:
- Innowacje horyzontalne (zwigkszajaca sie réznorodnos¢ produktéw)
- Innowacje wertykalne (zwigkszajaca sie jako$¢ produktow)
« Akumulacja kapitatu i innowacje
+ Miedzynarodowy transfer technologii



Innowacje horyzontalne




Innowacje horyzontalne (zwiekszajaca sie roznorodnosc produktow)

Na podstawie: Romer (1990) Endogenous Technological Change
Standardowy sektor gospodarstw domowych
Dla uproszczenia zatozymy staty poziom populacji i podazy pracy L

Zmodyfikujemy natomiast sektor produkcyjny:
« Doskonale konkurencyjna produkcja débr koncowych
+ Monopolistyczna produkcja dobr posrednich
- Sektor badan i rozwoju (B+R) ze swobodnym wejsciem (free entry)


http://www.jstor.org/stable/2937632

Gospodarstwa domowe

Problem gospodarstw domowych:
max Z ﬁtL
{etart1352, 1—0o
pod warunkami ¢; + as11 = wy + (1 +7¢)a;  dlakazdego t =0,1,2,...,00
Konstruujemy Lagranzjan, a nastepnie ,rozpisujemy” go wokot zmiennych c¢; i azy1:

—0

00 !
ﬁZﬁt{lt_U + A\ [wt+(1+rt)atctat+1]}
t=0

1—0o
c
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Gospodarstwa domowe

»Rozpisany” Lagranzjan:

1-0
L= Bt{c + A [wt+(1+7“t)(lt—ct—at+1]}

1—0'
+ ﬁt+l{1 + Ag1 [wegr + (1 + 7e41) @rg1 — Gp1 — Qpgo] } +...
Warunki pierwszego rzedu:
Ct ﬁt{C;U—At}:O — )\t:Ct_U

arpr t BT+ A U+ rg)} =0 = A =B(1+rg1) M

Z réwnania Eulera uzyskujemy tempo wzrostu konsumpgji (* oznacza SZW):

1+Tt+1)1/J
1+p

— — Ct+1
CtU:ﬁ(1+Tt+1)Ct+ﬂ1 — B :<
t

c 1 Tt+1 — r
ot (S} = L) (1) = L g T
Cy g g g



Producenci dobr koncowych

Funkcja produkcji débr koncowych:
M,
=L Z x5
i=1

Problem maksymalizacji zysku:

M, M
max 1-Lt@ g xg —w L — g DitTit
L, {zit}; 4 i=1 i=1

Warunki pierwszego rzedu:

Y,
L: 1-a)L let w, =0 — wt:(l—a)ft
zip: L' ax®T —piy =0 - pi=azy L

Funkcja popytu na dobra posrednie:

Tit — <a> B L
Pit



Monopolisci produkujacy dobra posrednie

Produkcja jednostki dobra posredniego zuzywa jednostke dobra koncowego
Koszt krancowy produkcji jest rowny cenie dobra koncowego =1

Problem maksymalizacji zysku:

max Dy = (pit — 1) Tit = Pirit — Tt
Pit, Tit

pod warunkiem p;; = axf;_lLlfo‘
Po wstawieniu (odwrdconej) funkcji popytu:

max Dy = am%Ll_o‘ — Xt
Tit

Warunek pierwszego rzedu:

1
Tt : oz-ax%_lLlfa —1=0 —= app=1 — pi= >
—_——

Pit



Monopolisci produkujacy dobra posrednie

Optymalna cena i produkcja:

1 T-a 1
pit =—>1 oraz x; = <O‘> L=(a?)T"L= 0= L
@ Dit

Maksymalny zysk jest staty w czasie i taki sam dla wszystkich producentéw:

D=(p-1)z= <i1>alfﬂL_((1a)/a)alzaL_dL
d

Wycena firmy monopolisty (skupiamy sie na SZW ze stata r):
1 1

! > N v . 15 D
V_Z(1+r)t =Dy 1+ P =P =7
t=1 t=1 1+7r 147




Sektor badan i rozwoju

~Wymyslenie” nowego typu dobra posredniego zuzywa 1/n jednostek dobra koncowego
Parametr n mierzy produktywnos¢ sektora badan i rozwoju
Oznaczmy przez R catkowite wydatki na B+R, wtedy:

AMiy1 = My — My =R,

Warunek swobodnego wejscia do sektora B+R prowadzi do zréwnania sie
kosztow B+R z korzysciami w postaci ,sprzedazy patentu” za kwote V:



Rownowaga ogolna

Wstawiamy informacje o cenach do réwnania Eulera i otrzymujemy tempo wzrostu
konsumpcji na pracownika w réwnowadze:
r—p_nD-p _mndL—p

gC: =
g g g

Wréémy do funkcji produkgji:
M,
Y, =LY af = L' *My(a™=L)* = Mya™<L — gy =gy
=1

| do sektora B+R: AM; 1 nR:
am = 7Mt = M
Na $Zw tempa wzrostow zmiennych sg state w czasie, a zatem gg = g

Na $ZW tempo wzrostu konsumpcji i produkcji na pracownika, a takze tempo wzrostu
liczby typdw débr posrednich jest takie samo:

Y;:LCt‘i‘MtI—f—Rt — LCt:n—Mt.’IZ‘—Rt — g*:g::g;:g%:g}‘%



Tempo wzrostu gospodarczego

Tempo wzrostu gospodarczego na SZW wynika wprost z réwnania Eulera:
B ndL — p
a a

*

| zalezy dodatnio od:
« produktywnosci sektora B+R, mierzonej parametrem 7
- zyskownos$ci monopolistow, wyrazonej zmienna d (ktéra jest funkcja parametru o)
- rozmiaru gospodarki, zaleznego od L (efekty skali)

A ujemnie od:
- stopy dyskontowej gospodarstw domowych (niecierpliwosci) p
- awersji do ryzyka, mierzonej parametrem o

Problem efektéw skali:
- Kremer (1993): réwnanie opisuje doswiadczenie historyczne catego Swiata
- Jones (1995): nie jest prawda, ze ,wigksze” kraje szybciej sie rozwijaja,

a tempo Swiatowego wzrostu PKB na osobe wydaje sie by¢ funkcja n, a nie L
1


http://www.jstor.org/stable/2118405
http://www.jstor.org/stable/2138581

Optymalne tempo wzrostu gospodarczego

Dla uproszczenia notacji zatozymy L =1 oraz C; = ¢;

Spoteczny planista maksymalizuje dobrobyt gospodarstw domowych
pod warunkami ograniczen zasobowych gospodarki:

Lagranzjan:

E_Zﬁt{
t=0

max Zﬁtlcti
—0

{ct,xe, Re, Myy1}72, =
Mtl’? = }/t =c + Mtl’t + Rt

M1 =nRy + M,

pod warunkami

l1—0o
t

+ M [Myaf — cp — Myzy — Ry] + e [nRy + My — Mt+1]}

c
l1—0
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https://en.wikipedia.org/wiki/Social_planner

Optymalne tempo wzrostu gospodarczego

Lagranzjan:

g

oo 1—
C
E = E ﬂt { lti o —+ )\t [Mtl'? — Ct — Mt,’Et — Rt] + ot [nRt + Mt — Mt+1]}
t=0

Warunki pierwszego rzedu:

¢ o ﬂt{ct_”—/\t}zo - M=c¢°
x o B {)\t [ontxf‘_l — l’t]} =0 = xp=a/0-®
Ry B'{=MN+wmn}=0 — A=

Mgy o B {=pe} + B {hq1 [0 — @] + pegr } =0
= e =B [Nes1@eg (207 — 1) + prega ]
W zdecentralizowanej gospodarce produkcja débr posrednich jest nieefektywnie niska
(skutek monopoli):

xdec _ 042/(17&) > %P = al/(lfa)

13



Optymalne tempo wzrostu gospodarczego

Warunek pierwszego rzedu wzgledem konsumpcji mozemy przeksztatci¢ nastepujaco:

M=c¢° = g~lnli—Inh=-0(nc1 —Ine) ~ —0og.

Warunek pierwszego rzedu wzgledem wydatkow na B+R:

At =un = gr=gu

Warunek pierwszego rzedu wzgledem liczby typdw dobr posrednich:

Ht

Hir =g Aeprmeg (20 — 1)

per = (14 p) pe — pepana™s (a7'—=1)

e A C )
ot Ht

gnzpfn(éfl)o‘ﬁ
o n(5%)are —p
g g

ge = —




Optymalne tempo wzrostu gospodarczego

Tempo wzrostu gospodarki zdecentralizowanej jest nizsze od spotecznie optymalnego:

ciec_77(1 a)ala_p sp_n(1 a)al C TP
g = <gr =
(o) g
1. Gospodarka zdecentralizowana produkuje za mata ilos¢ dobr posrednich
2. Spoteczna korzys¢ z innowacji przewyzsza prywatng korzys¢ innowatora

Skutki niedoskonatej konkurencji (1.) i efektéw zewnetrznych (2.). Jak to naprawi¢?
- Odebra¢ monopolistom site rynkowa? Wtedy nie bytoby wcale innowacji!
- Subsydiowa¢ B+R? Moze to poprawic (2.), ale nie (1.)
- Zaskakujacy wniosek: subsydiowa¢ monopolistéw! (ale ile wynosi koszt kraricowy?)
Jesli konsument ptaci 1, a monopolisci otrzymuja 1/q, to:

== l-0),12a —
1'5:< o )1 — Ds:<1—1>xs — gS:n(a)a p:gsp

p:l 87 g
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Dtugosc trwania patentu

Poprzednio monopolisci czerpali zyski ,,do konca $wiata”

Tym razem zatozymy, ze monopolisci moga stracic patent
ze statym prawdopodobienstwem z (oczekiwana dtugo$¢ patentu to 1/2):

1fzt1 D & /1-z2\' D 1 D 1+r D
V= Z ) :1+T'Z<1+7‘> T14r1-L= 14rr—2 r+2
t=1 t=0 1+4+r
Warunek swobodnego wejscia na rynek B+R zostaje odpowiednio zmodyfikowany:

1 D
V= - r=nD-z
n r+z

Tempo wzrostu gospodarczego gospodarki zdecentralizowanej zalezy ujemnie od z:
ndL —p—z

(o
Im nizsza jest oczekiwana wartos$¢ innowacji, tym mniejsze s3 motywacje do B+R

*



Dtugosc trwania patentu

Skonczone trwanie patentéw ma jednak korzysci: cze$¢ débr posrednich produkowanych
jest doskonale konkurencyjnie, maja nizsza cene i sg sprzedawane w wiekszych ilosciach:

1 2
p=1<p™=1/a — z=aT=>z"=qaTa

Udziat débr doskonale konkurencyjnych na SZW:
M¢e z

M z+g
Poziom produkcji jest wyzszy w gospodarce czesciowo konkurencyjnej (przyjmij L = 1):

Mt « «
Vi= Y g = [Mg (am) 4 (M - 0) (a77)
=1

o M —a Mce a o

Poniewaz gosp. dom. lubig konsumowac ,teraz”, preferuja zy¢ w $wiecie z dodatnim =



Praca jako czynnik produkcji B+R

Romer (1990) zaktadat, ze do dziatan B+R potrzebny jest naktad pracy

Pracownikow dzielimy na dwie grupy: ,produkcyjnych” Ly i ,badaczy” Lg:
L=Ly+Lpg
Wiekszo$¢ rozwigzania mozemy przenies$¢ z poprzednich rozwazan (L ~ Ly ):
Y, = Ly “Myz®, p=1/a, z=aTsly, d=(=2)a™s, D=dLy, V=D/r
Ptace uzyskujemy z warunkdéw pierwszego rzedu producentéw débr kofncowych:

wy=(1-a)Y;/Ly =(1 —a) Ly*Mz® = (1 — o) Ly* M, (Q%Ly) =(1-a) a%Mt


http://www.jstor.org/stable/2937632

Praca jako czynnik produkcji B+R

Liczba wymys$lonych nowych typow débr posrednich zalezy od zatrudnienia B+R:
AM;iy =nMiLg

gdzie wida¢ wyraznie efekt zewnetrzny istniejacego zasobu wiedzy M;
Warunek swobodnego wejscia na rynek B+R zostaje odpowiednio zmodyfikowany:

we _y_ P
nM, r

2a

2 20
laT=aa " 1°5 = anLy

LMD _ My (13¥)amw Ly

= =nlya_
Wy (1 —a)al%th

e

T Jones (1995) rozwaza nieco inny wariant ,funkcji produkgji innowacji”: AM = nM? L3
Dla ¢ < 1 tempo wzrostu gospodarki na SZW zalezy dodatnio od tempa wzrostu populacji: g ~ An/ (1 — ¢)

19


https://www.jstor.org/stable/2138581

Praca jako czynnik produkcji B+R

Teraz wystarczy znalez¢ podziat pracy w réwnowadze

Zaczynamy od sektora B+R:

agm = AMy1y

G = ke =n(l-Ly) Ly:L—gTM

r=anly — r=anL—gn)

Wykorzystujemy réownanie Eulera:

. r—=p amL—gm)—p
ge = =
o o

Zaktadajac (stusznie!), ze na SZW g. = gar = g, otrzymujemy:

«_onL—p
ocg=anL—g)—p — QZW

Ostatnie zatozenie weryfikujemy z réwnania popytu na dobra koncowe:

Yy=Le+Ma = Ley= Ly “Ma®+ Mg = gi=gy =gy =9 .



Innowacje wertykalne




Innowacje wertykalne (zwigekszajaca sie jakosc produktow)

Na podstawie: Aghion and Howitt (1992) A Model of Growth Through Creative Destruction
Znowu dla uproszczenia zatozymy staty poziom populacji L

Tym razem liczba typdw ddébr posrednich M jest stata, za to zmienia sie ich jako$¢
Funkcja produkcji débr koncowych:

M
Y, = L'~ Z (Al z%)

=1
gdzie A;; to poziom jakosci i-tego dobra posredniego w okresie ¢

Problem maksymalizacji zysku:

M My
1 Llfoc Alfoz a) L — oo
max : it Lt Wy PitTit
L,z 1 —
i= i=

Warunek pierwszego rzedu wzgledem z;; (wzgledem L nie jest nam potrzebny):

. 1— l—«o a—1 _ l—-a _a—1
iy o LAY axy —pie =0 —  py=a(Ayl) " xy

21


http://www.jstor.org/stable/2951599

Monopolisci produkujacy dobra posrednie

Problem maksymalizacji zysku:
max Dy = (pir — 1) Tt = Disir — iz
Pit, Tit

pod warunkiem p;; = a (A L)' 20!

Po wstawieniu (odwrdconej) funkcji popytu:
11—« a

max Dy = a (Ail) " af — @i
it

Warunek pierwszego rzedu:
1
1—
g+ a-a(Agl) Y xf” L 1=0 = appu=1 = pie = —

Dpit
Optymalna produkcja, maksymalny zysk i wartos¢ firmy:
dA;: L
T+ Zit

gdzie z;; to prawdop. bycia wypartym z rynku przez ,lepszy” wariant produktu

2y =T AyL, Dy = (152) o™ AL = dAyL oraz V(Ay) =

22



Sektor badan i rozwoju

Innowacje sa tym razem probabilistyczne. W razie sukcesu innowator ,wymysla” nowa
wersje produktu o wyzszej jakosci (¢ > 0) i zastepuje poprzedniego monopoliste:

A;,t+1 =(1+q) A
Prawdop. sukcesu zalezy od zaangazowanych naktadéw relatywnie do nowej jakosci:
zit = NRu A} 111

Wartos$¢ nowej firmy innowatora:

dAl, L
Vv ( ;t+1) = ias
’ T+ Zit+1
Oczekiwana korzys¢ netto z B+R:
R; dAL, L dL - R;
zitV (4] 11) — R = 77, L. Ry = e R
' Al T Zie T+ 2y

Warunek swobodnego wejscia sprawia, ze korzy$¢ netto spada do 0:
ndL

T+ Zit41 23

Rit[ —1}20 — T4+ Zigp1=ndl —  zipp1=z=ndL—r



Rownowaga ogolna

Produkcja débr koncowych:
M M M

Vo= LUy (aleag) = L0y (Al (a%AitL)a) — o™ LY Ay =T LA,
=1 =1 =1
Dynamika Jcqcznej produktywnosci:
A = ZA”H ﬁ/[: [1+q)An+(1—2)Ay] =1+ 2q) ZA”— 1+ z2q) A,
B AAtH B (1Z—i—lzq) Ay — Ay
gaA = A, = A, = zq

Z rozwigzania problemu gospodarstw domowych otrzymujemy réwnanie Eulera:

r—p
9. = >

Warunek swobodnego wejscia w sektorze B+R sprowadza sie do: z = ndL —r

24



Rownowaga ogolna

Rozwigzujemy system trzech réwnan:

ocg=r—p Réwnanie Eulera
r=ndL —z Optymalne naktady B+R
z2=g/q Tempo poprawy produktywnosci

Rozwiazanie:
og=ndL—g/q—p — (o+1/q)g=ndL—p
l1—a 2
:ndep:n(T)alfaL—p
o+1/q o+1/q
ZﬁndL—p _ p+oqndL
- og+1 oq+1

25



Tempo wzrostu gospodarczego

Tempo wzrostu gospodarczego na SZW:

*

_ndL—p
o+ 1/g

Zalezy dodatnio od:
- produktywnosci sektora B+R, mierzonej parametrem n
- zyskownos$ci monopolistow, wyrazonej zmienna d (ktéra jest funkcja parametru «)
+ rozmiaru gospodarki, zaleznego od L (efekty skali)
- przecietnej poprawy jakosci w wyniku innowacji ¢

Zalezy ujemnie od:
- stopy dyskontowej gospodarstw domowych (niecierpliwosci) p
+ awersji do ryzyka, mierzonej parametrem o

26



Akumulacja kapitatu i innowacje




Akumulacja kapitatu i innowacje

Na podstawie: Aghion and Howitt (1999) The Economics of Growth, rozdziat 5.4
Dobra posrednie potraktujemy jako kapitat przeksztatcony w konkretne ,,maszyny”
Innowacje beda zaréwno horyzontalne (w spsob uproszczony), jak i wertykalne

Kazdy pracownik ,wymysla” nowy typ maszyny z prawdopodobienstwem 1)
Z kolei cze$¢ ¢ istniejacych typdw maszyn przestaje by¢ produkowana:

Mt+1 = (1 — 6) Mt + th | : Lt
Lipy My M;
=1-€—++
L Lo, U9 1Y

(14 n) (]L”)*zu—e) (]L”)*w

M *_ P « (L *_e—|—n
G O

27


https://mitpress.mit.edu/9780262012638/the-economics-of-growth/

Producenci dobr koncowych

Pozwolimy na zmiane populacji w czasie, zmieniajac tez funkcje produkgji tak,
aby wyeliminowac efekty skali (gdzie ¢ to przecigtne zatrudnienie na dany typ maszyn):

I 1—a M
_ t 11—« & 11—« 11—« a
n=(5) 2 A= b ZA
Problem maksymalizacji zysku:

M
max l-ftlfaZ(Al %) — wily My — sztxzt

é,zi
bt i=1 i=1

Warunki pierwszego rzedu:

M

ﬁt: (].*Oé)ét_aZ(Al @ a) ’U}tMt—O — Wy = (1*0[)
i=1

Tt - El aAl « le,?z ! pzt:() — pit:()é(A tgt)l « i 1

Y,
—(1—a)t
0, M, (1-a) L,

Funkcja popytu na maszyny: z;; = (a/pit)™ = Ay,
28



Monopolisci produkujacy dobra posrednie

Monopolisci produkuja ,ustugi” maszyn, co wymaga wynajmu jednostki kapitatu
Krancowy koszt produkcji ustug maszyn to koszt wynajmu kapitatu rf

Problem maksymalizacji zysku:
k k
Jmax Diy = (pit — 1¢) Tir = pa®ir — 14 Tig
ity Lit

l-a _a—1

P.W. Dy =« (Aitﬂt) Tt

Po wstawieniu (odwrdconej) funkcji popytu:

-« a k
n}fax Dit =« ( t‘gt) Ty — T Tt
it

Warunek pierwszego rzedu:

l1-a 1 k k
ip o o a(Ajly) zy T -ry =0 — apgp=r — pit:E

Pit
Optymalna produkcja: o \ T L
Tip = (W) Airly = (a®[rF) ™% Auly

29



Rownowaga na rynku kapitatu

Zagregowany poziom produkgji ustug maszyn zalezy od zakumulowanego kapitatu K:

M, 4 L 1 M, L
szt =2 (@/rd) T Al = (2/r8) 77 Lee g5 D Aw = (a2 /r) T ALy
=1 =1

gdzie tym razem produktywnos$¢ gospodarki wyrazona jest przez: A; = (1/My) Zf\i‘l Ay
Koszt wynajmu kapitatu zalezy od kapitatu na efektywne jednostki pracy:
K, = (042/1“5)ﬁ AL = k= (oz2/1"f)ﬁ - = 04212:?_1
Optymalny poziom produkcji mozemy wyrazi¢ jako:
Ty = (a2 /(oﬂffg*l)) T Al = (BT Ayl = Aplik

Funkcja produkcji sprowadza sie do ,tradycyjnej” funkcji Cobba-Douglasa:

My

L\ 70 1o . 1 _
Y, = (Mtt) 3oale <Ait£tkt) = RPLe g D Au = LA = K7 (AiLy)'
=1

=1
30



Podziat dochodu w gospodarce

Ponownie mamy funkcje produkcji Cobba-Douglasa:

Y, = K§ (AcLy)

Jak wyglada podziat dochodu w tej gospodarce?
Y—t :tht+TfKt+Dt

Pracownicy otrzymuja tacznie cze$¢ (1 — «) catkowitego dochodu: w = (1 — a) Y/L
Wtasciciele kapitatu otrzymuja jedynie czeé¢ o - o dochodu: 7 = a2k*~! = 02Y/K

Cze$¢ (1 — a) a dochodu zostaje przechwycona przez wtascicieli firm,
co stanowi bodziec do podejmowania dziatan badawczo-rozwojowych
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Sektor badan i rozwoju

Maksymalny zysk zalezy dodatnio od k, ktéry redukuje koszt produkeji:
Dit = (1_704) Tf.’bit = (1TTOC) Ol2]/{\3?71 . Aitlgtfﬂt = (1 - CV) Ck]%? . Aitgt = d(l%t)AZtét

Warto$¢ firmy produkujgcej maszyne i o jakosci A;; na SZW:

Ak Al d(EF) Al

7"(/;:*)+z* rk(l::*) — 0+ z*
Innowacje skutkuja poprawa jakosci maszyn o ¢ > 0, a ich prawdopodobienstwo zalezy
od wydatkoéw B+R podzielonych na ,nowg” jakosc: zi; = nRit/A; ;1

V* (Air)

Oczekiwana korzy$¢ netto z B+R na SZW jest réwna 0 (warunek swobodnego wejécia):

o AR AL, 0 e
2V (A1) — Rie = n,RZt A A) ML Ry = Ry 7776}% v 11 =0
’ Air r(k*) + 2 r(k*) + 2

2 = nd(k*)0* —r(k*)
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Rownowaga ogolna na Sciezce zrownowazonego wzrostu

Tempo wzrostu gospodarczego na SZW ¢* zalezy dodatnio od k*! Krzywa GG:

o = =0 = a [pd)e 1)) = o1 = @aley T - (@2 - )]

Wyzszy poziom k* zwigzany jest z wyzszymi zyskami i nizsza stopa procentows,
po ktérej dyskontowane sa przyszte zyski, sktaniajagc do zwigkszenia naktadow na B+R

Z kolei k* zalezy ujemnie od g*. Z réwnania Eulera (tym razem n # 0):

. , r—p-n k)T —0—p—n
gC:g = =
o o

b ( a? )1/(1a)
C\p+d+n+og

Krzywa KK:
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mika modelu

Transition dynamics Growth rates along the transition
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Dla pozioméw k < k* réwniez tempo poprawy produktywnosci 0 < g < g*
Poczatkowo akumulacja kapitatu jest gtéwnym silnikiem wzrostu
Poprawa produktywnosci staje sie z czasem coraz wazniejszym

silnikiem wzrostu PKB na pracownika, a w dtugim okresie jest jedynym
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Stagnacja maltuzjanska

In the Malthusian Econom ivi i ur World
y productivity produces people not prosperity L
This figure depicts the partial regression line for the effect of land productivity on income per capita in the year 1500 CE, while controlling for the

influence of land productivity, absolute latitude, access to waterways, and continental fixed effects.

The x- and y-axes plot the residuals obtained from regressing land productivity and income per capita, respectively, on the aforementioned set of covariates.

The color represents the continent of the country: ® Africa Europe M Asia A Oceania ® Americas
The partial effect of land productivity The partial effect of land productivity
on population density in 1500 CE on income per capita in 1500 CE
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Data source: Quamrul Ashraf and Oded Galor (2011) - Dynamics and Stagnation in the Malthusian Epoch. American Economic Review, 101(5): 2003-41
This is a data visualization from OurWorldinData.org. There you find more visualizations and research on how the world is changing. Licensed under CC-BY-SA by the author Max Roser.

Our World in Data 35


https://ourworldindata.org/economic-growth

Wzrost gospodarczy w bardzo dtugim okresie
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Dodanie ,minimalnej” konsumpcji (Stone-Geary) znaczaco wydtuza czas konwergencji:
- bardzo powolna akumulacja kapitatu na osobe
- wolna poprawa produktywnosci (albo wrecz stagnacja), ale rosnie liczba ,m6zgéw”
- poczatkowe innowacje ,przypadkowe” (rewolucja naukowa w XVI-XVIl wieku, A i 7 1),

dopiero potem przemystowe (rewolucja przemystowa), poczatek XX w. to juz SZW 26


https://pl.wikipedia.org/wiki/Rewolucja_naukowa
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Liczba patentow przyznanych w czasie rewolucji przemystowej

Number of patents awarded through the industrial revolution, 1700 to 1851
The annual number of patents awarded across all industries and sectors in England, Scotland and Ireland across the =
period of the Industrial Revolution (1700-1852).

500
England
400
300
200 Scotland
100
Ireland
0 et NNATN N
1700 1720 1740 1760 1780 1800 1820 1851

Source: Bottomley, S. (2014).
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Najwiecej innowacji dokonuja kraje najbardziej rozwiniete

Log of real GDP per worker in 2019 (2017 $)
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Najwiecej innowacji dokonuja kraje najbardziej rozwiniete

0 Summary Innovation Index

I Innovation quality
300=maximum quality Universities* NN Patentst NN Citations? Source: European Innovation Scoreboard 2022
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Aktywnosc innowacyjna jest mocno skoncentrowana geograficznie

- Emerging Innovator -
I Emerging Innovator
- Emerging Innovator +

[ ] Moderate Innovator -
l:| Moderate Innovator
[ ] Moderate Innovator +

:[ Strong Innovator -
I strong Innovator
- Strong Innovator +
I nnovation Leader -
- Innovation Leader
Il nnovation Leader +
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Miedzynarodowy transfer technologii

Przyjmiemy dla uproszczenia state M, za to zmienne A;;

Dla uproszczenia zaktadamy, ze istniejg dwie roztaczne grupy krajow:
- Technologiczni liderzy wymyslaja nowe technologie: dynamika ich gospodarek
jest opisana modelami z poprzedniej czesci wyktadu; rosng w tempie g
- Pozostate kraje adaptuja te technologie do warunkéw lokalnych

Prawdopodobienstwo, ze uda sie zaadaptowa¢ technologie A;, od lideréw wynosi z:
Ay z prawdop. z
Aji =
Ay z prawdop. 1 — z
Produktywno$¢ w kraju poprawia sie tym szybciej, im wyzsze jest z:

1 M 1 M B M B 1 M
At_;,_lZM;Ai7t+1:MZ[ZA“—F(I—Z)A”}:ZZA”—F(:[—Z)M;A“

i=1 i=1
At—‘,—l = ZAt + (1 — Z) At
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Produktywnosc a dystans od liderow

Tempo wzrostu produktywno$ci zalezy tez od dystansu do lideréw: a; = A;/A;

Dynamika dystansu w czasie:

At+1:ZAt+(1—Z)At | IAt
A A A A
i _ il tfl:z—l—(l—z)ft:z—i-(l—z)at
Ay A1 Ay Ay
at+1(1—|—§)=z+(1—2)at
z24+(1—2)a;
at+1=?§

Istnieje stan ustalony dystansu do liderow:
a(1+g)=2z+(1-2)a"
a*(g+z) =z

a* = <1

zZ+g
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Produktywnosc a dystans od liderow

Gdy juz kraj osiggnie swdj stabilny dystans do lideréw, rozwija si¢ w tempie g:

At+1 — At ZAt + (]. — Z) At z _ _
=" " 1= 2 VT 1= (l-2)-1=g4+z2—2=
g At At a* ( ) 9 g
Zanim to nastapi, kraj rosnie szybciej od lideréw (,renta zacofania”), o ile z > 0:
At — At 1 1
= =——-1>—-1
% At a¢ — a*

1 _
gt:ZCIt:Z(_1>>g
a

Tym razem krajowe z nie ustala stopy wzrostu, a relatywne PKB do lidera

Na $ZW krajowe = ma podobne determinanty, co u lideréw:

z= nd(l%)é - 7“(12:)
Kluczowa jest produktywnos¢ B+R i zyskownos$¢ firm, zwigzane z iloscia i jakoscia

kapitatu (fizycznego i ludzkiego), a takze jakoscia insytucjonalng, wptywajaca na d i r
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Rozwiniete kraje rosng w podobnym tempie, ale roznia sie PKB na osobe

FRED -4/ — constant GDP per capita for the United States
— Constant GDP per capita for the United Kingdom
— Constant GDP per capita for Japan
— Constant GDP per capita for Germany
— Constant GDP per capita for France
— Constant GDP per capita for Italy
Constant GDP per capita for Spain
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Source: World Bank fred.stlouisfed.org
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https://fred.stlouisfed.org/graph/?g=1b2y0

Podsumowanie bloku wyktadow o wzroScie gospodarczym

Model Solowa postuzyt nam do zapoznania si¢ z mechanika wzrostu gospodarczego:
tempo wzrostu PKB na osobe zalezy od akumulacji kapitatu (fizycznego i ludzkiego)
(jesli kraj znajduje sie poza swojg $ZW) oraz tempa postepu technologicznego

W (bardzo) dtugim okresie tempo postepu technologicznego jest jedynym silnikiem
wzrostu, determinowanym przez globalnych lideréw technologicznych

Poziom PKB na osobe zalezy jednak od czynnikéw krajowych / lokalnych:
- stopy oszczednosci / inwestycji, wynikajacej m. in. z preferencji gosp. dom.
+ tempa wzrostu populacji (zaréwno na -, jak i na +)
- stopy inwestycji w kapitat ludzki i jakosci edukacji
- infrastruktury spotecznej

* innowacyjnosci
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