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Endogeniczny wzrost



Endogeniczny wzrost

W modelach wzrostu egzogenicznego (Solow, OLG, Ramsey) tempo wzrostu technologii g
określa tempo wzrostu gospodarczego w długim okresie. Ale skąd bierze się g?

„Technologia” A to zasób „pomysłów” o przekształcaniu czynników produkcji w pożądane
dobra i usługi. Im więcej dobrych „pomysłów”, tym wyższa produkcja na pracownika

Ekonomia „pomysłów” różni się od ekonomii dóbr i usług:
• Pomysły są niekonkurencyjne: wszyscy możemy korzystać z nich w tym samym czasie
• Pomysły są niewykluczalne: nikt nie może mi zabronić ich wykorzystywania

Brzmi to jak dobro publiczne! Ale ktoś je musi najpierw wynaleźć:
• Wynalezienie pomysłu jest początkowo kosztowne
• Później można z niego korzystać „za darmo”
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Endogeniczny wzrost

Pojawiają się rosnące korzyści skali: koszt przeciętny pomysłu / dobra
wyprodukowanego na jego podstawie jest znacznie wyższy, niż koszt krańcowy

Pomysły będą „produkowane” tylko wtedy, gdy producent będzie mógł wykluczyć
(przynajmniej czasowo) innych od ich stosowania i żądać za produkt cen wyższych
od kosztu krańcowego wytworzenia

Musimy zatem odejść od założenia o doskonałej konkurencji
Poznamy kilka modeli wzrostu endogenicznego:
• Innowacje horyzontalne (zwiększająca się różnorodność produktów)
• Innowacje wertykalne (zwiększająca się jakość produktów)
• Akumulacja kapitału i innowacje
• Międzynarodowy transfer technologii
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Innowacje horyzontalne



Innowacje horyzontalne (zwiększająca się różnorodność produktów)

Na podstawie: Romer (1990) Endogenous Technological Change

Standardowy sektor gospodarstw domowych

Dla uproszczenia założymy stały poziom populacji i podaży pracy L

Zmodyfikujemy natomiast sektor produkcyjny:
• Doskonale konkurencyjna produkcja dóbr końcowych
• Monopolistyczna produkcja dóbr pośrednich
• Sektor badań i rozwoju (B+R) ze swobodnym wejściem (free entry)
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Gospodarstwa domowe

Problem gospodarstw domowych:

max
{ct, at+1}∞

t=0

∞∑
t=0

βt c
1−σ
t

1 − σ

pod warunkami ct + at+1 = wt + (1 + rt) at dla każdego t = 0, 1, 2, . . . ,∞

Konstruujemy Lagranżjan, a następnie „rozpisujemy” go wokół zmiennych ct i at+1:

L =
∞∑

t=0
βt

{
c1−σ

t

1 − σ
+ λt [wt + (1 + rt) at − ct − at+1]

}
= . . .+ βt

{
c1−σ

t

1 − σ
+ λt [wt + (1 + rt) at − ct − at+1]

}
+ βt+1

{
c1−σ

t+1
1 − σ

+ λt+1 [wt+1 + (1 + rt+1) at+1 − ct+1 − at+2]
}

+ . . .
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Gospodarstwa domowe

„Rozpisany” Lagranżjan:

L = βt

{
c1−σ

t

1 − σ
+ λt [wt + (1 + rt) at − ct − at+1]

}
+ βt+1

{
c1−σ

t+1
1 − σ

+ λt+1 [wt+1 + (1 + rt+1) at+1 − ct+1 − at+2]
}

+ . . .

Warunki pierwszego rzędu:

ct : βt
{
c−σ

t − λt

}
= 0 → λt = c−σ

t

at+1 : βt {−λt} + βt+1 {λt+1 (1 + rt+1)} = 0 → λt = β (1 + rt+1)λt+1

Z równania Eulera uzyskujemy tempo wzrostu konsumpcji (∗ oznacza ŚZW):

c−σ
t = β (1 + rt+1) c−σ

t+1 → ct+1

ct
=

(
1 + rt+1

1 + ρ

)1/σ

gc ≃ ln
(
ct+1

ct

)
= 1
σ

(ln (1 + rt+1) − ln (1 + ρ)) ≃ rt+1 − ρ

σ
→ g∗

c = r∗ − ρ

σ
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Producenci dóbr końcowych

Funkcja produkcji dóbr końcowych:

Yt = L1−α
Mt∑
i=1

xα
it

Problem maksymalizacji zysku:

max
L, {xit}Mt

i=1

1 · L1−α
Mt∑
i=1

xα
it − wtL−

Mt∑
i=1

pitxit

Warunki pierwszego rzędu:

L : (1 − α)L−α
Mt∑
i=1

xα
it − wt = 0 → wt = (1 − α) Yt

L

xit : L1−α · αxα−1
it − pit = 0 → pit = αxα−1

it L1−α

Funkcja popytu na dobra pośrednie:

xit =
(
α

pit

) 1
1−α

L
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Monopoliści produkujący dobra pośrednie

Produkcja jednostki dobra pośredniego zużywa jednostkę dobra końcowego

Koszt krańcowy produkcji jest równy cenie dobra końcowego = 1

Problem maksymalizacji zysku:

max
pit, xit

Dit = (pit − 1)xit = pitxit − xit

pod warunkiem pit = αxα−1
it L1−α

Po wstawieniu (odwróconej) funkcji popytu:

max
xit

Dit = αxα
itL

1−α − xit

Warunek pierwszego rzędu:

xit : α · αxα−1
it L1−α︸ ︷︷ ︸

pit

−1 = 0 → αpit = 1 → pit = 1
α

7



Monopoliści produkujący dobra pośrednie

Optymalna cena i produkcja:

pit = 1
α
> 1 oraz xit =

(
α

pit

) 1
1−α

L =
(
α2) 1

1−α L = α
2

1−αL

Maksymalny zysk jest stały w czasie i taki sam dla wszystkich producentów:

D = (p− 1)x =
(

1
α

− 1
)
α

2
1−αL = ((1 − α) /α)α

2
1−α︸ ︷︷ ︸

d

L ≡ dL

Wycena firmy monopolisty (skupiamy się na ŚZW ze stałą r):

V =
∞∑

t=1

1
(1 + r)tD = D ·

∞∑
t=1

1
(1 + r)t = D ·

1
1+r

1 − 1
1+r

= D ·
1

1+r
r

1+r

= D

r
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Sektor badań i rozwoju

„Wymyślenie” nowego typu dobra pośredniego zużywa 1/η jednostek dobra końcowego

Parametr η mierzy produktywność sektora badań i rozwoju

Oznaczmy przez R całkowite wydatki na B+R, wtedy:

∆Mt+1 = Mt+1 −Mt = ηRt

Warunek swobodnego wejścia do sektora B+R prowadzi do zrównania się
kosztów B+R z korzyściami w postaci „sprzedaży patentu” za kwotę V :

1
η

= V = D

r
→ r = ηD
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Równowaga ogólna

Wstawiamy informację o cenach do równania Eulera i otrzymujemy tempo wzrostu
konsumpcji na pracownika w równowadze:

gc = r − ρ

σ
= ηD − ρ

σ
= ηdL− ρ

σ

Wróćmy do funkcji produkcji:

Yt = L1−α
Mt∑
i=1

xα
i = L1−αMt(α

2
1−αL)α = Mtα

2α
1−αL → gY = gM

I do sektora B+R:
gM = ∆Mt+1

Mt
= ηRt

Mt

Na ŚZW tempa wzrostów zmiennych są stałe w czasie, a zatem gR = gM

Na ŚZW tempo wzrostu konsumpcji i produkcji na pracownika, a także tempo wzrostu
liczby typów dóbr pośrednich jest takie samo:

Yt = Lct +Mtx+Rt → Lct = Yt −Mtx−Rt → g∗ = g∗
c = g∗

Y = g∗
M = g∗

R
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Tempo wzrostu gospodarczego

Tempo wzrostu gospodarczego na ŚZW wynika wprost z równania Eulera:

g∗ = ηdL− ρ

σ

I zależy dodatnio od:
• produktywności sektora B+R, mierzonej parametrem η

• zyskowności monopolistów, wyrażonej zmienną d (która jest funkcją parametru α)
• rozmiaru gospodarki, zależnego od L (efekty skali)

A ujemnie od:
• stopy dyskontowej gospodarstw domowych (niecierpliwości) ρ
• awersji do ryzyka, mierzonej parametrem σ

Problem efektów skali:
• Kremer (1993): równanie opisuje doświadczenie historyczne całego świata
• Jones (1995): nie jest prawdą, że „większe” kraje szybciej się rozwijają,
a tempo światowego wzrostu PKB na osobę wydaje się być funkcją n, a nie L
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Optymalne tempo wzrostu gospodarczego

Dla uproszczenia notacji założymy L = 1 oraz Ct = ct

Społeczny planista maksymalizuje dobrobyt gospodarstw domowych
pod warunkami ograniczeń zasobowych gospodarki:

max
{ct, xt, Rt, Mt+1}∞

t=0

∞∑
t=0

βt c
1−σ
t

1 − σ

pod warunkami Mtx
α
t = Yt = ct +Mtxt +Rt

Mt+1 = ηRt +Mt

Lagranżjan:

L =
∞∑

t=0
βt

{
c1−σ

t

1 − σ
+ λt [Mtx

α
t − ct −Mtxt −Rt] + µt [ηRt +Mt −Mt+1]

}
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Optymalne tempo wzrostu gospodarczego

Lagranżjan:

L =
∞∑

t=0
βt

{
c1−σ

t

1 − σ
+ λt [Mtx

α
t − ct −Mtxt −Rt] + µt [ηRt +Mt −Mt+1]

}
Warunki pierwszego rzędu:

ct : βt
{
c−σ

t − λt

}
= 0 → λt = c−σ

t

xt : βt
{
λt

[
αMtx

α−1
t − xt

]}
= 0 → xt = α1/(1−α)

Rt : βt {−λt + µtη} = 0 → λt = µtη

Mt+1 : βt {−µt} + βt+1 {
λt+1

[
xα

t+1 − xt+1
]

+ µt+1
}

= 0
↪→ µt = β

[
λt+1xt+1

(
xα−1

t+1 − 1
)

+ µt+1
]

W zdecentralizowanej gospodarce produkcja dóbr pośrednich jest nieefektywnie niska
(skutek monopoli):

xdec = α2/(1−α) > xsp = α1/(1−α)
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Optymalne tempo wzrostu gospodarczego

Warunek pierwszego rzędu względem konsumpcji możemy przekształcić następująco:

λt = c−σ
t → gλ ≃ lnλt+1 − lnλt = −σ (ln ct+1 − ln ct) ≃ −σgc

Warunek pierwszego rzędu względem wydatków na B+R:

λt = µtη → gλ = gµ

Warunek pierwszego rzędu względem liczby typów dóbr pośrednich:

µt+1 = µt

β
− λt+1xt+1

(
xα−1

t+1 − 1
)

µt+1 = (1 + ρ)µt − µt+1ηα
1

1−α
(
α−1 − 1

)
µt+1 − µt

µt
= ρ− µt+1

µt
ηα

1
1−α

(
α−1 − 1

)
gµ ≃ ρ− η

( 1
α − 1

)
α

1
1−α

gc ≃ −gλ

σ
=
η

( 1−α
α

)
α

1
1−α − ρ

σ 14



Optymalne tempo wzrostu gospodarczego

Tempo wzrostu gospodarki zdecentralizowanej jest niższe od społecznie optymalnego:

gdec =
η

( 1−α
α

)
α

2
1−α − ρ

σ
< gsp =

η
( 1−α

α

)
α

1
1−α − ρ

σ

1. Gospodarka zdecentralizowana produkuje za małą ilość dóbr pośrednich
2. Społeczna korzyść z innowacji przewyższa prywatną korzyść innowatora

Skutki niedoskonałej konkurencji (1.) i efektów zewnętrznych (2.). Jak to naprawić?
• Odebrać monopolistom siłę rynkową? Wtedy nie byłoby wcale innowacji!
• Subsydiować B+R? Może to poprawić (2.), ale nie (1.)
• Zaskakujący wniosek: subsydiować monopolistów! (ale ile wynosi koszt krańcowy?)
Jeśli konsument płaci 1, a monopoliści otrzymują 1/α, to:

xs =
(

α

p = 1

) 1
1−α

→ Ds =
(

1
α

− 1
)
xs → gs =

η
( 1−α

α

)
α

1
1−α − ρ

σ
= gsp
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Długość trwania patentu

Poprzednio monopoliści czerpali zyski „do końca świata”

Tym razem założymy, że monopoliści mogą stracić patent
ze stałym prawdopodobieństwem z (oczekiwana długość patentu to 1/z):

V =
∞∑

t=1

D (1 − z)t−1

(1 + r)t = D

1 + r
·

∞∑
t=0

(
1 − z

1 + r

)t

= D

1 + r

1
1 − 1−z

1+r

= D

1 + r

1 + r

r − z
= D

r + z

Warunek swobodnego wejścia na rynek B+R zostaje odpowiednio zmodyfikowany:
1
η

= V = D

r + z
→ r = ηD − z

Tempo wzrostu gospodarczego gospodarki zdecentralizowanej zależy ujemnie od z:

g∗ = ηdL− ρ− z

σ

Im niższa jest oczekiwana wartość innowacji, tym mniejsze są motywacje do B+R
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Długość trwania patentu

Skończone trwanie patentów ma jednak korzyści: część dóbr pośrednich produkowanych
jest doskonale konkurencyjnie, mają niższą cenę i są sprzedawane w większych ilościach:

pc = 1 < pm = 1/α → xc = α
1

1−α > xm = α
2

1−α

Udział dóbr doskonale konkurencyjnych na ŚZW:
M c

M
= z

z + g

Poziom produkcji jest wyższy w gospodarce częściowo konkurencyjnej (przyjmij L = 1):

Yt =
Mt∑
i=1

xα
i =

[
M c

t

(
α

1
1−α

)α

+ (Mt −M c
t )

(
α

2
1−α

)α]
Yt = α

2α
1−αMt

[
M c

M
α

−α
1−α +

(
1 − M c

M

)]
= α

2α
1−αMt

[
1 + z

z + g

(
(1/α)

α
1−α − 1

)]
> Y m

t

Ponieważ gosp. dom. lubią konsumować „teraz”, preferują żyć w świecie z dodatnim z
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Praca jako czynnik produkcji B+R

Romer (1990) zakładał, że do działań B+R potrzebny jest nakład pracy

Pracowników dzielimy na dwie grupy: „produkcyjnych” LY i „badaczy” LR:

L = LY + LR

Większość rozwiązania możemy przenieść z poprzednich rozważań (L⇝ LY ):

Yt = L1−α
Y Mtx

α, p = 1/α, x = α
2

1−αLY , d =
( 1−α

α

)
α

2
1−α , D = dLY , V = D/r

Płace uzyskujemy z warunków pierwszego rzędu producentów dóbr końcowych:

wt = (1 − α)Yt/LY = (1 − α)L−α
Y Mtx

α = (1 − α)L−α
Y Mt

(
α

2
1−αLY

)α

= (1 − α)α
2α

1−αMt
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Praca jako czynnik produkcji B+R

Liczba wymyślonych nowych typów dóbr pośrednich zależy od zatrudnienia B+R:1

∆Mt+1 = ηMtLR

gdzie widać wyraźnie efekt zewnętrzny istniejącego zasobu wiedzyMt

Warunek swobodnego wejścia na rynek B+R zostaje odpowiednio zmodyfikowany:

wt

ηMt
= V = D

r

r = ηMtD

wt
=
ηMt

( 1−α
α

)
α

2
1−αLY

(1 − α)α
2α

1−αMt

= ηLY α
−1α

2
1−αα− 2α

1−α︸ ︷︷ ︸
α

= αηLY

1 Jones (1995) rozważa nieco inny wariant „funkcji produkcji innowacji”: ∆M = ηMφLλ
R

Dla φ < 1 tempo wzrostu gospodarki na ŚZW zależy dodatnio od tempa wzrostu populacji: g ≃ λn/ (1 − φ)
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Praca jako czynnik produkcji B+R

Teraz wystarczy znaleźć podział pracy w równowadze

Zaczynamy od sektora B+R:

gM = ∆Mt+1

Mt
= ηLR = η (L− LY ) → LY = L− gM

η

r = αηLY → r = α (ηL− gM )

Wykorzystujemy równanie Eulera:

g∗
c = r − ρ

σ
= α (ηL− gM ) − ρ

σ

Zakładając (słusznie!), że na ŚZW gc = gM = g, otrzymujemy:

σg = α (ηL− g) − ρ → g∗ = αηL− ρ

α+ σ

Ostatnie założenie weryfikujemy z równania popytu na dobra końcowe:

Yt = Lct +Mtx → Lct = L1−α
Y Mtx

α +Mtx → g∗
c = g∗

M = g∗
Y = g∗
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Innowacje wertykalne



Innowacje wertykalne (zwiększająca się jakość produktów)

Na podstawie: Aghion and Howitt (1992) A Model of Growth Through Creative Destruction

Znowu dla uproszczenia założymy stały poziom populacji L

Tym razem liczba typów dóbr pośrednichM jest stała, za to zmienia się ich jakość

Funkcja produkcji dóbr końcowych:

Yt = L1−α
M∑

i=1

(
A1−α

it xα
it

)
gdzie Ait to poziom jakości i-tego dobra pośredniego w okresie t

Problem maksymalizacji zysku:

max
L, xit

1 · L1−α
M∑

i=1

(
A1−α

it xα
it

)
− wtL−

Mt∑
i=1

pitxit

Warunek pierwszego rzędu względem xit (względem L nie jest nam potrzebny):

xit : L1−αA1−α
it · αxα−1

it − pit = 0 → pit = α (AitL)1−α
xα−1

it
21
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Monopoliści produkujący dobra pośrednie

Problem maksymalizacji zysku:
max

pit, xit

Dit = (pit − 1)xit = pitxit − xit

pod warunkiem pit = α (AitL)1−α
xα−1

it

Po wstawieniu (odwróconej) funkcji popytu:
max

xit

Dit = α (AitL)1−α
xα

it − xit

Warunek pierwszego rzędu:
xit : α · α (AitL)1−α

xα−1
it︸ ︷︷ ︸

pit

−1 = 0 → αpit = 1 → pit = 1
α

Optymalna produkcja, maksymalny zysk i wartość firmy:

xit = α
2

1−αAitL, Dit =
( 1−α

α

)
α

2
1−αAitL ≡ dAitL oraz V (Ait) = dAitL

r + zit

gdzie zit to prawdop. bycia wypartym z rynku przez „lepszy” wariant produktu
22



Sektor badań i rozwoju

Innowacje są tym razem probabilistyczne. W razie sukcesu innowator „wymyśla” nową
wersję produktu o wyższej jakości (q > 0) i zastępuje poprzedniego monopolistę:

A′
i,t+1 = (1 + q)Ait

Prawdop. sukcesu zależy od zaangażowanych nakładów relatywnie do nowej jakości:

zit = ηRit/A
′
i,t+1

Wartość nowej firmy innowatora:
V

(
A′

i,t+1
)

=
dA′

i,t+1L

r + zi,t+1

Oczekiwana korzyść netto z B+R:
zitV

(
A′

i,t+1
)

−Rit = ηRit

A′
i,t+1

·
dA′

i,t+1L

r + zi,t+1
−Rit = ηdL ·Rit

r + zi,t+1
−Rit

Warunek swobodnego wejścia sprawia, że korzyść netto spada do 0:

Rit

[
ηdL

r + zi,t+1
− 1

]
= 0 → r + zi,t+1 = ηdL → zi,t+1 = z = ηdL− r 23



Równowaga ogólna

Produkcja dóbr końcowych:

Yt = L1−α
M∑

i=1

(
A1−α

it xα
it

)
= L1−α

M∑
i=1

(
A1−α

it

(
α

2
1−αAitL

)α)
= α

2α
1−αL

M∑
i=1

Ait ≡ α
2α

1−αLAt

Dynamika łącznej produktywności:

At+1 =
M∑

i=1
Ai,t+1 =

M∑
i=1

[z (1 + q)Ait + (1 − z)Ait] = (1 + zq)
M∑

i=1
Ait = (1 + zq)At

gA = ∆At+1

At
= (1 + zq)At −At

At
= zq

Z rozwiązania problemu gospodarstw domowych otrzymujemy równanie Eulera:

g∗
c = r − ρ

σ

Warunek swobodnego wejścia w sektorze B+R sprowadza się do: z = ηdL− r
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Równowaga ogólna

Rozwiązujemy system trzech równań:
σg = r − ρ Równanie Eulera
r = ηdL− z Optymalne nakłady B+R
z = g/q Tempo poprawy produktywności

Rozwiązanie:
σg = ηdL− g/q − ρ → (σ + 1/q) g = ηdL− ρ

g = ηdL− ρ

σ + 1/q
=
η

( 1−α
α

)
α

2
1−αL− ρ

σ + 1/q

z = ηdL− ρ

σq + 1
oraz r = ρ+ σqηdL

σq + 1
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Tempo wzrostu gospodarczego

Tempo wzrostu gospodarczego na ŚZW:

g∗ = ηdL− ρ

σ + 1/q

Zależy dodatnio od:
• produktywności sektora B+R, mierzonej parametrem η

• zyskowności monopolistów, wyrażonej zmienną d (która jest funkcją parametru α)
• rozmiaru gospodarki, zależnego od L (efekty skali)
• przeciętnej poprawy jakości w wyniku innowacji q

Zależy ujemnie od:
• stopy dyskontowej gospodarstw domowych (niecierpliwości) ρ
• awersji do ryzyka, mierzonej parametrem σ

26



Akumulacja kapitału i innowacje



Akumulacja kapitału i innowacje

Na podstawie: Aghion and Howitt (1999) The Economics of Growth, rozdział 5.4

Dobra pośrednie potraktujemy jako kapitał przekształcony w konkretne „maszyny”

Innowacje będą zarówno horyzontalne (w spsób uproszczony), jak i wertykalne

Każdy pracownik „wymyśla” nowy typ maszyny z prawdopodobieństwem ψ

Z kolei część ε istniejących typów maszyn przestaje być produkowana:

Mt+1 = (1 − ε)Mt + ψLt | : Lt

Lt+1

Lt

Mt+1

Lt+1
= (1 − ε) Mt

Lt
+ ψ

(1 + n)
(
M

L

)∗

= (1 − ε)
(
M

L

)∗

+ ψ(
M

L

)∗

= ψ

ε+ n
→ `∗ =

(
L

M

)∗

= ε+ n

ψ
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Producenci dóbr końcowych

Pozwolimy na zmianę populacji w czasie, zmieniając też funkcję produkcji tak,
aby wyeliminować efekty skali (gdzie ` to przeciętne zatrudnienie na dany typ maszyn):

Yt =
(
Lt

Mt

)1−α Mt∑
i=1

A1−α
it xα

it = `1−α
t

Mt∑
i=1

A1−α
it xα

it

Problem maksymalizacji zysku:

max
`t, xit

1 · `1−α
t

M∑
i=1

(
A1−α

it xα
it

)
− wt`tMt −

Mt∑
i=1

pitxit

Warunki pierwszego rzędu:

`t : (1 − α) `−α
t

M∑
i=1

(
A1−α

it xα
it

)
− wtMt = 0 → wt = (1 − α) Yt

`tMt
= (1 − α) Yt

Lt

xit : `1−α
t A1−α

it · αxα−1
it − pit = 0 → pit = α (Ait`t)1−α

xα−1
it

Funkcja popytu na maszyny: xit = (α/pit)1/(1−α)
Ait`t
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Monopoliści produkujący dobra pośrednie

Monopoliści produkują „usługi” maszyn, co wymaga wynajmu jednostki kapitału
Krańcowy koszt produkcji usług maszyn to koszt wynajmu kapitału rk

t

Problem maksymalizacji zysku:
max

pit, xit

Dit =
(
pit − rk

t

)
xit = pitxit − rk

t xit

p. w. pit = α (Ait`t)1−α
xα−1

it

Po wstawieniu (odwróconej) funkcji popytu:
max

xit

Dit = α (Ait`t)1−α
xα

it − rk
t xit

Warunek pierwszego rzędu:
xit : α · α (Ait`t)1−α

xα−1
it︸ ︷︷ ︸

pit

−rk
t = 0 → αpit = rk

t → pit = rk
t

α

Optymalna produkcja:
xit =

(
α

rk
t /α

) 1
1−α

Ait`t =
(
α2/rk

t

) 1
1−α Ait`t
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Równowaga na rynku kapitału

Zagregowany poziom produkcji usług maszyn zależy od zakumulowanego kapitału K :

Kt =
Mt∑
i=1

xit =
Mt∑
i=1

(
α2/rk

t

) 1
1−α Ait`t =

(
α2/rk

t

) 1
1−α Lt · 1

Mt

Mt∑
i=1

Ait =
(
α2/rk

t

) 1
1−α AtLt

gdzie tym razem produktywność gospodarki wyrażona jest przez: At ≡ (1/Mt)
∑Mt

i=1 Ait

Koszt wynajmu kapitału zależy od kapitału na efektywne jednostki pracy:

Kt =
(
α2/rk

t

) 1
1−α AtL → k̂t =

(
α2/rk

t

) 1
1−α → rk

t = α2k̂α−1
t

Optymalny poziom produkcji możemy wyrazić jako:

xit =
(
α2/(α2k̂α−1

t )
) 1

1−α

Ait`t = (k̂1−α
t )

1
1−αAit`t = Ait`tk̂t

Funkcja produkcji sprowadza się do „tradycyjnej” funkcji Cobba-Douglasa:

Yt =
(
Lt

Mt

)1−α Mt∑
i=1

A1−α
it

(
Ait`tk̂t

)α

= k̂α
t Lt · 1

Mt

Mt∑
i=1

Ait = k̂α
t LtAt = Kα

t (AtLt)1−α
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Podział dochodu w gospodarce

Ponownie mamy funkcję produkcji Cobba-Douglasa:

Yt = Kα
t (AtLt)1−α

Jak wygląda podział dochodu w tej gospodarce?

Yt = wtLt + rk
t Kt +Dt

Pracownicy otrzymują łącznie część (1 − α) całkowitego dochodu: w = (1 − α)Y/L

Właściciele kapitału otrzymują jedynie część α · α dochodu: rk = α2k̂α−1 = α2Y/K

Część (1 − α)α dochodu zostaje przechwycona przez właścicieli firm,
co stanowi bodziec do podejmowania działań badawczo-rozwojowych
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Sektor badań i rozwoju

Maksymalny zysk zależy dodatnio od k̂, który redukuje koszt produkcji:

Dit =
( 1−α

α

)
rk

t xit =
( 1−α

α

)
α2k̂α−1

t ·Ait`tk̂t = (1 − α)αk̂α
t ·Ait`t ≡ d(k̂t)Ait`t

Wartość firmy produkującej maszynę i o jakości Ait na ŚZW:

V ∗ (Ait) = d(k̂∗)Ait`
∗

r(k̂∗) + z∗
= d(k̂∗)Ait`

∗

rk(k̂∗) − δ + z∗

Innowacje skutkują poprawą jakości maszyn o q > 0, a ich prawdopodobieństwo zależy
od wydatków B+R podzielonych na „nową” jakość: zit = ηRit/A

′
i,t+1

Oczekiwana korzyść netto z B+R na ŚZW jest równa 0 (warunek swobodnego wejścia):

zitV
∗ (
A′

i,t+1
)

−Rit = ηRit

A′
i,t+1

·
d(k̂∗)A′

i,t+1`
∗

r(k̂∗) + z∗
−Rit = Rit

[
ηd(k̂∗)`∗

r(k̂∗) + z∗
− 1

]
= 0

z∗ = ηd(k̂∗)`∗ − r(k̂∗)

32



Równowaga ogólna na ścieżce zrównoważonego wzrostu

Tempo wzrostu gospodarczego na ŚZW g∗ zależy dodatnio od k̂∗! Krzywa GG:

g∗ = z∗q = q
[
ηd(k̂∗)`∗ − r(k̂∗)

]
= q

[
η (1 − α)α(k̂∗)α ε+ n

ψ
−

(
α2(k̂∗)α−1 − δ

)]
Wyższy poziom k̂∗ związany jest z wyższymi zyskami i niższą stopą procentową,
po której dyskontowane są przyszłe zyski, skłaniając do zwiększenia nakładów na B+R

Z kolei k̂∗ zależy ujemnie od g∗. Z równania Eulera (tym razem n ̸= 0):

g∗
c = g∗ = r − ρ− n

σ
= α2(k̂∗)α−1 − δ − ρ− n

σ

Krzywa KK:

k̂∗ =
(

α2

ρ+ δ + n + σg∗

)1/(1−α)
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Dynamika modelu

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Level of capital per effective labor

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4
P

ro
d
u
c
ti
v
it
y
 g

ro
w

th
 r

a
te

 (
%

)
Transition dynamics

GG

KK

BGP

Transition path

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Period

0

1

2

3

4

5

6

7

A
n
n
u
a
l 
g
ro

w
th

 r
a
te

 (
%

)

Growth rates along the transition

GDP per capita

Productivity

Capital per effective labor

Dla poziomów k̂ < k̂∗ również tempo poprawy produktywności 0 ≤ g < g∗

Początkowo akumulacja kapitału jest głównym silnikiem wzrostu
Poprawa produktywności staje się z czasem coraz ważniejszym
silnikiem wzrostu PKB na pracownika, a w długim okresie jest jedynym 34



Stagnacja maltuzjańska
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Wzrost gospodarczy w bardzo długim okresie

Dodanie „minimalnej” konsumpcji (Stone-Geary) znacząco wydłuża czas konwergencji:
• bardzo powolna akumulacja kapitału na osobę
• wolna poprawa produktywności (albo wręcz stagnacja), ale rośnie liczba „mózgów”
• początkowe innowacje „przypadkowe” (rewolucja naukowa w XVI-XVII wieku, A i η ↑),
dopiero potem przemysłowe (rewolucja przemysłowa), początek XX w. to już ŚZW
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Patent na silnik parowy Watta z 1769

A.D. 1769 . . . . . . . N" 913. 

Steam Engines, &c. 

WATT'S SPECIFICATION. 

TO ALL TO WEOX 'I'IIESE PRESENTS SNhiLl; COBIE, I, Janr~s 
WATT, of Glasgow, in Scotland, Merchant, send greeting. 

WHERXAS His most Excellent Majesty Icing George 'he Third, by His 
Letters Patent under th- Gmnt Seal of Great Dritain, bearing date the Fifth 

5 day of January, in the ninth year of His said Majesty's reign, did give and 
p n t  unto me, the said Janles Watt, His special licence, full power, sole 
priviledge and authority, that I, the said Jslnes Watt, my elors, ad%ors, 
and assigns, should and lawfully might, during the term of years therein 
expressed, use, exercise, and ve~ld, throughout that part of His Majesty's 

10 Kingdom of Great Britain called England, the Dominion of Wales, and Town 
of Berwick upon Tweed, and also in His Majesty's Colonies and Plantations 
abroad, my NEW INVEXTED METHOD OF LESSENING THE CONSUMPTIOIT OF STEAX ARD 
FUEL IN FIRE ENGINES;I* in which said recited Letters Patent i s  contained a pro- 
viso obliging me, the said James Watt, by writing under my band and seal, to 

15 cause a particdar description of the nature of the said Invention to be inrolled 
in His Majesties High Court of Chancery within four caIendar months after 
the date of the said recited Letters Patent, as in and by the said Letters 
Patent, and the Statute in that behalf made, relation being thereunto respec- 
tively bad, may more at large appear. 

20 NOW lCNOW YE, that in compliance with the said provisoe, and in pur- 
suance of the said Statute, I, the said James Watt, do hereby declare that the 

A.D. 1769.-W 913. 
IPFtttt's JIethvlE of Lessening the Co12~~1mptio~z of Stem (S. Fz(d in Pire .E-F~, ,~ .  

fullowing is J pnrtimlnr description of thc nature of my said Invention, and of 
the manner in which the same is to b performed (thnt is tu snj) :- 

BIy method of lessening the consumption of steam, and consequently fuel, in 
fire engines consists of the following principles :- 

Fil-st, that vessell in which the powers of steam are to be employed to ~'PO& 5 
the engine, which is called the cylinder in common fire engines, and which I 
cdl  the steam vessell, must during the whole time the engine is at work 
kept as hot as the steam that enters it, first, by enclosing it in a case of wood 
or any other materials that transmit heat slorvly ; secondly, by surrounding it 
with steam or other heated bodies ; and, thirdly, by suffering neither water 10 
or any other sltbstance colder than the stenm to enter or touch it during 
that time. 

Seconclly, in engines thnt are to L worked wholly or partially by condensa- 
tion of steam, the steam is to be condensed in vessells clistinct from the steam 
vessells or cylinders, although occasionally con~municating with them. These l 5 
vesselIs I call condensers, and whilst the engines are working, these con- 
densers ought at least t o  be kept as cold as the air in the neighbourhood of 
the engines by application of water or other cold bodies. 

Thirdly, wbatever air or other elastic vapour is not condellsed by the cold 
of the condenser, and may impede the working of the engine, is to bc drawn 20 
out of the steam vesselis or condensers, by means of pumps wrought by the 
engines themselves, or otherwise. 

Fourthly, I intend in many cases to employ the expansive force of steam to 
press on the pistons, or whatever may be used instead of them, in the same 
manner as the pressure of the stiliospher~ is now cmployed in common fire 25 
engines. In  cases ~~rherc cold water cannot l)e had in plenty, the engines may 
bc wrought by this force of stenm only, hy discharging the steam into the open 
air aftcr it has done its office. 

Fifthly, where motions round an axis are requi~*ecl, I make the steam vesselis 
in for111 of hollow rings or circular cl~nnnels, with prol~er inletts and outletts for 30 
t l ~ c  stcam, mounted on horizontal axles like the ~rkeels of a water mill ; within 
tllcm are placecl n number of salyes that surer my bccly to go round the 
chaancll in one direction only. I n  these steal11 vcssetls are placed weights, so 
iittetl to them ns i~itiwly to fill 111) a part or portion of their chnnnels, yet 
rcuclered capnblc of moving freely in them by the means herein-after mentioned 35 
or specified. When the steam is admitted in these engines between thesc 
weights and the vdves, it acts equally on botl~, so ss to raise the weight to one 
side of the ~vhecl, ancl by the reaction on the sal\-es successively to give ;L 

circular motion to tbe wbec?l, the valves opelling in the dil*ection in which the 

A.D. 1769-W 913. 
Watt's Method of Lesse?z<ng the Consumption of $team & Fuel in Firs Engines, 

weights are pressed, but not in the contrary. As the steam vessel moves round 
it is supplied with steam from the boiler, and that which has performed its 
ofice may either be discharged bp means of condensers, or into the open air. 

Sixthly, I intend in some cases to apply a degree of cold not capable of 
5 reducing the steam to water, but of contracting it considerably, so that the 
engines shall be worked by the alternate expansion and constraction of the 
steam. 

Lastly, ininsad of using water to render the piston or other parts of the 
engnes air and steam tight, I employ oils, wax, rosinous bodies, fat of animals, 

10 quicksilver and other metalls, in their fluid state. 

in witness whereof, 1 have hereunto set my hand and seal, this Twenty- 
fifth day of April, in the year of our Lord One thousand seven hundred 
and sixty-nine. 

JAMES WATT. (L.s.) 
15 Sealed and deIivered in the presence of 

COU. W ILKIE* 
GEO. JARDINE. 
JOHN ROEBUCK. 

Be it remembered, that the said J~ames Watt doth not intend that any 
20 thing in the fourth article shall be understood to extend to any engine where 

the water to be raised enters the steam vessel1 itself, or any vessel1 having an 
opeli communicatioa with it. 

Witnesses, 
25 CO& WILEIE. 

GEO. JABDINE. 

AXD BE IT REMEMBERED, that on the Twenty-fifth d q  of April, in 
the year of our Lord 1769, the aforesaid James Watt came before our said 4 
Lord the ICillg in His Chancery, and acknowledged the Specification aforesaid, 2 

Ci 
30 and all and every thing therein contained and specified, in form above written, F 

And also t.he Specification aforesaid was starnpt according to the tenor of the 
S 

Statute made in the sixth year of the reign of the late King and Queen 2 
IVilIiam and R,fary of England, and so forth. 

Inrolled the Twenty-ninth day of April, in the year of our Lord One 
35 thousand seven hundred and sixty-nine. 

LONDON : 
Printed by GEORGE EDWARD EYRE and WILLUM SPOTTISWOODE, 

Printcrs to the Quwn'o moet Excellent Majesty. 1855. 

Wikimedia Commons

Patent przedłużony w 1775 o kolejne 25 lat. Do 1790 roku przychody Watta
z patentu wyniosły 76 000 funtów (ok. 10 milionów „dzisiejszych” funtów) 37
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Liczba patentów przyznanych w czasie rewolucji przemysłowej

Number of patents awarded through the industrial revolution, 1700 to 1851
The annual number of patents awarded across all industries and sectors in England, Scotland and Ireland across the
period of the Industrial Revolution (1700-1852).
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Source: Bottomley, S. (2014).
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Międzynarodowy transfer technologii



Najwięcej innowacji dokonują kraje najbardziej rozwinięte
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Najwięcej innowacji dokonują kraje najbardziej rozwinięte

Co
un

tr
y

Value

0 Summary Innovation Index

Source: European Innovation Scoreboard 2022

SE - Sweden

FI - Finland

DK - Denmark

NL - Netherlands

BE - Belgium

IE - Ireland

LU - Luxembourg

AT - Austria

DE - Germany

CY - Cyprus

FR - France

EE - Estonia

SI - Slovenia

CZ - Czechia

IT - Italy

ES - Spain

PT - Portugal

MT - Malta

LT - Lithuania

EL - Greece

HU - Hungary

HR - Croatia

SK - Slovakia

PL - Poland

LV - Latvia

BG - Bulgaria

RO - Romania

0 20 40 60 80 100 120 140 160

Highcharts.com

40



Aktywność innowacyjna jest mocno skoncentrowana geograficznie
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Międzynarodowy transfer technologii

Przyjmiemy dla uproszczenia stałeM , za to zmienne Ait

Dla uproszczenia zakładamy, że istnieją dwie rozłączne grupy krajów:
• Technologiczni liderzy wymyślają nowe technologie: dynamika ich gospodarek
jest opisana modelami z poprzedniej części wykładu; rosną w tempie ḡ

• Pozostałe kraje adaptują te technologie do warunków lokalnych

Prawdopodobieństwo, że uda się zaadaptować technologię Āit od liderów wynosi z:

Ai,t+1 =

{
Āit z prawdop. z
Ait z prawdop. 1 − z

Produktywność w kraju poprawia się tym szybciej, im wyższe jest z:

At+1 = 1
M

M∑
i=1

Ai,t+1 = 1
M

M∑
i=1

[
zĀit + (1 − z)Ait

]
= z

M∑
i=1

Āit + (1 − z) 1
M

M∑
i=1

Ait

At+1 = zĀt + (1 − z)At
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Produktywność a dystans od liderów

Tempo wzrostu produktywności zależy też od dystansu do liderów: at ≡ At/Āt

Dynamika dystansu w czasie:
At+1 = zĀt + (1 − z)At | : Āt

At+1

Āt

= At+1

Āt+1

Āt+1

Āt

= z + (1 − z) At

Āt

= z + (1 − z) at

at+1 (1 + ḡ) = z + (1 − z) at

at+1 = z + (1 − z) at

1 + ḡ

Istnieje stan ustalony dystansu do liderów:
a∗ (1 + ḡ) = z + (1 − z) a∗

a∗ (ḡ + z) = z

a∗ = z

z + ḡ
< 1
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Produktywność a dystans od liderów

Gdy już kraj osiągnie swój stabilny dystans do liderów, rozwija się w tempie ḡ:

g = At+1 −At

At
− 1 = zĀt + (1 − z)At

At
− 1 = z

a∗ + (1 − z) − 1 = ḡ + z − z = ḡ

Zanim to nastąpi, kraj rośnie szybciej od liderów („renta zacofania”), o ile z > 0:

qt ≡ Āt −At

At
= 1
at

− 1 ≥ 1
a∗ − 1

gt = zqt = z

(
1
at

− 1
)

≥ ḡ

Tym razem krajowe z nie ustala stopy wzrostu, a relatywne PKB do lidera
Na ŚZW krajowe z ma podobne determinanty, co u liderów:

z = ηd(k̂)`− r(k̂)

Kluczowa jest produktywność B+R i zyskowność firm, związane z ilością i jakością
kapitału (fizycznego i ludzkiego), a także jakością insytucjonalną, wpływającą na d i r
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Rozwinięte kraje rosną w podobnym tempie, ale różnią się PKB na osobę

Source: World Bank fred.stlouisfed.org
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Podsumowanie bloku wykładów o wzroście gospodarczym

Model Solowa posłużył nam do zapoznania się z mechaniką wzrostu gospodarczego:
tempo wzrostu PKB na osobę zależy od akumulacji kapitału (fizycznego i ludzkiego)
(jeśli kraj znajduje się poza swoją ŚZW) oraz tempa postępu technologicznego

W (bardzo) długim okresie tempo postępu technologicznego jest jedynym silnikiem
wzrostu, determinowanym przez globalnych liderów technologicznych

Poziom PKB na osobę zależy jednak od czynników krajowych / lokalnych:
• stopy oszczędności / inwestycji, wynikającej m. in. z preferencji gosp. dom.
• tempa wzrostu populacji (zarówno na -, jak i na +)
• stopy inwestycji w kapitał ludzki i jakości edukacji
• infrastruktury społecznej
• innowacyjności
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