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Neoklasyczny model wzrostu (model Ramseya)




Neoklasyczny model wzrostu (model Ramseya)

Autorzy: Ramsey (1928), Cass (1965), Koopmans (1965), Malinvaud

Inne nazwy: model Ramseya, model Ramseya-Cassa-Koopmansa, model RCK
Rozszerzenie modelu Solowa o decyzje gospodarstw domowych

Pozwala na oceng dobrobytowg polityk gospodarczych

Podstawowy (najwazniejszy?) model wspdtczesnej makroekonomii

Rozszerzenia modelu Ramseya wykorzystywane s3 w badaniach dotyczacych
zarowno wzrostu gospodarczego, jak i wahan koniunkturalnych

Zazwyczaj modele wzrostu gospodarczego prezentuje sie¢ w konwengji
czasu ciggtego, jednak na potrzeby tych wyktaddw postuzymy sie konwencja
czasu dyskretnego (utatwi to przej$cie do modeli wahan koniunkturalnych)


http://www.jstor.org/stable/2224098%20
http://www.jstor.org/stable/2295827%20
http://cowles.yale.edu/sites/default/files/files/pub/d01/d0163.pdf
https://doi.org/10.1017/S1365100513000291

Uproszczenia i zatozenia

Gospodarka zamknieta

Brak sektora rzadowego (na razie)

Doskonata konkurencja na rynkach doébr i czynnikéw produkgji
Doskonata informacja oraz brak efektéw zewnetrznych

Homogeniczne dobro koricowe z ceng znormalizowang do 1w kazdym okresie,
produkowane wedtug neoklasycznej funkcji produkgcji

Wszystkie zmienne sg wyrazone w kategoriach realnych

Dwa rodzaje reprezentatywnych decydentow:
« Gospodarstwa domowe

* Firmy

Gospodarstwa domowe sg bezposrednimi wtascicielami czynnikéw produkgji



Porownanie z modelem naktadajacych sie pokolen (OLG)

W modelu OLG gospodarstwa domowe sg ,samolubne”: biorg pod uwage tylko
wtasng uzytecznos¢ i konsumujg wszystkie posiadane zasoby przed Smiercia

W modelu Ramseya rodzice sa doskonale altruistyczni:
uzytecznos¢ ich dzieci jest réwnie wazna, co ich wtasna

W ten sposéb gospodarstwo domowe staje sie ,dynastia”
o nieskoniczonym horyzoncie planowania

W kazdym okresie taczne dochody z pracy i kapitatu rodziny finansuja
konsumpcje rozdzielana po réwno po wszystkich cztonkach rodziny



Konstrukcja funkcji dobrobytu dynastii

Obecni cztonkowie rodziny dbaja o przysztych cztonkéw rodziny:
U =u(ct) + U1
Konstrukcja funkcji dobrobytu dynastii:

Us = u(co) + BUL = u(co) + Blu(cr) + BUz] = u(co) + Bu(c1) + B2Us
Uo = u(co) + Bu(c1) + Bu(cz) + fPu(cz) + ...

Stosujac wygodna notacje sumy:
U= Bu(c)
=0

Tam, gdzie bedzie to wygodne, postuzymy sie stopa dyskontowa p:



Funkcja uzytecznosci typu CRRA

Na potrzeby wyktadu bedziemy postugiwac sie funkcja uzytecznosci
o statej relatywnej awersji do ryzyka (Constant Relative Risk Aversion, CRRA):

u(e) = ——"> = () =¢;°

gdzie o > 0. Mozna wykaza¢, ze dla o = 1 CRRA staje sie logarytmiczna

Parametr o reguluje relatywna site efektow substytucyjnego i dochodowego:
im wyzsza o, tym ,gtadsza” jest optymalna sekwencja konsumpcji w czasie
i tym stabiej konsumpcja reaguje na zmiany realnej stopy procentowej



Konstrukcja ograniczenia budzetowego dynastii

taczne dochody z pracy i kapitatu rozdzielane sa na konsumpcje i aktywa:

ILt

Cy + Aktywary; = wely + (1 + ) Aktyway
@ n Aktywag 11 ) .
Ly Ly Ly
Poniewaz liczba 0séb pracujacych L jest proporcjonalna do wszystkich oséb N,
zignorujemy roznice miedzy konsumpcja na osobe, a konsumpcja na pracownika
Tak jak w modelu Solowa, populacja catkowita i 0s6b pracujacych ro$nie w tempie n
. . Akt
Zdefiniujemy przez a; aktywa na pracownika: a; = #
t
. L1 Aktywagsq
"TL Lin
e+ (1+n)agr =we+ (141 ay

:wt—l—(l—i—rt)at



Problem dynastii gospodarstw domowych

Dynastia maksymalizuje funkcje dobrobytu swoich cztonkow:

—0a

¢ Ct
fersarn}izo Z ’
pod warunkami ¢ + (1 +n) a1 = we + (1 + 1) a; dlakazdegot =0,1,2,...,00
ag >0 dane
Jim s =0

Konstruujemy Lagranzjan, a nastepnie ,rozpisujemy” go wokoét zmiennych c; i ay41:
L= Z gt {
1—0o

:...w{ff e fu (R — = (1 ]

1 o

+ 5t+1{ 1t+1 + g1 [wip1 + (L +7r1) arpr — e — (1 + 1) agyo) } +...

—0

+)\t [wt+(1+7”t)at — Ct — (1+n)at+1]}




Problem dynastii gospodarstw domowych: rozwigzanie

»Rozpisany” Lagranzjan:

1—0o
L= ﬂt{c + M |we+ (T+r)ar — e — (1+n)at+1]}

5t+1{ + Aeg1 [Wep1 + (L +7r1) @1 — cp1 — (1 + 1) apyo) } +...

Warunki pierwszego rzedu:
Ct : Bt{ct_a—)\t}:O — )\t:Ct_U
B+ req1)
1+n
Otrzymujemy réwnanie Eulera dla funkcji typu CRRA, gdzie 5 =1/ (1 + p):

1/0
1 1
¢ = 20 +rt+1)ct_f1 - Ctt1 = {( SmLEY ] Ct

1+n 14+p)(1+n)

Ai41 - Bt {_)\t (1 + n)} + Bt—i_l {>\t+1 (1 + Tt+1)} =0 — )\t = )\t+1

Konsumpcja rosnie z czasem, oile 1 + ;1 > (14 p) (1 +n)



Problem maksymalizacji zysku firm

Ponownie zaczniemy od wariantu ze statym poziomem technologii A
Reprezentatywna firma w kazdym z okreséw maksymalizuje zysk D:

D, =1-Y, —wL; —
Igjéﬁ t r —weLy — (1e +0) Ky

pod warunkiem Y; = AKSL;™*  —  y, = f (k) = Ak

Wstawmy funkcje produkcji do funkcji zysku:

max D, = AKtO‘Lifo‘ —wi Ly — (ry + 6) Ky
K¢, Ly

Warunki pierwszego rzedu:

Ki: a- AKS'LE —(ri4+6)=0 — ri=adkd ' -6

Li: (1—-a)AK?L;*=0 —  w = (1—a) Ak
Ceny czynnikow produkcji zaleza od biezacego zasobu kapitatu na pracownika &

Poniewaz f. prod. spetnia state przychody skali i rynki sa konkurencyjne, zysk wynosi 0 9



Rownowaga ogolna

Na rynku kapitatu popyt na niego (K;) rowna sie jego podazy (Aktywa,):
Ky = Aktywat - k=
Wstawmy informacje o cenach do ograniczenia budzetowego gospodarstw domowych:

e+ (1 +n)agr =we+ (1+71)ay
i+ (1 4+n) k=0 —a) Ak + (1 + aAkd™! — 8k
et + (1 +n) ki = Ak + (1 —06) ke

(I+n) k1= (g —c) + (1 —06) ke

Powyzsze ograniczenie zasobowe mozemy zapisa¢ podobnie jak w modelu Solowa:
(1 + n) k’t+1 = StUYt + (1 — 5) kt

gdzie s, = (y; — 1) /y: jest endogeniczng stopa oszczednosci / inwestycji



Rownania dynamiczne modelu Ramseya

Mamy juz ograniczenie zasobowe (Y; = C; + I,):
(1—|—n)kt+1 :Akf‘—i-(l—é)kt—ct
Wstawiamy informacje o (przysztej!) stopie zwrotu z kapitatu do réwnania Eulera:

1/o

1+ adks =6
bt = S S c

TN A )+

Otrzymujemy system dwdch rownan dynamicznych

Tym razem mamy do czynienia nie ze zbieznoscig globalng systemu
(jak u Solowa), ale ze zbieznoscig typu ,$ciezka siodtowa”

Daje nam to jednoznaczne rozwigzanie: istnieje optymalny ciag {s:};-,
(zgodny z preferencjami gosp. dom.) prowadzacy system do stanu ustalonego

Oszczedzajac np. s; = s* réwniez dotarlibysmy do tego samego stanu ustalonego,

ale dobrobyt gospodarstw domowych bytby wtedy nizszy!
1



Stan ustalony modelu Ramseya

Znajdujemy stan ustalony (c; 1 = ¢; = ¢* oraz kyyq = ky = k*):

1+aA(E)* =6
(1+p)(1+n)

*

1/o
] ¢ oraz 4+ (1+n)k*=AFK)" 4+ (1-06)k*

Zaczynamy od réwnania Eulera (dla wygody pominmy na chwile *):

1+ adk® —6=1+p)(1+n)~1+p+tn | —1+6
Akl ~p4+5+n | :ad
ol o p+d+n
aA
. <p+5+n)1/(a_1) _ < aA )1/“—@)
o aA p+d+n

Znajac k*, ustalamy ¢* z ograniczenia zasobowego:

= AE) + (1 =0k — (1+n)k* = AK) — (5 +n) k"
12



Dynamiczna efektywnos¢ w modelu Ramseya

Kapitat na pracownika w stanie ustalonym w modelu Ramseya:

ad V0
= ——
<p+5+n>

Kapitat na pracownika w stanie ustalonym w modelu Solowa:

- sA 1/(1—w)
T \d+n

Stopa oszczednosci w modelu Ramseya jest réwna sqgr = a tylko jesli p =0

Poniewaz p > 0, gospodarka modelu Ramseya jest zawsze dynamicznie efektywna

W modelu Ramseya gospodarstwa domowe majg dostep do doskonatych (kompletnych)
rynkéw finansowych i ubezpieczeniowych, co sprawia, ze sg spetnione wszystkie
zatozenia Pierwszego Fundamentalnego Twierdzenia Dobrobytu

Polityka gospodarcza w modelu Ramseya co najwyzej nie obniza dobrobytu
13


https://en.wikipedia.org/wiki/Incomplete_markets
https://pl.wikipedia.org/wiki/Fundamentalne_twierdzenia_ekonomii_dobrobytu

Optymalnos¢ rozwigzania zdecentralizowanego

Spoteczny planista maksymalizuje dobrobyt gospodarstw domowych
pod warunkiem ograniczenia zasobowego gospodarki:

—0
tCt
p S

{ets ka2

pod warunkami ¢ + (1 +n) ki1 = Ak + (1 —0) ky  dlakazdego t =0,1,2,...,00

Konstruujemy Lagranzjan, a nastepnie ,rozpisujemy” go wokot zmiennych c¢; i kiyq:

r— Z@t{ct0+>\t[Aka (1 5)k't_ct_(1+n)kt+1]}

1—
= T A AR (= 6 k= = (L) ke

170'
/6t+1{ 4 A [AkS 4+ (1= 6) kyyr — cip1 — (14 n) kyyo] } SR


https://en.wikipedia.org/wiki/Social_planner

Optymalnos¢ rozwigzania zdecentralizowanego

»Rozpisany” Lagranzjan:

1—0o
L= ﬁt{c O\ [ARS + (1 5)kt—ct—(1+n)kt+1]}

Cl—o
5t+1{ T + )\t+1 [Akt—|—1 + (]_ — 5) kt+1 — Ct41 — (]. + n) kt+2:| } + ...
Warunki pierwszego rzedu:
ct ﬁt{c_a— }:O - A=c

kiyq 5t{ A (14+n)} + 5t+1 {At—&-l [aAkt+1 + (1 - 5)” =0

Otrzymujemy identyczne réwnanie Eulera, co przy rozwigzaniu zdecentralizowanym:
a—1 1/o0
1+ adAkf -6

€ (L) = ey (L+adkinl =0) = e = | 550

Ct

Rozwigzanie zdecentralizowane jest efektywne: rzad nie moze ,poprawic” alokacji
15



Dynamika modelu Ramseya




Dynamika modelu Ramseya: rozwiazanie analityczne

Zatozmy logarytmiczna uzytecznosc (o = 1) i catkowita deprecjacje kapitatu (§ = 1):

. Aka—l
Réwnanie Eulera : oAt — 0Nt
a  (I+p)(1+n)
Ograniczenie zasobowe : (14 n) ki1 = Ak — ¢

,Zgadniemy i zweryfikujemy”, ze (jak u Solowa) stopa oszczednosci jest stata:
a=1-s)y=(1—s)Ak
Rownanie Eulera, gdzie 5 =1/ (1 + p):
(1-s) Ak, oAk

(0%
= 1 :714 a: .A (o4
(-9 Akg  (+p0+n) (1+n) ks T kit = af - Ak;

Ograniczenie zasobowe:

af - Ak = Ak —a¢ = a=(1-aBf)Ak} — s=af<a



Dynamika modelu Ramseya: rozwiazanie analityczne

Poniewaz s; = 3, mozemy wyrazi¢ rébwnania ,$ciezki przejscia” analitycznie:
af - AkY

1+n
¢ = (1—ap) Ak}

kt+1 -

Zachowanie c i k w czasie Diagram fazowy
¢
kg1 = ke
k* e Ct+1 = Ct
—— Sciezka przejscia
®  Stan ustalony
&
c* _________________________
—_—k
—_—c
0 5 10 15 2’0 25 0 k k



Dynamika modelu Ramseya: rozwigzanie numeryczne

Model Ramseya poza szczeg6lnymi przypadkami nie ma rozwigzan analitycznych
Rozwigzania mozemy jednak tatwo znajdowac quasi-analitycznie lub numerycznie:
« Aproksymujac liniowo rownania dynamiczne wokét stanu ustalonego
- Metodami Newtona do rozwigzywania systemow réownan nieliniowych
- Metodami rozwigzywania numerycznego systemoéw réwnan rézniczkowych
« Metodami programowania dynamicznego
- Metoda ,strzelania”



Dynamika modelu Ramseya: rozwigzanie numeryczne

Opis algorytmu ,strzelania”™
1. Dla poczatkowego poziomu ky zaproponuj poczatkowa konsumpcje ¢
2. Wylicz Sciezke za pomoca réwnan dynamicznych:

Akf‘—l—(l—d)k‘t—ct

k =
t+1 1+n
a—1 1o
1+o¢Akt+1 -0
C, = |\—- C
T A+ (1) '

3. Wylicz kryterium zbieznosci do stanu ustalonego (o ile ,spudtowali$my”?)
4, Znajdz ¢y minimalizujgce ,pudto” dla zadanego kg
5. Uzyskane ciagi {k, c:},-, leza na Sciezce przejscia

19



Dynamika modelu Ramseya: rozwigzanie numeryczne

— ki1 = ky

Ct4+1 = Ct

=== Sciezka przejscia (numeryczna)

Sciezka przejécia (analityczna)

20



Konstrukcja diagramu fazowego

Z rébwnania Eulera otrzymujemy warunek na c; ;1 = ¢; (gdzie ryyq = ozAl-ctJrl —9):

1/o0
1+ adkest — 51"

(I+p)(1+n)

Ct41
Ct

Jesli ky < k*, 10 kyyq < k*, z kolei kt+1 > (lc*)o“_1 irep1 >r*,azateme g > ¢

Z ograniczenia zasobowego otrzymujemy warunek na k;y 1 = k;  —  Aky 1 =0:
Aka+(175)kt70t7(1+n)kt Akf‘—(5+n)kt—ct
Ak =k — k= ¢ =
t+1 t+1 t 1 +n 1 +n

Jesli ey < Ak — (6 +n) ke, to Akyyq > 0, @ zatem kyiq > ky

Sciezka przejécia moze znajdowac sie tylko w tych obszarach wykresu,
gdzie jednoczesnie ¢; 1 > ¢; oraz ky 1 > k; lub jednoczesnie c; 1 < ¢; oraz kg < ky

21



Ksztatt Sciezki przejscia

W szczegblnym przypadku, gdy o = «, optymalna konsumpcja jest liniowa wzgledem k:

~

[M — 6+ n)} Ky
Cojeslio # a?
- Jesli o < o, to Sciezka przejscia jest wypukta: przebiega ponizej prostej taczacej
punkty (0, 0) i (k*, ¢*), @ konwergencja do stanu ustalonego jest szybsza
- Jesli o > o, to Sciezka przejscia jest wklesta: przebiega powyzej prostej taczacej
punkty (0, 0) i (k*, ¢*), a konwergencja do stanu ustalonego jest wolniejsza

Oszacowania empiryczne wskazuja, ze a ~ 1/3 i o ~ 2 (ostatni przypadek)

Oznacza to, ze jesli technologia sie (jednorazowo) poprawia, konsumpcja natychmiast
rosnie; wrécimy do tej wtasnosci przy okazji modeli realnych wahan koniunkturalnych

22



Stopa oszczednosSci na Sciezce przejscia

Stopa oszczednosci w modelu Ramseya:

s=¥—¢c o . _y-lr-0+n)k] _(@+n)k
Yy Y Y
aA = 0+n 1o (0+n)a
k*: s :Aka * k* S
<p+6+n> oraz vy - s " (k™) Py S

W wersji modelu w czasie ciggtym mozna udowodni¢, ze jesli s* = 1/0,to {s;},-, = s*
- Jesli s* > 1/0, to stopa oszczednosci poczatkowo jest niska
i rosnie w miare konwergencji do stanu ustalonego

- Jesli s* < 1/0, to stopa oszczednosci poczatkowo jest wysoka
i spada w miare konwergencji do stanu ustalonego

Ponownie, realistyczny jest ostatni przypadek, poniewaz s* < a~1/3ic ~ 2

23



Dynamika modelu Ramseya: ,realistyczne” parametry

2%



Dynamika modelu Ramseya: ,realistyczne” parametry

Zachowanie k w czasie Zachowanie ¢ w czasie Zachowanie s w czasie
3.5 1.2 32
509 104 317
30
2.5 1
0.8 4 29
2.0 4
0.6 4 28 1
1.5
27
0.4 4
1.0 1 26 4
0.5 1 0.2 95
0.0 T T T T 0.0 T T T T 24 " T T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Problemem empirycznym modelu Ramseya jest ponownie tempo konwergencji,
ktdre jest jeszcze wyzsze, niz w modelu Solowa (s; > s*)

25



Stopa oszczednosci na Sciezce przejScia: uzytecznosc Stone’a-Geary’ego

Tempo konwergencji mozna obnizy¢ uzywajac funkcji uzytecznosci Stone’a-Geary'ego:

FSNCE e

W gospodarkach produkujacych niewiele powyzej ¢ stopa oszczednosci jest bliska 0
Stopa oszczednosci poczatkowo rosnie z PKB na osobe, pomimo tego, ze s* < 1/o

W zwigzku z tym najszybciej rosng gospodarki o ,$rednim” poziomie PKB na osobe

35 8
- = CRRA
30 —~ Stone-Geary
= 6
= 954 =
g2 Z 54
2 <
2 . 44
2 20 é 4
& 73
= ~ 3
& 15 E
s 24
<
10 4 = CRRA N
Stone-Geary
5 T T T T 0 T T T T
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Logarithm of GDP per person Logarithm of GDP per person
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Smoothed 1/Y ratio (%)

Smoothed I/Y ratio (%)

Smoothed /Y ratlos Vs GDP per person

50 T
—_— LOWESS regression curve

40F ¢ € E
30
20
10

ol L L L L L L L

0.5 1 2 5 10 20 50 100
Smoothed GDP per person (thousands of 2017 §)
Smoothed I/Y ratios vs GDP per person
60 T T T T T
50 1
40 1
30 R
20 R
10 === United States === Korea === China |
Hong Kong = Taiwan = India
oF Singapore = Japan B
L L L L L
1 2 5 10 20 50 100

Smoothed GDP per person (thousands of 2017 §)

Smoothed I/Y ratio (%)

Smoothed annual growth rate (%)

Smoothed I/Y ratio vs GDP per person: India
30 1
2% F 1
20 B
151 B
10f 1
g 2 3 4 5 6 7 8
Smoothed GDP per person (thousands of 2017 $)
Smoothed growth rates vs GDP per person
12 T T T T T
== United States Taiwan 4
5 === Hong Kong Japan
- == Singapore === China
-4r - Korea - Ind.ia ) 1
1 2 5 10 20 50 100

Smoothed GDP per person (thousands of 2017 §)
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Model Ramseya z postepem technologicznym




Sektor firm

Zaktadamy, ze technologia rosnie w tempie g:
Appr=(149) A

Ponownie skorzystamy ze zmiennych na efektywne jednostki pracy:
_ K .Y

t = E7 Yt = E»

Problem maksymalizacji zysku firm:

k 6tE

ALy

Ir(nazi Dt = Kta (AtLt)l_a - tht - (Tt + 5) Kt

Warunki pierwszego rzedu:
Ko aKf ' (AL) ™= (re4+0)=0 — r=akd -6
Li: (1—a)KlAI L7 —w, =0 = wy = (1 —a) Ak
Ceny czynnikéw produkji zaleza od kapitatu na efektywne jednostki pracy &

28



Sektor gospodarstw domowych

Nie musimy rozwiazywac ponownie problemu gospodarstw domowych,

wykorzystamy tylko definicje konsumpcji na efektywne jednostki pracy:
G = Ct/Lt = g — Ct = étAt

T T A,
Wyrazamy rownanie Eulera w zmiennych na efektywne jednostki pracy:

/o 1/o

1 =+ Tt4+1 :| ! N |: 1 + Tt4+1 :| A
Ct+1 = | 77—~ c - Gl = |/ & A
{<1+p><1+n> ! AT v )]
Eriq = { LA+ 741 T/U Ce — Coy1 _ { L+7re T/U

T+ )] 1+g & (1+p)(L+n)(1+g)°

Skorzystajmy z bardziej eleganckiej wersji rbwnania Eulera dla czasu ciagtego:

ge~=In(é41/8)=1/o)[In(1+7r41) —In(1+p)—In(1+n)—cln(1+ g)]
 _T1—p-n-—og
°T o

29



Rownowaga ogolna

Rownowaga na rynku kapitatu i aktywow:

K, = Aktyway; - k=
A K;/L k A
k‘t = t/ LA ] — ay = k'tAt

Ay A
Wstawiamy informacje o cenach do ograniczenia budzetowego gospodarstw domowych:
ct + (1—|—n)at+1 :wt+(l+rt)at
6,5At + (1 + n) I%t+1At+1 = (1 — a) At]%? + (1 + 04]2:?71 — (S)I%tAt | : At
. A . R R
e+ (L4 m) ke == = (L @) kY + (L+ ok~ = 0k,
1
G+ 4+n) (149 ki = kX + (1 —08) ky
(L4+n) 1+ g) kepr = kF + (1= 0) by — &
Ponownie otrzymujemy ograniczenie zasobowe (czyli Y; = C; + I;)

30



Dynamika modelu Ramseya z postepem technologicznym

Otrzymujemy system dwoch réwnan dynamicznych (gdzie ry 4 = akt+1 —0):

4, . ak'a_l — 5 _ —n—o
Roéwnanie Eulera : g~ —L P 9

(o
Ograniczenie zasobowe :  (14n) (14 g) ki1 =k + (1 —08) ky — &

Sciezka zrownowazonego wzrostu (g: = 0 — &1 = & = &* oraz kyp, = ky = k*):

ak® ' -6 —p—n—og

0=gs~ .

ak® '~ p+5+n+og

R a 1/(1—a)
K| —0 4 ———— oraz r*~p+n+o
(p+5—|—n+og> P g

&4 (L+n) L+ g k" = (k)" + (1 -0k —&

¢ = (k)" — (0 +n+g+ng) b = ()" = (5+n+g) b*
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Sciezka zrownowazonego wzrostu

Wartosci zmiennych na efektywne jednostki pracy na Sciezce zrbwnowazonego wzrostu:

. < a )1/(160 . < a )a/(la)
K~ ———— oraz §F~|(—-—-——
p+o+n+og p+o+n+og

o a/(1-a) a 1/(1-a)
= (rtis) e (i)
p+o+n+og p+o+n+og

Jeslip=01ioc =1, to otrzymujemy poziom kapitatu na efektywne jednostki pracy
(oraz stopy zwrotu z kapitatu) taki sam, jak w modelu Solowa przy zatozeniu s = sgr = a:
. a 1/(1—a) §
k 2((5+n+g> oraz r*~n+g
Mozna wykaza¢, ze dla dowolnego o gospodarka modelu Ramseya jest dynamicznie
efektywna. Im wyzsze o, tym nizsze k*, j* i &* (gosp. dom. s bardziej ,niecierpliwe”)

0 ile zmienne na efektywne jednostki pracy zaleza ujemnie od g,

zmienne na pracownika zaleza dodatnio od g: y; = Ay (1 +9)" - i
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Podatki i wydatki publiczne




Typy podatkow i wydatkow publicznych

Dla uproszczenia notacji przyjmiemy staty poziom populacji i technologii, N = A4 =1
Bedziemy rozwaza¢ wptyw szerokiej gamy (liniowych) podatkow:

- Podatek od konsumpcji 7¢ (,VAT”, akcyza)

- Podatek od dochodéw z pracy 7% (,PIT”)

- Podatek od dochoddw z kapitatu 7" (,Belka” / ,PIT-38")

+ Podatek pogtéowny

- Podatek od ksiegowych zyskéw firm 7/ (,,CIT")

Wyr6znimy dwa typy wydatkéw publicznych:
« Publiczna konsumpcja na osobe g (szkoty, szpitale, drogi, policja, sady, armia, itd.)
- Transfery na osobe v (na razie takie same dla wszystkich)

Tym razem zatozymy, ze firmy sg bezposrednimi wtascicielami kapitatu

(aktywa gospodarstw domowych to udziaty wtascicielskie w tych firmach)
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dy sektora finansow publicznych w Polsce w 2019

Podatki od konsumpcji

Sktadki ZUS

Deficyt

Podatki od pracy Pozostate

Podatki od majatku
Sktadki NFZ Podatki od dziatalnosci gospodarczej

Fundacja Rebublikanska
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https://www.mapawydatkow.pl/

Wydatki sektora finansow publicznych w Polsce w 2019

Edukacja i nauka

Emerytury i renty

Zdrowie

Pomoc spoteczna
Pozostate

Infrastruktura )
_Odsetki od dtugu
Wojsko, policja i sady Administracja

Forum Obywatelskiego Rozwoju
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https://for.org.pl/pl/projekty/rachunek-od-panstwa/rachunek-od-panstwa-za-2019-rok

Wydatki i przychody sektora finansow publicznych w Polsce

Poland: Government finances

%GDP
559 Gov't revenue as % of GDP
—..4Qrolling sum
—Gov't expenditures as % of GDP
50 .4Qrolling sum

35

30

Civic Platform-led gov't

436

39.7

United Right-led gov't

Source: Oxford Economics/Haver Analytics

Mateusz Urban

T T
2000 2002 2004 2006 2008 2010 2012 2014 2016 2018 2020 2022
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https://twitter.com/MateuszUrban_PL/status/1714594993543721089

Sektor gospodarstw domowych

Gospodarstwa domowe rozwiazuja problem:

tct
}t 0 Zﬂ

t=0
pod warunkami (1+'rf) atagr=0—-7" w4+ 14+ 1 —7")r)a— 1+ v

—0

{Ct, at+1

Konstruujemy Lagranzjan, a nastepnie ,rozpisujemy” go wokoét zmiennych ¢; i ayq1:
L= Z At {

l1—0o
C
:+Bt{ ¢ +)\t[(1—T;U)wt+(1+(1—T:)’I’t)at—Tt—‘r’Ut—(1+T£E)Ct—at+1]}

1—o0
}+...

—0

+>\t[(1—Tg“)wt+(1+(1—7[)rt)at—Tt+vt—(1+7'f)ct—at+1]}

+ Bttt £ + Mgt (1 - T;UH) Wi + (1 + (1 - Ttr+1) 7‘t+1) at+1
l-o et + V1 — (L+750) Copr — G2
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Sektor gospodarstw domowych: rozwigzanie

»Rozpisany” Lagranzjan:

l—0o
£ Bt{c +)\t[(

—Tt4+1 + Vg1 —

l1—0o 1
+Bt+1{1 +>\t+1 [ (

Warunki pierwszego rzedu:
Ct . 6t {Ct

appr =N+ e (T+ (1 -

Rownanie Eulera:

)\t 1+Tt)}:O

=18 ) werr + (14 (1= 77) reg1) @egr

(1 + th+1) Ct+1 — Ag42

7_t7'+1> Tt+1)} =0 — )\t

c = 6 (1 + (1 - Ttr—i-l) Tt+1) Cti-‘r]é —  Ct+1 =

w)wt-l-(1+(1—T{)rt)at—Tt—&-vt—(1+th)ct—at+1]}

b

=p8(1+(1

—T{11) Tea1) A

1/o

1+ (1 - T[H) rev1 14 7f

Ct

L+p L4+
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Sektor firm

Kodeks podatkowy pozwala na wliczenie do kosztow amortyzacji kapitatu,
ale nie kosztéw alternatywnych posiadania kapitatu rK

Problem maksymalizacji zysku firm:

Ir(naf Dt = (1 - ’th) (K?Li_a - ’l,UtLt - 5Kt) - Tth

Warunki pierwszego rzedu:
K: (1- th) (osz‘*lLif"‘ - 5) —r=0 - rn =(01- 7{)(041@’?71 —9)

Lt A=) (1 —)KfL;® —w) =0 — w,=(1—a)kf

Podatek 7/ nie wptywa bezposrednio na ptace, ale poprzez obnizenie poziomu
kapitatu na pracownika w dtugim okresie prowadzi do nizszych ptac
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Sektor firm

Zyski ekonomiczne nadal wynosza 0:

Dy=(1—7m)(KfLI® = (1 —a) KEL7™ - Ly — 0K;) — (1 — 7)) (K& L~ = §) K,
=(1—7) (KL= = 0K,) — (1 — 7)) (aKP LI~ — 6K,) =0

Firmy wykazuja jednak dodatnie zyski ksiegowe D/:
DI = aKXLI — 6K, >0
Zyski ksiegowe na pracownika:
dl = D] /L, = aky — 6k, = (k™' — §)ky
Podatek 7/ znieksztatca decyzje firm, sktaniajac je do posiadania mniej kapitatu
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Sektor finansow publicznych

Rzad utrzymuje zrownowazony budzet

W zmiennych na osobe:

gt + vy = thd{ —&—Tg"wt +T;7’tat +TtCCt +Tt

Vg = thd{ + Tg"wt + T{'rtat + TtCCt + T — gt

4



Rownowaga ogolna

Na podstawie ograniczenia budzetowego gospodarstw domowych
konstruujemy ograniczenie zasobowe:
I+m)er+ar =0 -7 )we+ A+ Q1 —7)re)as — 7 + vy
e+ a1 =we + (1 +1) ap — 177wy — T rray — T 0 — T
+ 7l df + 7w, + T a4 T + T — g
ki =w+ A +r)k—co+7id —g
et hn = (1= @)k + |1+ (L= 7)) (ake™ = 8)| b+ 7/ (akf ™ — )k — g4
cttkimi=0—-a)ki+akd+(1—0)k — gt
ki1 =k + (1 —6) ke —ct — gt

Otrzymujemy ograniczenie zasobowe (Y; = C; + I; + Gy)
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Rownowaga ogolna

Wstawiamy informacje o cenach do réwnania Eulera, gdzie 5 =1/ (1 + p):

1/o

L+ (1= 7)1 — 7l ) (ki —6) 1+7f
1+p 1+75,

Ci+1 =

Ograniczenie zasobowe:
kivr = ki + (1 —6) ke — ¢t — gt
Widzimy, ze na réwnowage w modelu Ramseya wptyw maja jedynie:
« Publiczna konsumpcja ¢
+ Podatek od dochodow z kapitatu =~
- Podatek od zyskow ksiegowych firm 7/
- Podatek od konsumpcji ¢, ale tylko gdy sie zmienia w czasie

Jezeli podaz pracy jest nieelastyczna, podatki od dochodoéw z pracy 7, pogtéwne 7
i state w czasie podatki od konsumpcji 7¢ w ogdle nie wptywaja na réwnowage!
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Wptyw zmiany podatku od konsumpcji w czasie

Jesli podatek od konsumpcji zostaje zwiekszony, konsumpcja spada w momencie zmiany

Jesli gospodarstwa domowe wiedza wczesniej o zmianie podatku, zwigkszaja konsumpcje
zanim dojdzie do jego zwigkszenia, gdy konsumpcja jest jeszcze tansza

Model dobrze odwzorowuje dynamike konsumpcji wokdt okreséw wzrostu podatku VAT:

Figure 1
Private consumption before and after the tax increase 1/
(Monthly index; t-6 = 100) 108
110 1
== Japan (2014 Apr): 5 to 8 percent Consumption tax 1
108 = = Japan (1997 Apr): 3 to 5 percent 1 rate increase 106 :
== Germany (2007 Jan): 16 to 19 percent 1
106 1
"’ 104 | .
104 :
102 1
102 1
[}
100 100 4 1
98 1
98 1
% :
Before After 96 4 1
94 1
6 t5  t4  t3  t2  t1 t ©l te2 !
i 94 T T T T T T T
1/ Real synthetic consumption index for Japan and retail sales volume for Germany.
Source: Cabinet Office / Haver Analytics. t-6 t5 t-4 t3 t2 t1 t t+1 t+2

Danninger (2014)
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https://www.weforum.org/agenda/2014/08/japan-consumption-tax-structural-reform-abenomics/

Stan ustalony i skutki podatkow w dtugim okresie

0d teraz zatozymy, ze stawki podatkowe s3 state w czasie

Réwnania dynamiczne modelu:

1/o
5 . 1+ 1—7" 17f ka_l—(s
Réwnanie Eulera : ¢q = ( ) ) (ki )1 o
1+p
Ograniczenie zasobowe : ky 1 =k + (1 —08) ki —ct — g

Kapitat na pracownika w stanie ustalonym:
1+p=14+(1-7")(1 —Tf)(akafl —9)

P «
A=m)a—9) 5+ p/ (A=) =)
Podatki od dochoddw z kapitatu i od zyskdw firm obnizaja poziom kapitatu na pracownika

ot = (k*)a — 5k* 79*

ak®t =6+

1/(1-a)
- k' = [ ]

Prowadzi to do spadku konsumpcji na pracownika, ktéra jest dodatkowo obnizana przezg



g=0,v>0;, 7" =7"=0;, 7,7, >0|9g=0,v>0; 7,7 >0, T=7°=7V
0 0
k s
g>0,0v=0, 7"=7/=0, 1,7 >0]|g>00v=0; 7,7 >0, r=r¢=7V
N lg 4 = ly
c* s
0 0
k o
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Podatki w modelu z endogeniczna podaza pracy

Comparison of tax revenue Comparison of tax distortions: hours worked
0.25 0.35
== Labor income tax ~ e Labor income tax
Consumption tax 0.30 Consumption tax
0.20
0.25
o °
50154 <
g £ 020
£ :
k] B 5015
© 0.10 2
0.10
0.05 4
0.05
0.00 0.00
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Tax rate (%) Tax rate
Comparison of tax distortions: GDP per person Comparison of tax distortions: utility
0.6 -1.60
m==Labor income tax m==Labor income tax
s Consumption tax —1.65 e Consumption tax
-1.70
5 0.4
@
g
503
g
I
&
© 02
-1.90
0.1
-1.95
0.0 -2.00
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
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Podatki w modelu z endogeniczna podaza pracy

Dlaczego pracownicy w USA pracuja wiecej niz w Europie? Zob. tez Prescott (2004)

Srednia dla lat 2000-2018 Model z poprz. slajdu

USA Francja  Niemcy USA LEuropa”
PKB na godzine (PPP $) y/h 59 56 56 59 56
Przecietny klin podatkowy v 26% 44% 44% 26% 44%
Roczne godziny pracy h 1790 1530 1400 1790 1430
PKB na pracownika (PPP $) Y 102 500 86 200 78 200 102 500 79700

Przy elastycznej podazy pracy jedynie podatek pogtéwny 7 nie znieksztatca
decyzji gospodarstw domowych i firm

Podatek pogtéwny T jest preferowany wzgledem podatku od konsumpcji 7¢,
ktory jest z kolei preferowany wzgledem podatku od dochodéw z pracy 7%

Przy nierownosciach dochodowych podatek pogtéwny jest jednak mocno regresywny,

»najlepszym” podatkiem w modelu Ramseya bytby progresywny podatek konsumpcyjny
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https://www.nber.org/papers/w10316
https://johnhcochrane.blogspot.com/2017/04/a-progressive-vat.html

Redystrybucja w modelu Ramseya




Rezultat Chamleya-Judda o niemoznosci redystrybucji

W modelu Ramseya nie mozemy poprawi¢ dobrobytu wszystkich gospodarstw
domowych, opodatkowujac kapitat i transferujac przychody podatkowe do gosp. dom.

Ale czy mozemy poprawi¢ dobrobyt, celujac transfery tylko do ,robotnikéw”?

W zmodyfikowanym modelu bedziemy mie¢ dwa typy gospodarstw domowych:
- ,Robotnicy” w liczbie N* pracuja, nie maja aktywéw i sg typu ,hand-to-mouth™:

¢’ =wr + vy

- ,Kapitalisci” w liczbie N¢ nie pracuja i maja tylko dochody z kapitatu,
rozwiazuja problem maksymalizacji funkcji dobrobytu

49



Rozwigzania problemow ,kapitalistow” i firm

~Kapitalisci” rozwigzuja problem:

max pttl
= 1-0

{ct,at41}52,

c

pod warunkami ¢f +af,; = (1+ (1 —7")r)ay

Rozwigzanie:
1+ (1- TT)THl] 1e €

C§+1:[ 1+p t

Tym razem firmy nie s3 opodatkowywane:

re=akd !t —§

wy = (1 —a) kf
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Rownowaga ogolna

Kapitat réwna sig aktywom ,kapitalistow":

K; = Aktyway
ki NV =af - N
C NC
kt = atm
Wysokos¢ transferu do ,,robotnikéw”:
T"riaN€
UV = 7;\]; = ’TTTt]Ct

Kapitat w stanie ustalonym na ,robotnika”:

k= [O‘
L=
Konsumpcja na ,robotnika” w stanie ustalonym:

A =w v = (1—a) (k) + 7" (a (k) = 0)k*

} 1/(1-a)
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Niemoznosc redystrybucji w modelu Ramseya

Zeby udowodni¢ niemozno$¢ redystrybucji od ,kapitalistéw” do ,robotnikéw”, wystarczy
wykaza¢, ze konsumpcja ,robotnikéw” w stanie ustalonym zalezy ujemnie od 7"

Dla uproszczenia obliczen zatézmy § = 0:

a — 7T a/(l—a)
M =1-a)(K)"+7a (k") =1—-a+ar") [(1 )}

p
lnc“’*zln(l—oz—l—om'r)—l—li(lna—&—ln(l—rr)—lnp)
—a
8lnc“’*_ o « 1 B o « <0
o  l—a+arm l—a 1—7) l—a+arm l—a+4ar —17

Cho¢ w krotkim okresie konsumpcja ,robotnikéw” moze wzrosna¢, opodatkowanie
Jkapitalistdbw” obniza w dtugim okresie kapitat na pracownika i prowadzi do spadku ptac

Poniewaz podatek generuje bezpowrotng strate spoteczng, wzrost transferow
nie rekompensuje w petni spadku ptac i konsumpcja ,robotnikdw” obniza sie

Jak ztamac ten rezultat? Aiyagari (1995), Conesa et al. (2007), Straub and Werning (2014) 5


http://www.jstor.org/stable/2138707
https://www.nber.org/papers/w12880
http://www.nber.org/papers/w20441

Redystrybucja w modelu z ryzykiem bezrobocia

Model Ramseya zaktada, ze wszyscy ,robotnicy” sa zawsze zatrudnieni

Czy ,ranking” podatkéw zmieni sig, jesli uwzglednimy ryzyko bezrobocia?

Na podstawie rozdziatu ,No-trade equilibria” w Ragot (2018)

»Robotnik” moze by¢ zatrudniony albo bezrobotny

Zatrudnieni traca prace z prawdop. s, bezrobotni staja sie zatrudnieni z prawdop. p
Zatrudnieni otrzymuja wynagrodzenie w, bezrobotni generuja ,produkcje domowa” b
Gospodarka bez kapitatu: jedynymi aktywami sa kontrakty pozyczkowe

Narzucamy ograniczenie pozyczania: bezrobotni nie moga pozyczac

Bezrobotni sg ograniczeni pozyczkowo, ale zatrudnieni nie,
cho¢ w rownowadze ich aktywa réwniez beda wynosic¢ 0

Rownanie Eulera zatrudnionych ustala realng stope procentowa w réwnowadze
53


https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S1574002118300017

EfektywnoSc rownowagi

Realna stopa procentowa ustalana jest z réwnania Eulera zatrudnionych:

()7 =B +7)[(1=8)(cfha) ™" +s(cthn) 7]

1=p(1+7) [U—S) (c}i)g” (c(i)]

Poniewaz w rownowadze nie mozna sie zadtuza¢ ani oszczedzad, ¢ = w oraz ¢V = b:
1+7r
1+p
Ryzyko utraty (dochoddw z) pracy sprawia, ze zatrudnieni ,0szczedzaja” za duzo!

1:ﬁ(1+r){1—s+s(%>o}>B(1+r) - 1> r<p

Nieefektywnosc réwnowagi jest analogiczna do nieefektywnosci w modelu OLG

Dobrobyt poprawiaja transfery od zatrudnionych (w OLG ,,mtodych”)
do nie osiagajacych dochoddéw z pracy (tu bezrobotnych, w OLG ,starych”)

Podkresla to kluczowa role zatozenia o kompletnych rynkach ubezpieczeniowych
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Redystrybucja w modelu z ryzykiem bezrobocia

Konsumpcja zatrudnionych i bezrobotnych po zastosowaniu liniowych podatkéw od

dochoddw z pracy 7% i konsumpcji 7¢, pogtéwnego podatku 7 i pogtéwnego transferu v:
F l1-7Yw—7+v oraz U — b—T1+w

1+ 7¢ 14 7¢

Oczekiwana uzyteczno$¢ w danym okresie (zza zastony niewiedzy Rawlsa):
p E S U

. +pu(c )+ S+pu(c )
Liniowy podatek dochodowy jest preferowany wzgledem konsumpcyjnego,
a oba sg preferowane wzgledem pogtéwnego

Podatki progresywne sg preferowane wzgledem liniowych (musza jednak spetniac
warunek poprawnosci motywacyjnej, incentive compatibility constraint, 1CC)

Powszechne transfery poprawiaja dobrobyt (celowane jeszcze bardziej, ale uwaga na ICC)
Podatki od dochoddw z kapitatu i zyskéw firm moga poprawia¢ dobrobyt

Swiat jest skomplikowany! Zainteresowanych odsytam do Mirrlees Review 55


https://en.wikipedia.org/wiki/Original_position
https://en.wikipedia.org/wiki/Incentive_compatibility
https://ifs.org.uk/mirrlees-review
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