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Autorzy: Ramsey (1928), Cass (1965), Koopmans (1965), Malinvaud

Inne nazwy: model Ramseya, model Ramseya-Cassa-Koopmansa, model RCK

Rozszerzenie modelu Solowa o decyzje gospodarstw domowych

Pozwala na ocenę dobrobytową polityk gospodarczych

Podstawowy (najważniejszy?) model współczesnej makroekonomii
Rozszerzenia modelu Ramseya wykorzystywane są w badaniach dotyczących
zarówno wzrostu gospodarczego, jak i wahań koniunkturalnych

Zazwyczaj modele wzrostu gospodarczego prezentuje się w konwencji
czasu ciągłego, jednak na potrzeby tych wykładów posłużymy się konwencją
czasu dyskretnego (ułatwi to przejście do modeli wahań koniunkturalnych)
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Uproszczenia i założenia

Gospodarka zamknięta

Brak sektora rządowego (na razie)

Doskonała konkurencja na rynkach dóbr i czynników produkcji

Doskonała informacja oraz brak efektów zewnętrznych

Homogeniczne dobro końcowe z ceną znormalizowaną do 1 w każdym okresie,
produkowane według neoklasycznej funkcji produkcji

Wszystkie zmienne są wyrażone w kategoriach realnych

Dwa rodzaje reprezentatywnych decydentów:
• Gospodarstwa domowe
• Firmy

Gospodarstwa domowe są bezpośrednimi właścicielami czynników produkcji
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Porównanie z modelem nakładających się pokoleń (OLG)

W modelu OLG gospodarstwa domowe są „samolubne”: biorą pod uwagę tylko
własną użyteczność i konsumują wszystkie posiadane zasoby przed śmiercią

W modelu Ramseya rodzice są doskonale altruistyczni:
użyteczność ich dzieci jest równie ważna, co ich własna

W ten sposób gospodarstwo domowe staje się „dynastią”
o nieskończonym horyzoncie planowania

W każdym okresie łączne dochody z pracy i kapitału rodziny finansują
konsumpcję rozdzielaną po równo po wszystkich członkach rodziny
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Konstrukcja funkcji dobrobytu dynastii

Obecni członkowie rodziny dbają o przyszłych członków rodziny:

Ut = u (ct) + βUt+1

Konstrukcja funkcji dobrobytu dynastii:

U0 = u (c0) + βU1 = u (c0) + β [u (c1) + βU2] = u (c0) + βu (c1) + β2U2

U0 = u (c0) + βu (c1) + β2u (c2) + β3u (c3) + . . .

Stosując wygodną notację sumy:

U0 =
∞∑

t=0
βtu (ct)

Tam, gdzie będzie to wygodne, posłużymy się stopą dyskontową ρ:

β ≡ 1
1 + ρ

, ρ ≡ 1
β

− 1
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Funkcja użyteczności typu CRRA

Na potrzeby wykładu będziemy posługiwać się funkcją użyteczności
o stałej relatywnej awersji do ryzyka (Constant Relative Risk Aversion, CRRA):

u (ct) = c1−σ
t (−1)
1 − σ

→ u′ (ct) = c−σ
t

gdzie σ > 0. Można wykazać, że dla σ = 1 CRRA staje się logarytmiczna

Parametr σ reguluje relatywną siłę efektów substytucyjnego i dochodowego:
im wyższa σ, tym „gładsza” jest optymalna sekwencja konsumpcji w czasie
i tym słabiej konsumpcja reaguje na zmiany realnej stopy procentowej
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Konstrukcja ograniczenia budżetowego dynastii

Łączne dochody z pracy i kapitału rozdzielane są na konsumpcję i aktywa:

Ct + Aktywat+1 = wtLt + (1 + rt) Aktywat | : Lt

Ct

Lt
+ Aktywat+1

Lt
= wt + (1 + rt)

Aktywat

Lt

Ponieważ liczba osób pracujących L jest proporcjonalna do wszystkich osób N ,
zignorujemy różnicę między konsumpcją na osobę, a konsumpcją na pracownika

Tak jak w modelu Solowa, populacja całkowita i osób pracujących rośnie w tempie n

Zdefiniujemy przez at aktywa na pracownika: at ≡ Aktywat

Lt

ct + Lt+1

Lt

Aktywat+1

Lt+1
= wt + (1 + rt) at

ct + (1 + n) at+1 = wt + (1 + rt) at
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Problem dynastii gospodarstw domowych

Dynastia maksymalizuje funkcję dobrobytu swoich członków:

max
{ct, at+1}∞

t=0

∞∑
t=0

βt c1−σ
t

1 − σ

pod warunkami ct + (1 + n) at+1 = wt + (1 + rt) at dla każdego t = 0, 1, 2, . . . , ∞
a0 > 0 dane
lim

t→∞
βtλtat+1 = 0

Konstruujemy Lagranżjan, a następnie „rozpisujemy” go wokół zmiennych ct i at+1:

L =
∞∑

t=0
βt

{
c1−σ

t

1 − σ
+ λt [wt + (1 + rt) at − ct − (1 + n) at+1]

}
= . . . + βt

{
c1−σ

t

1 − σ
+ λt [wt + (1 + rt) at − ct − (1 + n) at+1]

}
+ βt+1

{
c1−σ

t+1
1 − σ

+ λt+1 [wt+1 + (1 + rt+1) at+1 − ct+1 − (1 + n) at+2]
}

+ . . .
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Problem dynastii gospodarstw domowych: rozwiązanie

„Rozpisany” Lagranżjan:

L = βt

{
c1−σ

t

1 − σ
+ λt [wt + (1 + rt) at − ct − (1 + n) at+1]

}
+ βt+1

{
c1−σ

t+1
1 − σ

+ λt+1 [wt+1 + (1 + rt+1) at+1 − ct+1 − (1 + n) at+2]
}

+ . . .

Warunki pierwszego rzędu:

ct : βt
{

c−σ
t − λt

}
= 0 → λt = c−σ

t

at+1 : βt {−λt (1 + n)} + βt+1 {λt+1 (1 + rt+1)} = 0 → λt = β (1 + rt+1)
1 + n

λt+1

Otrzymujemy równanie Eulera dla funkcji typu CRRA, gdzie β ≡ 1/ (1 + ρ):

c−σ
t = β (1 + rt+1)

1 + n
c−σ

t+1 → ct+1 =
[

1 + rt+1

(1 + ρ) (1 + n)

]1/σ

ct

Konsumpcja rośnie z czasem, o ile 1 + rt+1 > (1 + ρ) (1 + n)
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Problem maksymalizacji zysku firm

Ponownie zaczniemy od wariantu ze stałym poziomem technologii A

Reprezentatywna firma w każdym z okresów maksymalizuje zysk D:

max
Kt, Lt

Dt = 1 · Yt − wtLt − (rt + δ) Kt

pod warunkiem Yt = AKα
t L1−α

t → yt = f (kt) = Akα
t

Wstawmy funkcję produkcji do funkcji zysku:

max
Kt, Lt

Dt = AKα
t L1−α

t − wtLt − (rt + δ) Kt

Warunki pierwszego rzędu:

Kt : α · AKα−1
t L1−α

t − (rt + δ) = 0 → rt = αAkα−1
t − δ

Lt : (1 − α) AKα
t L−α

t = 0 → wt = (1 − α) Akα
t

Ceny czynników produkcji zależą od bieżącego zasobu kapitału na pracownika k

Ponieważ f. prod. spełnia stałe przychody skali i rynki są konkurencyjne, zysk wynosi 0 9



Równowaga ogólna

Na rynku kapitału popyt na niego (Kt) równa się jego podaży (Aktywat):

Kt = Aktywat → kt = at

Wstawmy informacje o cenach do ograniczenia budżetowego gospodarstw domowych:

ct + (1 + n) at+1 = wt + (1 + rt) at

ct + (1 + n) kt+1 = (1 − α) Akα
t + (1 + αAkα−1

t − δ)kt

ct + (1 + n) kt+1 = Akα
t + (1 − δ) kt

(1 + n) kt+1 = (yt − ct) + (1 − δ) kt

Powyższe ograniczenie zasobowe możemy zapisać podobnie jak w modelu Solowa:

(1 + n) kt+1 = styt + (1 − δ) kt

gdzie st ≡ (yt − ct) /yt jest endogeniczną stopą oszczędności / inwestycji
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Równania dynamiczne modelu Ramseya

Mamy już ograniczenie zasobowe (Yt = Ct + It):

(1 + n) kt+1 = Akα
t + (1 − δ) kt − ct

Wstawiamy informacje o (przyszłej!) stopie zwrotu z kapitału do równania Eulera:

ct+1 =

[
1 + αAkα−1

t+1 − δ

(1 + ρ) (1 + n)

]1/σ

ct

Otrzymujemy system dwóch równań dynamicznych

Tym razem mamy do czynienia nie ze zbieżnością globalną systemu
(jak u Solowa), ale ze zbieżnością typu „ścieżka siodłowa”

Daje nam to jednoznaczne rozwiązanie: istnieje optymalny ciąg {st}∞
t=0

(zgodny z preferencjami gosp. dom.) prowadzący system do stanu ustalonego

Oszczędzając np. st = s∗ również dotarlibyśmy do tego samego stanu ustalonego,
ale dobrobyt gospodarstw domowych byłby wtedy niższy!
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Stan ustalony modelu Ramseya

Znajdujemy stan ustalony (ct+1 = ct = c∗ oraz kt+1 = kt = k∗):

c∗ =

[
1 + αA (k∗)α−1 − δ

(1 + ρ) (1 + n)

]1/σ

c∗ oraz c∗ + (1 + n) k∗ = A (k∗)α + (1 − δ) k∗

Zaczynamy od równania Eulera (dla wygody pomińmy na chwilę ∗):

1 + αAkα−1 − δ = (1 + ρ) (1 + n) ≃ 1 + ρ + n | − 1 + δ

αAkα−1 ≃ ρ + δ + n | : αA

kα−1 ≃ ρ + δ + n

αA

k∗ ≃
(

ρ + δ + n

αA

)1/(α−1)

=
(

αA

ρ + δ + n

)1/(1−α)

Znając k∗, ustalamy c∗ z ograniczenia zasobowego:

c∗ = A (k∗)α + (1 − δ) k∗ − (1 + n) k∗ = A (k∗)α − (δ + n) k∗
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Dynamiczna efektywność w modelu Ramseya

Kapitał na pracownika w stanie ustalonym w modelu Ramseya:

k∗ =
(

αA

ρ + δ + n

)1/(1−α)

Kapitał na pracownika w stanie ustalonym w modelu Solowa:

k∗ =
(

sA

δ + n

)1/(1−α)

Stopa oszczędności w modelu Ramseya jest równa sGR = α tylko jeśli ρ = 0

Ponieważ ρ ≥ 0, gospodarka modelu Ramseya jest zawsze dynamicznie efektywna
W modelu Ramseya gospodarstwa domowe mają dostęp do doskonałych (kompletnych)
rynków finansowych i ubezpieczeniowych, co sprawia, że są spełnione wszystkie
założenia Pierwszego Fundamentalnego Twierdzenia Dobrobytu

Polityka gospodarcza w modelu Ramseya co najwyżej nie obniża dobrobytu
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Optymalność rozwiązania zdecentralizowanego

Społeczny planista maksymalizuje dobrobyt gospodarstw domowych
pod warunkiem ograniczenia zasobowego gospodarki:

max
{ct, kt+1}∞

t=0

∞∑
t=0

βt c1−σ
t

1 − σ

pod warunkami ct + (1 + n) kt+1 = Akα
t + (1 − δ) kt dla każdego t = 0, 1, 2, . . . , ∞

Konstruujemy Lagranżjan, a następnie „rozpisujemy” go wokół zmiennych ct i kt+1:

L =
∞∑

t=0
βt

{
c1−σ

t

1 − σ
+ λt [Akα

t + (1 − δ) kt − ct − (1 + n) kt+1]
}

= . . . + βt

{
c1−σ

t

1 − σ
+ λt [Akα

t + (1 − δ) kt − ct − (1 + n) kt+1]
}

+ βt+1
{

c1−σ
t+1

1 − σ
+ λt+1

[
Akα

t+1 + (1 − δ) kt+1 − ct+1 − (1 + n) kt+2
] }

+ . . .
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Optymalność rozwiązania zdecentralizowanego

„Rozpisany” Lagranżjan:

L = βt

{
c1−σ

t

1 − σ
+ λt [Akα

t + (1 − δ) kt − ct − (1 + n) kt+1]
}

+ βt+1
{

c1−σ
t+1

1 − σ
+ λt+1

[
Akα

t+1 + (1 − δ) kt+1 − ct+1 − (1 + n) kt+2
] }

+ . . .

Warunki pierwszego rzędu:

ct : βt
{

c−σ
t − λt

}
= 0 → λt = c−σ

t

kt+1 : βt {−λt (1 + n)} + βt+1 {
λt+1

[
αAkα−1

t+1 + (1 − δ)
]}

= 0

Otrzymujemy identyczne równanie Eulera, co przy rozwiązaniu zdecentralizowanym:

c−σ
t (1 + n) = βc−σ

t+1
(
1 + αAkα−1

t+1 − δ
)

→ ct+1 =

[
1 + αAkα−1

t+1 − δ

(1 + ρ) (1 + n)

]1/σ

ct

Rozwiązanie zdecentralizowane jest efektywne: rząd nie może „poprawić” alokacji
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Dynamika modelu Ramseya



Dynamika modelu Ramseya: rozwiązanie analityczne

Załóżmy logarytmiczną użyteczność (σ = 1) i całkowitą deprecjację kapitału (δ = 1):

Równanie Eulera : ct+1

ct
=

αAkα−1
t+1

(1 + ρ) (1 + n)
Ograniczenie zasobowe : (1 + n) kt+1 = Akα

t − ct

„Zgadniemy i zweryfikujemy”, że (jak u Solowa) stopa oszczędności jest stała:

ct = (1 − s) yt = (1 − s) Akα
t

Równanie Eulera, gdzie β ≡ 1/ (1 + ρ):
(1 − s) Akα

t+1
(1 − s) Akα

t

=
αAkα−1

t+1
(1 + ρ) (1 + n)

→ (1 + n) kt+1 = α

1 + ρ
Akα

t = αβ · Akα
t

Ograniczenie zasobowe:

αβ · Akα
t = Akα

t − ct → ct = (1 − αβ) Akα
t → s = αβ ≤ α
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Dynamika modelu Ramseya: rozwiązanie analityczne

Ponieważ st = αβ, możemy wyrazić równania „ścieżki przejścia” analitycznie:

kt+1 = αβ · Akα
t

1 + n

ct = (1 − αβ) Akα
t

Zachowanie c i k w czasie Diagram fazowy

0 5 10 15 20 25

c∗

k∗

k

c

0 k∗ k

c∗

c

kt+1 = kt

ct+1 = ct

Ścieżka przej́scia

Stan ustalony
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Dynamika modelu Ramseya: rozwiązanie numeryczne

Model Ramseya poza szczególnymi przypadkami nie ma rozwiązań analitycznych

Rozwiązania możemy jednak łatwo znajdować quasi-analitycznie lub numerycznie:
• Aproksymując liniowo równania dynamiczne wokół stanu ustalonego
• Metodami Newtona do rozwiązywania systemów równań nieliniowych
• Metodami rozwiązywania numerycznego systemów równań różniczkowych
• Metodami programowania dynamicznego
• Metodą „strzelania”
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Dynamika modelu Ramseya: rozwiązanie numeryczne

Opis algorytmu „strzelania”:
1. Dla początkowego poziomu k0 zaproponuj początkową konsumpcję c0

2. Wylicz ścieżkę za pomocą równań dynamicznych:

kt+1 = Akα
t + (1 − δ) kt − ct

1 + n

ct+1 =

[
1 + αAkα−1

t+1 − δ

(1 + ρ) (1 + n)

]1/σ

ct

3. Wylicz kryterium zbieżności do stanu ustalonego (o ile „spudłowaliśmy”?)
4. Znajdź c0 minimalizujące „pudło” dla zadanego k0

5. Uzyskane ciągi {kt, ct}∞
t=0 leżą na ścieżce przejścia
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Dynamika modelu Ramseya: rozwiązanie numeryczne

0 k∗ k∗GR k

c∗

c

kt+1 = kt

ct+1 = ct

Ścieżka przej́scia (numeryczna)

Ścieżka przej́scia (analityczna)
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Konstrukcja diagramu fazowego

Z równania Eulera otrzymujemy warunek na ct+1 = ct (gdzie rt+1 = αAkα−1
t+1 − δ):

ct+1

ct
=

[
1 + αAkα−1

t+1 − δ

(1 + ρ) (1 + n)

]1/σ

Jeśli kt < k∗, to kt+1 < k∗, z kolei kα−1
t+1 > (k∗)α−1 i rt+1 > r∗, a zatem ct+1 > ct

Z ograniczenia zasobowego otrzymujemy warunek na kt+1 = kt → ∆kt+1 = 0:

∆kt+1 ≡ kt+1 − kt = Akα
t + (1 − δ) kt − ct − (1 + n) kt

1 + n
= Akα

t − (δ + n) kt − ct

1 + n

Jeśli ct < Akα
t − (δ + n) kt, to ∆kt+1 > 0, a zatem kt+1 > kt

Ścieżka przejścia może znajdować się tylko w tych obszarach wykresu,
gdzie jednocześnie ct+1 > ct oraz kt+1 > kt lub jednocześnie ct+1 < ct oraz kt+1 < kt
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Kształt ścieżki przejścia

W szczególnym przypadku, gdy σ = α, optymalna konsumpcja jest liniowa względem k:

ct ≃
[

ρ + δ + n

α
− (δ + n)

]
kt

Co jeśli σ ̸= α?
• Jeśli σ < α, to ścieżka przejścia jest wypukła: przebiega poniżej prostej łączącej
punkty (0, 0) i (k∗, c∗), a konwergencja do stanu ustalonego jest szybsza

• Jeśli σ > α, to ścieżka przejścia jest wklęsła: przebiega powyżej prostej łączącej
punkty (0, 0) i (k∗, c∗), a konwergencja do stanu ustalonego jest wolniejsza

Oszacowania empiryczne wskazują, że α ≈ 1/3 i σ ≈ 2 (ostatni przypadek)

Oznacza to, że jeśli technologia się (jednorazowo) poprawia, konsumpcja natychmiast
rośnie; wrócimy do tej własności przy okazji modeli realnych wahań koniunkturalnych
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Stopa oszczędności na ścieżce przejścia

Stopa oszczędności w modelu Ramseya:

s ≡ y − c

y
→ s∗ = y∗ − [y∗ − (δ + n) k∗]

y∗ = (δ + n) k∗

y∗

k∗ =
(

αA

ρ + δ + n

) 1
1−α

oraz y = Akα → s∗ = δ + n

A
(k∗)1−α = (δ + n) α

ρ + δ + n
≤ α

W wersji modelu w czasie ciągłym można udowodnić, że jeśli s∗ = 1/σ, to {st}∞
t=0 = s∗

• Jeśli s∗ > 1/σ, to stopa oszczędności początkowo jest niska
i rośnie w miarę konwergencji do stanu ustalonego

• Jeśli s∗ < 1/σ, to stopa oszczędności początkowo jest wysoka
i spada w miarę konwergencji do stanu ustalonego

Ponownie, realistyczny jest ostatni przypadek, ponieważ s∗ ≤ α ≈ 1/3 i σ ≈ 2
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Dynamika modelu Ramseya: „realistyczne” parametry

0 k∗ k

c∗

c
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Dynamika modelu Ramseya: „realistyczne” parametry

Zachowanie k w czasie Zachowanie c w czasie Zachowanie s w czasie
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Problemem empirycznym modelu Ramseya jest ponownie tempo konwergencji,
które jest jeszcze wyższe, niż w modelu Solowa (st ≥ s∗)
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Stopa oszczędności na ścieżce przejścia: użyteczność Stone’a-Geary’ego

Tempo konwergencji można obniżyć używając funkcji użyteczności Stone’a-Geary’ego:

u (ct) = (ct − c̄)1−σ − 1
1 − σ

W gospodarkach produkujących niewiele powyżej c̄ stopa oszczędności jest bliska 0

Stopa oszczędności początkowo rośnie z PKB na osobę, pomimo tego, że s∗ < 1/σ

W związku z tym najszybciej rosną gospodarki o „średnim” poziomie PKB na osobę
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Model Ramseya z postępem technologicznym



Sektor firm

Zakładamy, że technologia rośnie w tempie g:

At+1 = (1 + g) At

Ponownie skorzystamy ze zmiennych na efektywne jednostki pracy:

k̂t ≡ Kt

AtLt
, ŷt ≡ Yt

AtLt
, ĉt ≡ Ct

AtLt

Problem maksymalizacji zysku firm:

max
Kt, Lt

Dt = Kα
t (AtLt)1−α − wtLt − (rt + δ) Kt

Warunki pierwszego rzędu:

Kt : αKα−1
t (AtLt)1−α − (rt + δ) = 0 → rt = αk̂α−1

t − δ

Lt : (1 − α) Kα
t A1−α

t L−α
t − wt = 0 → wt = (1 − α) Atk̂

α
t

Ceny czynników produkcji zależą od kapitału na efektywne jednostki pracy k̂
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Sektor gospodarstw domowych

Nie musimy rozwiązywać ponownie problemu gospodarstw domowych,
wykorzystamy tylko definicję konsumpcji na efektywne jednostki pracy:

ĉt = Ct/Lt

At
= ct

At
→ ct = ĉtAt

Wyrażamy równanie Eulera w zmiennych na efektywne jednostki pracy:

ct+1 =
[

1 + rt+1

(1 + ρ) (1 + n)

]1/σ

ct → ĉt+1At+1 =
[

1 + rt+1

(1 + ρ) (1 + n)

]1/σ

ĉtAt

ĉt+1 =
[

1 + rt+1

(1 + ρ) (1 + n)

]1/σ
ĉt

1 + g
→ ĉt+1

ĉt
=

[
1 + rt+1

(1 + ρ) (1 + n) (1 + g)σ

]1/σ

Skorzystajmy z bardziej eleganckiej wersji równania Eulera dla czasu ciągłego:
gĉ ≃ ln (ĉt+1/ĉt) = (1/σ) [ln (1 + rt+1) − ln (1 + ρ) − ln (1 + n) − σ ln (1 + g)]

gĉ ≃ rt+1 − ρ − n − σg

σ
29



Równowaga ogólna

Równowaga na rynku kapitału i aktywów:

Kt = Aktywat → kt = at

k̂t = Kt/Lt

At
= kt

At
→ at = k̂tAt

Wstawiamy informacje o cenach do ograniczenia budżetowego gospodarstw domowych:

ct + (1 + n) at+1 = wt + (1 + rt) at

ĉtAt + (1 + n) k̂t+1At+1 = (1 − α) Atk̂
α
t + (1 + αk̂α−1

t − δ)k̂tAt | : At

ĉt + (1 + n) k̂t+1
At+1

At
= (1 − α) k̂α

t + (1 + αk̂α−1
t − δ)k̂t

ĉt + (1 + n) (1 + g) k̂t+1 = k̂α
t + (1 − δ) k̂t

(1 + n) (1 + g) k̂t+1 = k̂α
t + (1 − δ) k̂t − ĉt

Ponownie otrzymujemy ograniczenie zasobowe (czyli Yt = Ct + It)
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Dynamika modelu Ramseya z postępem technologicznym

Otrzymujemy system dwóch równań dynamicznych (gdzie rt+1 = αk̂α−1
t+1 − δ):

Równanie Eulera : gĉ ≃
αk̂α−1

t+1 − δ − ρ − n − σg

σ

Ograniczenie zasobowe : (1 + n) (1 + g) k̂t+1 = k̂α
t + (1 − δ) k̂t − ĉt

Ścieżka zrównoważonego wzrostu (gĉ = 0 → ĉt+1 = ĉt = ĉ∗ oraz k̂t+1 = k̂t = k̂∗):

0 = gĉ ≃ αk̂α−1 − δ − ρ − n − σg

σ

αk̂α−1 ≃ ρ + δ + n + σg

k̂∗ ≃
(

α

ρ + δ + n + σg

)1/(1−α)

oraz r∗ ≃ ρ + n + σg

ĉ∗ + (1 + n) (1 + g) k̂∗ = (k̂∗)α + (1 − δ) k̂∗ − ĉ∗

ĉ∗ = (k̂∗)α − (δ + n + g + ng) k̂∗ ≃ (k̂∗)α − (δ + n + g) k̂∗
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Ścieżka zrównoważonego wzrostu

Wartości zmiennych na efektywne jednostki pracy na ścieżce zrównoważonego wzrostu:

k̂∗ ≃
(

α

ρ + δ + n + σg

)1/(1−α)

oraz ŷ∗ ≃
(

α

ρ + δ + n + σg

)α/(1−α)

ĉ∗ ≃
(

α

ρ + δ + n + σg

)α/(1−α)

− (δ + n + g)
(

α

ρ + δ + n + σg

)1/(1−α)

Jeśli ρ = 0 i σ = 1, to otrzymujemy poziom kapitału na efektywne jednostki pracy
(oraz stopy zwrotu z kapitału) taki sam, jak w modelu Solowa przy założeniu s = sGR = α:

k̂∗ ≃
(

α

δ + n + g

)1/(1−α)

oraz r∗ ≃ n + g

Można wykazać, że dla dowolnego σ gospodarka modelu Ramseya jest dynamicznie
efektywna. Im wyższe σ, tym niższe k̂∗, ŷ∗ i ĉ∗ (gosp. dom. są bardziej „niecierpliwe”)

O ile zmienne na efektywne jednostki pracy zależą ujemnie od g,
zmienne na pracownika zależą dodatnio od g: yt = A0 (1 + g)t · ŷt
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Podatki i wydatki publiczne



Typy podatków i wydatków publicznych

Dla uproszczenia notacji przyjmiemy stały poziom populacji i technologii, N = A = 1

Będziemy rozważać wpływ szerokiej gamy (liniowych) podatków:
• Podatek od konsumpcji τ c („VAT”, akcyza)
• Podatek od dochodów z pracy τw („PIT”)
• Podatek od dochodów z kapitału τ r („Belka” / „PIT-38”)
• Podatek pogłówny τ

• Podatek od księgowych zysków firm τf („CIT”)

Wyróżnimy dwa typy wydatków publicznych:
• Publiczna konsumpcja na osobę g (szkoły, szpitale, drogi, policja, sądy, armia, itd.)
• Transfery na osobę v (na razie takie same dla wszystkich)

Tym razem założymy, że firmy są bezpośrednimi właścicielami kapitału
(aktywa gospodarstw domowych to udziały właścicielskie w tych firmach)
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Przychody sektora finansów publicznych w Polsce w 2019

Podatki od konsumpcji

29%
Sk adki ZUS

22%

Podatki od pracy

15%

Sk adki NFZ

10%

Podatki od dzia alno ci gospodarczej

7%

Podatki od maj tku

3%
Pozosta e

10%
Deficyt4%

Fundacja Rebublikańska
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Wydatki sektora finansów publicznych w Polsce w 2019

Emerytury i renty

29%

Edukacja i nauka

11%
Zdrowie

11%

Pomoc spo eczna
9%

Infrastruktura

8%

Wojsko, policja i s dy

7%

Administracja

5%

Odsetki od d ugu

3% Pozosta e

16%

Forum Obywatelskiego Rozwoju
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Wydatki i przychody sektora finansów publicznych w Polsce

Mateusz Urban 36

https://twitter.com/MateuszUrban_PL/status/1714594993543721089


Sektor gospodarstw domowych

Gospodarstwa domowe rozwiązują problem:

max
{ct, at+1}∞

t=0

∞∑
t=0

βt c1−σ
t

1 − σ

pod warunkami
(
1 + τ c

t

)
ct + at+1 =

(
1 − τ w

t

)
wt +

(
1 +

(
1 − τ r

t

)
rt

)
at − τt + vt

Konstruujemy Lagranżjan, a następnie „rozpisujemy” go wokół zmiennych ct i at+1:

L =
∞∑

t=0
βt

{
c1−σ

t

1 − σ
+ λt [(1 − τw

t ) wt + (1 + (1 − τ r
t ) rt) at − τt + vt − (1 + τ c

t ) ct − at+1]
}

= . . . + βt

{
c1−σ

t

1 − σ
+ λt [(1 − τw

t ) wt + (1 + (1 − τ r
t ) rt) at − τt + vt − (1 + τ c

t ) ct − at+1]
}

+ βt+1

{
c1−σ

t

1 − σ
+ λt+1

[ (
1 − τw

t+1
)

wt+1 +
(
1 +

(
1 − τ r

t+1
)

rt+1
)

at+1

−τt+1 + vt+1 −
(
1 + τ c

t+1
)

ct+1 − at+2

]}
+ . . .
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Sektor gospodarstw domowych: rozwiązanie

„Rozpisany” Lagranżjan:

L = βt

{
c1−σ

t

1 − σ
+ λt [(1 − τw

t ) wt + (1 + (1 − τ r
t ) rt) at − τt + vt − (1 + τ c

t ) ct − at+1]
}

+ βt+1

{
c1−σ

t

1 − σ
+ λt+1

[ (
1 − τw

t+1
)

wt+1 +
(
1 +

(
1 − τ r

t+1
)

rt+1
)

at+1

−τt+1 + vt+1 −
(
1 + τ c

t+1
)

ct+1 − at+2

]}
+ . . .

Warunki pierwszego rzędu:

ct : βt
{

c−σ
t − λt (1 + τ c

t )
}

= 0 → λt = c−σ
t

1 + τ c
t

at+1 : βt {−λt} + βt+1 {
λt+1

(
1 +

(
1 − τ r

t+1
)

rt+1
)}

= 0 → λt = β
(
1 +

(
1 − τ r

t+1
)

rt+1
)

λt+1

Równanie Eulera:

c−σ
t

1 + τ c
t

= β
(
1 +

(
1 − τ r

t+1
)

rt+1
) c−σ

t+1
1 + τ c

t+1
→ ct+1 =

[
1 +

(
1 − τ r

t+1
)

rt+1

1 + ρ

1 + τ c
t

1 + τ c
t+1

]1/σ

ct

38



Sektor firm

Kodeks podatkowy pozwala na wliczenie do kosztów amortyzacji kapitału,
ale nie kosztów alternatywnych posiadania kapitału rK

Problem maksymalizacji zysku firm:

max
Kt, Lt

Dt = (1 − τ f
t )

(
Kα

t L1−α
t − wtLt − δKt

)
− rtKt

Warunki pierwszego rzędu:

Kt : (1 − τf
t )

(
αKα−1

t L1−α
t − δ

)
− rt = 0 → rt = (1 − τf

t )(αkα−1
t − δ)

Lt : (1 − τf
t )

(
(1 − α) Kα

t L−α
t − wt

)
= 0 → wt = (1 − α) kα

t

Podatek τf nie wpływa bezpośrednio na płace, ale poprzez obniżenie poziomu
kapitału na pracownika w długim okresie prowadzi do niższych płac

39



Sektor firm

Zyski ekonomiczne nadal wynoszą 0:

Dt = (1 − τf
t )

(
Kα

t L1−α
t − (1 − α) Kα

t L−α
t · Lt − δKt

)
− (1 − τf

t )
(
αKα−1

t L1−α
t − δ

)
Kt

= (1 − τf
t )

(
αKα

t L1−α
t − δKt

)
− (1 − τf

t )
(
αKα

t L1−α
t − δKt

)
= 0

Firmy wykazują jednak dodatnie zyski księgowe Df :

Df
t = αKα

t L1−α
t − δKt > 0

Zyski księgowe na pracownika:

df
t ≡ Df

t /Lt = αkα
t − δkt = (αkα−1

t − δ)kt

Podatek τf zniekształca decyzje firm, skłaniając je do posiadania mniej kapitału
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Sektor finansów publicznych

Rząd utrzymuje zrównoważony budżet

W zmiennych na osobę:

gt + vt = τf
t df

t + τw
t wt + τ r

t rtat + τ c
t ct + τt

vt = τf
t df

t + τw
t wt + τ r

t rtat + τ c
t ct + τt − gt

41



Równowaga ogólna

Na podstawie ograniczenia budżetowego gospodarstw domowych
konstruujemy ograniczenie zasobowe:

(1 + τ c
t ) ct + at+1 = (1 − τw

t ) wt + (1 + (1 − τ r
t ) rt) at − τt + vt

ct + at+1 = wt + (1 + rt) at − τw
t wt − τ r

t rtat − τ c
t ct − τt

+ τf
t df

t + τw
t wt + τ r

t rtat + τ c
t ct + τt − gt

ct + kt+1 = wt + (1 + rt) kt − ct + τf
t df

t − gt

ct + kt+1 = (1 − α) kα
t +

[
1 + (1 − τf

t )(αkα−1
t − δ)

]
kt + τf

t (αkα−1
t − δ)kt − gt

ct + kt+1 = (1 − α) kα
t + αkα

t + (1 − δ) kt − gt

kt+1 = kα
t + (1 − δ) kt − ct − gt

Otrzymujemy ograniczenie zasobowe (Yt = Ct + It + Gt)
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Równowaga ogólna

Wstawiamy informację o cenach do równania Eulera, gdzie β ≡ 1/ (1 + ρ):

ct+1 =

[
1 + (1 − τ r

t+1)(1 − τf
t+1)(αkα−1

t+1 − δ)
1 + ρ

1 + τ c
t

1 + τ c
t+1

]1/σ

ct

Ograniczenie zasobowe:
kt+1 = kα

t + (1 − δ) kt − ct − gt

Widzimy, że na równowagę w modelu Ramseya wpływ mają jedynie:
• Publiczna konsumpcja g

• Podatek od dochodów z kapitału τ r

• Podatek od zysków księgowych firm τf

• Podatek od konsumpcji τ c, ale tylko gdy się zmienia w czasie

Jeżeli podaż pracy jest nieelastyczna, podatki od dochodów z pracy τw, pogłówne τ

i stałe w czasie podatki od konsumpcji τ c w ogóle nie wpływają na równowagę!
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Wpływ zmiany podatku od konsumpcji w czasie

Jeśli podatek od konsumpcji zostaje zwiększony, konsumpcja spada w momencie zmiany

Jeśli gospodarstwa domowe wiedzą wcześniej o zmianie podatku, zwiększają konsumpcję
zanim dojdzie do jego zwiększenia, gdy konsumpcja jest jeszcze tańsza

Model dobrze odwzorowuje dynamikę konsumpcji wokół okresów wzrostu podatku VAT:
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Danninger (2014) 44
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Stan ustalony i skutki podatków w długim okresie

Od teraz założymy, że stawki podatkowe są stałe w czasie

Równania dynamiczne modelu:

Równanie Eulera : ct+1 =

[
1 + (1 − τ r)(1 − τf )(αkα−1

t+1 − δ)
1 + ρ

]1/σ

ct

Ograniczenie zasobowe : kt+1 = kα
t + (1 − δ) kt − ct − gt

Kapitał na pracownika w stanie ustalonym:

1 + ρ = 1 + (1 − τ r)(1 − τf )(αkα−1 − δ)

αkα−1 = δ + ρ

(1 − τ r)(1 − τf )
→ k∗ =

[
α

δ + ρ/ [(1 − τ r)(1 − τf )]

]1/(1−α)

Podatki od dochodów z kapitału i od zysków firm obniżają poziom kapitału na pracownika

c∗ = (k∗)α − δk∗ − g∗

Prowadzi to do spadku konsumpcji na pracownika, która jest dodatkowo obniżana przez g 45



g = 0, v > 0; τ r = τf = 0; τ, τ c, τw ≥ 0 g = 0, v > 0; τ r, τf ≥ 0; τ = τ c = τw = 0
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Podatki w modelu z endogeniczną podażą pracy
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Podatki w modelu z endogeniczną podażą pracy

Dlaczego pracownicy w USA pracują więcej niż w Europie? Zob. też Prescott (2004)

Średnia dla lat 2000-2018 Model z poprz. slajdu
USA Francja Niemcy USA „Europa”

PKB na godzinę (PPP $) y/h 59 56 56 59 56
Przeciętny klin podatkowy τw 26% 44% 44% 26% 44%
Roczne godziny pracy h 1790 1530 1400 1790 1430
PKB na pracownika (PPP $) y 102 500 86 200 78 200 102 500 79 700

Przy elastycznej podaży pracy jedynie podatek pogłówny τ nie zniekształca
decyzji gospodarstw domowych i firm

Podatek pogłówny τ jest preferowany względem podatku od konsumpcji τ c,
który jest z kolei preferowany względem podatku od dochodów z pracy τw

Przy nierównościach dochodowych podatek pogłówny jest jednak mocno regresywny,
„najlepszym” podatkiem w modelu Ramseya byłby progresywny podatek konsumpcyjny
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Redystrybucja w modelu Ramseya



Rezultat Chamleya-Judda o niemożności redystrybucji

W modelu Ramseya nie możemy poprawić dobrobytu wszystkich gospodarstw
domowych, opodatkowując kapitał i transferując przychody podatkowe do gosp. dom.

Ale czy możemy poprawić dobrobyt, celując transfery tylko do „robotników”?

W zmodyfikowanym modelu będziemy mieć dwa typy gospodarstw domowych:
• „Robotnicy” w liczbie Nw pracują, nie mają aktywów i są typu „hand-to-mouth”:

cw
t = wt + vt

• „Kapitaliści” w liczbie N c nie pracują i mają tylko dochody z kapitału,
rozwiązują problem maksymalizacji funkcji dobrobytu
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Rozwiązania problemów „kapitalistów” i firm

„Kapitaliści” rozwiązują problem:

max
{ct, at+1}∞

t=0

∞∑
t=0

βt (cc
t)1−σ

1 − σ

pod warunkami cc
t + ac

t+1 = (1 + (1 − τ r) rt) ac
t

Rozwiązanie:

cc
t+1 =

[
1 + (1 − τ r)rt+1

1 + ρ

]1/σ

cc
t

Tym razem firmy nie są opodatkowywane:

rt = αkα−1
t − δ

wt = (1 − α) kα
t
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Równowaga ogólna

Kapitał równa się aktywom „kapitalistów”:

Kt = Aktywat

kt · Nw = ac
t · N c

kt = ac
t

N c

Nw

Wysokość transferu do „robotników”:

vt = τ rrta
c
tN c

Nw
= τ rrtkt

Kapitał w stanie ustalonym na „robotnika”:

k∗ =
[

α

δ + ρ/(1 − τ r)

]1/(1−α)

Konsumpcja na „robotnika” w stanie ustalonym:

cw∗ = w∗ + v∗ = (1 − α) (k∗)α + τ r(α (k∗)α−1 − δ)k∗
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Niemożność redystrybucji w modelu Ramseya

Żeby udowodnić niemożność redystrybucji od „kapitalistów” do „robotników”, wystarczy
wykazać, że konsumpcja „robotników” w stanie ustalonym zależy ujemnie od τ r

Dla uproszczenia obliczeń załóżmy δ = 0:

cw∗ = (1 − α) (k∗)α + τ rα (k∗)α = (1 − α + ατ r)
[

α (1 − τ r)
ρ

]α/(1−α)

ln cw∗ = ln (1 − α + ατ r) + α

1 − α
(ln α + ln (1 − τ r) − ln ρ)

∂ ln cw∗

∂τ r
= α

1 − α + ατ r
+ α

1 − α

(
− 1

1 − τ r

)
= α

1 − α + ατ r
− α

1 − α + ατ r − τ r
< 0

Choć w krótkim okresie konsumpcja „robotników” może wzrosnąć, opodatkowanie
„kapitalistów” obniża w długim okresie kapitał na pracownika i prowadzi do spadku płac
Ponieważ podatek generuje bezpowrotną stratę społeczną, wzrost transferów
nie rekompensuje w pełni spadku płac i konsumpcja „robotników” obniża się

Jak złamać ten rezultat? Aiyagari (1995), Conesa et al. (2007), Straub and Werning (2014) 52

http://www.jstor.org/stable/2138707
https://www.nber.org/papers/w12880
http://www.nber.org/papers/w20441


Redystrybucja w modelu z ryzykiem bezrobocia

Model Ramseya zakłada, że wszyscy „robotnicy” są zawsze zatrudnieni

Czy „ranking” podatków zmieni się, jeśli uwzględnimy ryzyko bezrobocia?

Na podstawie rozdziału „No-trade equilibria” w Ragot (2018)

„Robotnik” może być zatrudniony albo bezrobotny

Zatrudnieni tracą pracę z prawdop. s, bezrobotni stają się zatrudnieni z prawdop. p

Zatrudnieni otrzymują wynagrodzenie w, bezrobotni generują „produkcję domową” b

Gospodarka bez kapitału: jedynymi aktywami są kontrakty pożyczkowe

Narzucamy ograniczenie pożyczania: bezrobotni nie mogą pożyczać

Bezrobotni są ograniczeni pożyczkowo, ale zatrudnieni nie,
choć w równowadze ich aktywa również będą wynosić 0

Równanie Eulera zatrudnionych ustala realną stopę procentową w równowadze
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https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S1574002118300017


Efektywność równowagi

Realna stopa procentowa ustalana jest z równania Eulera zatrudnionych:

(cE
t )−σ = β (1 + r)

[
(1 − s) (cE

t+1)−σ + s(cU
t+1)−σ

]
1 = β (1 + r)

[
(1 − s)

(
cE

t

cE
t+1

)σ

+ s

(
cE

t

cU
t+1

)σ]
Ponieważ w równowadze nie można się zadłużać ani oszczędzać, cE = w oraz cU = b:

1 = β (1 + r)
[
1 − s + s

(w

b

)σ]
> β (1 + r) → 1 >

1 + r

1 + ρ
→ r < ρ

Ryzyko utraty (dochodów z) pracy sprawia, że zatrudnieni „oszczędzają” za dużo!

Nieefektywność równowagi jest analogiczna do nieefektywności w modelu OLG

Dobrobyt poprawiają transfery od zatrudnionych (w OLG „młodych”)
do nie osiągających dochodów z pracy (tu bezrobotnych, w OLG „starych”)

Podkreśla to kluczową rolę założenia o kompletnych rynkach ubezpieczeniowych
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Redystrybucja w modelu z ryzykiem bezrobocia

Konsumpcja zatrudnionych i bezrobotnych po zastosowaniu liniowych podatków od
dochodów z pracy τw i konsumpcji τ c, pogłównego podatku τ i pogłównego transferu v:

cE = (1 − τw) w − τ + v

1 + τ c
oraz cU = b − τ + v

1 + τ c

Oczekiwana użyteczność w danym okresie (zza zasłony niewiedzy Rawlsa):
p

s + p
u(cE) + s

s + p
u(cU )

Liniowy podatek dochodowy jest preferowany względem konsumpcyjnego,
a oba są preferowane względem pogłównego

Podatki progresywne są preferowane względem liniowych (muszą jednak spełniać
warunek poprawności motywacyjnej, incentive compatibility constraint, ICC)

Powszechne transfery poprawiają dobrobyt (celowane jeszcze bardziej, ale uwaga na ICC)

Podatki od dochodów z kapitału i zysków firm mogą poprawiać dobrobyt
Świat jest skomplikowany! Zainteresowanych odsyłam do Mirrlees Review 55

https://en.wikipedia.org/wiki/Original_position
https://en.wikipedia.org/wiki/Incentive_compatibility
https://ifs.org.uk/mirrlees-review
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