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Wprowadzenie

Prezentacja dotyczy metody kalkulacji rezerw opartej na roéwnoczesnym wykorzystaniu dwodch
»trojkatow danych”:

o trojkata szkdd wyptaconych i trdjkata szkdd ujawnionych,
oraz dokonujacej optymalnego wywazenia (opartego na teorii zaufania) dwoch zrédet informacji:

¢ 0 danej kohorcie szkod (Chain Ladder) 1 innych kohortach (Bornhuetter-Ferguson).

Temat byl prezentowany na poprzednich konferencjach przez Piotra Krzeminskiego oraz Karoling
Napieratg (wspotautor W. Otto).

Tym razem wyniki sa dojrzalsze o tyle, ze formutujemy explicite par¢ kluczowych zalozen, ktore
pozwalaja w koherentny sposob:

e powiaza¢ réwnanie predykcji calej rezerwy z réwnaniami predykcji rok po roku,
e zaprojektowaé praktyczng metodg estymacji parametréw rownan predykcyjnych

Przy okazji udato si¢ takze wyjasni¢ rolg, jaka w zagadnieniu peina bledy popeiniane przez
likwidatoréw szacujacych warto§¢ szkod zgloszonych i1 niewyptaconych, w szczegdlnosci zas

konsekwencje obciazenia 1 wariancji owych oszacowan.
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Fakt: dwa obserwowane rozklady wigze trzeci, ukryty

Trojkaty danych zawierajq informacje o rozktadach czasu oczekiwania:

e dane o szkodach ujawnionych zawieraja informacj¢ o rozkladzie czasu, jaki uptywa od zajsScia
szkody do jej zgloszenia,

e za$ dane o wyplatach zawieraja informacj¢ o rozktadzie czasu, jaki uptywa od zajsScia szkody do
jej likwidacji.

Atrakcyjne wyniki otrzymali$my przyjmujac pewne upraszczajace zatozenie o trzecim rozkladzie:

e czasu uplywajacego pomiedzy zgloszeniem szkody a jej likwidacja.

PrzyjeliSmy mianowicie, iz dla danej kohorty szkod:

e rozklad dalszego czasu oczekiwania na likwidacje szkod, ktore naleza do zbioru szkod
zgloszonych i niezlikwidowanych, nie zalezy od tego, jak dawno temu byly zgloszone

Zatozenie to znajduje si¢ gdzie$ posrodku pomiedzy dwiema skrajnymi alternatywami:
e zasada First In First Out, oraz:

e zasada Last in First Out.




Podstawowe oznaczenia

e X, - warto$¢ szkod zasztych w roku t wyptaconych w roku t+k -1,
o CX =X, +...+ X, - skumulowana wart. szkod z roku t wyptaconych po k latach rozwoju,
e CR,, -rezerwa wyznaczona metoda indywidualng na szkody zgtoszone na koniec t+k —1

e EP - sktadka zarobiona w roku t,
Wielkosci obserwowane:
o CX, X, CR dlatakich (t,k), ze: t,k=123,.., oraz t+k-1<n,
e EP dlat=1,2,3,..,n.
Wielkos$ci wazne, ale z zalozenia nieznane:
o CRR“/-czgs¢ CR,, dotyczaca szkod wyptaconych w roku t+ j—1 (dla j>k),
. XttejPSK - czg$¢ X, ; dotyczaca szkéd zgtoszonych przed koficem roku t+k —1 (dla j>k),

Uwaga: obie wielkosci dotycza tych samych szkod, ale CRf =1 opiera sie na ocenach likwidatorow

7 <k s e
za§ X{T= na kwotach rzeczywiscie wyptaconych.




Zalozenia modelu statystycznego klasyczne i nieklasyczne

(A1) Latom zajscia szkod przypisany jest ciag i.i.d. parametrow ryzyka @ ,...,®, , takich ze:
®, =(ULR,Z?W?), E(ULR)=ULR, var(ULR)=U?, E(?)=3>, EW?)=w>.
(A2) E(X,|®,)=(pf - pF,)-ER-ULR, oraz  E(CR,|®,)=p!*-ER-ULR,  gdzic:
P’ =P P 20, 0=p; <p/ <..<p, =1, 0=p,<p <..<p,=1.

(A3) COV(Xt,k’ Xs,j|®ta®s): ( plf - ka)' EPt2 'Zt2 ’1{(s=t)A(k=j)}

(A4) E(CR%“7|®,)=(1+B)-E(X;¥*|®

) s gdzie: Be(-1,0)

p'_D - p'_D
(A5) E(CRpald J|® )=p| 1-P i_—ppjl'l(bk)'EPt -ULR,
k
(A6) cov(CR,. X, 0,,0,)=p;" @ Ly josy -EP? -2

~ Py

— P )
(A7) COV(CRt,kaCRs,j|®ta®s) = p:n;r?{k,j} % l(s:t) "ER?-(1+B)-(Z{ +W,?)
" Mmin{k,j}




Istota zalozen o bledach ocen dokonywanych przez likwidatorow

Zatozenia (A4) — (A7) opisuja m.in. mechanizm zwiazany z przewidywaniem wartosci szkod
zgloszonych przez likwidatorow. Dopuszczaja one:

e systematyczne obciazenie ich ocen (o ile B #0),
e oraz wariancje (o ile W? > 0).
Wariancja catkowitej rzeczywistej wartosci szkod z roku t (pod warunkiem ©,) wynosi EP’Z;.

Jesli jednak warto$¢ szkdd ustalimy na podstawie poczatkowych ocen likwidatoréw, wariancja
warunkowa wyniesie EP’(1+B)*(W,” +X}). W naszych obserwacjach tkwi jednak tylko cze$é tej

wariancji, jako ze na zadnym etapie rozwoju nie zdarza sig, aby wszystkie szkody byly juz zgtoszone,
a zadna z nich nie byla jeszcze wyplacona.

Nalezy zauwazyé, Ze obciaZenie jest juz uwzglednione w wysoko$ci parametru p, ", i to dlatego

parametr obcigzenia B nie pojawia si¢ w zalozeniu (A6), za§ w zalozeniu (A7) pojawia si¢ tylko w
pierwszej potedze.

Istotnym uproszczeniem jest zaloZenie, ze oceny szkod zgloszonych dokonywane przez
likwidatoréw na koniec roku zgloszenia nie sa rewidowane az do momentu likwidacji. Oczywiscie,
btedy ocen likwidatoréw dla szkdd zglaszanych i likwidowanych w ciagu tego samego roku nie maja
wplywu na obserwowane przez nas zmienne.




Istota zalozen o czasie uplywajacym od zgloszenia do likwidacji szkod

Zatozenia (A4) — (A7) opisuja takze proces transformacji naptywajacych zgloszen w szkody
wyplacone. Ich sens polega na przyjeciu, ze:
o rozktad dalszego czasu oczekiwania na likwidacje dla wszystkich szkdd zgltoszonych przed
koncem roku t+k —1 jest taki sam (bez wzgledu na to, jak dawno dana szkoda zostata
zgloszona), 1 dany jest wspotczynnikami:

Pea=PC Peo=Pei  Pri—Prs 1-Pry
e T - A N

Jest to w istocie zatozenie o “losowym porzadku” w jakim szkody sa likwidowane. Mie$ci si¢ ono
gdzie$ pomigdzy dwiema skrajno§ciami:

e regula “First In First Out”, oraz:
e regulg “Last In First Out”.

W przypadku pewnych grup ubezpieczen prawdziwsze bytoby pewnie jakie$ zatozenie mieszczace si¢
pomiedzy regula “losowego porzadku” i reguta “FIFO”. Rzecz w tym, ze tylko przy zalozeniu o
“losowym porzadku” udalo si¢ nam otrzymac eleganckie wyniki.




Istota metody

Metoda polega na zastosowaniu powigzanych ze soba modeli liniowych. Predykceji ostatecznej
wartosci szkod (a wigc 1 rezerwy) stuzy model pierwszy:
CX C
CX,, =8, -EP-ULR+b, - —* +c¢, - R + &

P P "

Za$ estymacji parametréw na podstawie trojkatow danych stuzy model drugi, dwurownaniowy:
Cxt,k P CRI Kk P

Cxt°k”:a'f.ER'URL+ﬂkP' pt 7 téux
Py Py
C — | | Cxt,k | CRt’k |
CX i + CRyr = -ER -URL+ f5 - pr TV pl-? t &k
k k

Przy przyjetych zalozeniach optymalne wartosci wspotczynnikow a,,b..c., «/,pB¢.7,, oraz

a,,p) .y, okazuja sig byé funkcjami tych samych parametrow:
° (g,uz,ULR, plp, plI , p2P , p2I yees pf_l, pr',_1>, gdzie przyjeto skrétowe oznaczenia:

e g=(1+B)1+w), w =W/’  u=U*/%’




Wyniki dla rownania predykcji

Optymalne wspotczynniki:

*

(1+9)qkp—
(1+ Q)1+ pu’) + py

k IP2

py = P+ )1 +u)
1+ 9)A+ pu)+ pfut’

_ P+u?)
1+ 9)A+ piu*)+ pFu?

Wariancja btedow predykcji:

EP p2y?2 (I+u ){(1+Q)QK - }

MSE(a},bi€0) = var(e,) = ER i
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gdzie dodatkowe oznaczenie to: qe =1-p/.




Optymalne wspolczynniki rownan estymacyjnych

e hdargial -7
k I-P, 2 °

C 1+ g)(1+ pfud)+ pyu

o 6 (R R R (D)
“ (+9)(1+ pfu®)+ p, "u? ’

o P (ru?)

I-P 2 °

(1+9)1+ pu®)+ pru

o = 0+ 9P =P+ ") - p7hy
k — 1-P,,2 >

1+9)(1+ pu’)+p,Fu

- Pl (pl, - p P —h)lrutpl P b))
1-P, 2 >

A+g)(1+p,u’)+pu

A (YU Tl W R N [ {9
1-P, 2 >

1+ 9)1+ pu®)+ p,.ru

gdzie dodatkowe oznaczenie to: h =(p/,— P )/q .
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Kowariancje bledow rownan estymacyjnych

P 2ynP I-p[ 24P 2
Var(gfk)z EPtZZzhk (l+g)(1+ Py U )qk + Py [U qlkj;l—zhk(l-l-u )],

(1+g)(1+pu)+p, U

EPZZZ ) )
I+ 90+ pud) s prou? {0+ 92+ pfud)pif + piPa-h)? |+
k k

+(1+Q)|(h, + plaud)as —2p) P a=h))+u(pl (p " - pP) - plaal )+

+pPhJut@l, - piPy-h a+ud)],

var(g,) =

)= = Eptzzzhk I+ g)[(l + pli+1u2)qlf - pItP (I-h){d+ Uz)l]‘:; [)2,143 [Uquiﬂ —h 1+ Uz)]

Pl
Ccov(é; ., &,
(EcksEex 1+ g)1+pfu*)+p, Fu

gdzie dodatkowe oznaczenie to: g, =1-p,.
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Procedura estymacji

Minimalizacja (ze wzgledu na 7, przy zadanym 7, ) funkc;ji:

_ (elF,’n—l(n))z L& b | ) I eik(ﬂ) .
SS(n,ﬂo)—m+;k_o[et,k(n) et,k(n)][Q (HO)T Lt.’k (77)}’ gdzie:

e f(t)=min{n-2,n-t},

Var(gtF,)k (77, )) cov(gi’k (77,) 5t|,k (77, )) . ) ) .. ,
o : | jest macierza kowariancji btedoéw
covlefm), el () varlel(ny)

predykcji wyznaczona w punkcie 7, ,

.« QY=

o efk () oraz ell,k (n7) oznaczaja bledy predykeji jako funkcje parametrow:

7=(9,u",ULR, p{, b/, P, P30, Y 1> P )
Procedura IRNLS (Iteratively Re-weighted Nonlinear Least Squares) zwraca wyniki kolejnych iteracji:
o 7, :=argminSS(7,7,,),
n

co kontynuuje si¢ do momentu spelnienia kryterium zbieznosci.
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