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Klasyczny model Bühlmann'a

Zaªo»enia klasycznego modelu Bühlmann'a
I okre±lamy przestrze« probabilistyczn¡ (Ω,F ,P),
I rozwa»amy zmienne losowe (Xn, n ∈ N) okre±lone na przestrzeni

probabilistycznej, zakªadamy, »e w chwili n znamy realizacje
zmiennych losowych Xj do chwili n,

I na rozwa»anej przestrzeni mamy okre±lon¡ mierzaln¡ zmienn¡ losow¡
Θ,

I obserwujemy I niezale»nych kontraktów scharakteryzowanych przez
wektory losowe :

I ∀i=1,...,I (Θi ,Xi ,Xi,n+1), gdzie Θi jest nieobserwowalnym
parametrem ryzyka, Xi = (Xi1, . . .Xin) jest wektorem obserwacji
cechy i-tego ryzyka, Xn+1 wielko±¢ cechy w roku n + 1 jest
nieobserwowalna,

I ∀i=1,...IXi1, . . .Xin s¡ warunkowo niezale»ne pod warunkiem Θi ,
I Θ1, . . .ΘI s¡ iid..
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Mody�kacje
Modele z przeª¡czeniem. Zmiana parametru ryzyka w losowej
chwili N

I Parametr ryzyka w chwili j okre±lony jest nast¦puj¡co
Θj = (ΛCj ,Cj ,N)

I zmienna losowa N ma dystrybuant¦ G
I Cj jest okre±lone nast¦puj¡co

Cj =

{
1 je»eli N > j ,
2 je»eli N ¬ j ,

I Zmienne losowe ΛCj okre±lona jest nast¦puj¡co

ΛCj =

{
Λ1 je»eli Cj = 1,
Λ2 je»eli Cj = 2,

I Zmienne losowe Λ1, Λ2 s¡ niezale»ne o dystrybuancie U1, U2,
odpowiednio.
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{
F1(xj | λ1) je»eli j < k,
F2(xj | λ2) je»eli j ­ k.
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Model z przeª¡czeniem propozycja II
I Mody�kujemy wcze±niejszy model przez okre±lenie na przestrzeni

(Ω,F ,P) zmiennej losowej ρ przyjmuj¡cej warto±ci j = 1, 2, . . . , d
oraz zmiennych losowych Λ1, . . .Λd ,

I Zmienne losowe Λ1, . . .Λd s¡ niezale»ne,
I Cj jest zwi¡zana ze zmienn¡ losow¡ ρ oraz zmienn¡ losow¡ N

poprzez nast¦puj¡c¡ zale»no±¢

Cj =

{
1 je»eli N > j ,
i je»eli N ¬ j oraz ρ = i dla i = 2 . . . d .

I Powy»sze zale»no±ci implikuj¡ posta¢ zmiennej losowej ΛCj

ΛCj =

{
Λ1 je»eli Cj = 1,
Λi je»eli Cj = i dla i = 2 . . . d .

Aleksandra Chowa«ska i El»bieta Ferenstein Skªadki zaufania w modelach ze zmiennym w czasie parametrem ryzyka



Klasyczny model Bühlmann'a. Propozycje mody�kacji
Skªadka Bayesowska i indywidualna dla modelu z przeª¡czeniem

Model z przeª¡czeniem dla rodziny rozkªadów wykªadniczych
Skªadka zaufania dla modelu z przeª¡czeniem

Mody�kacje

Model z przeª¡czeniem propozycja II
I Mody�kujemy wcze±niejszy model przez okre±lenie na przestrzeni

(Ω,F ,P) zmiennej losowej ρ przyjmuj¡cej warto±ci j = 1, 2, . . . , d
oraz zmiennych losowych Λ1, . . .Λd ,

I Zmienne losowe Λ1, . . .Λd s¡ niezale»ne,
I Cj jest zwi¡zana ze zmienn¡ losow¡ ρ oraz zmienn¡ losow¡ N

poprzez nast¦puj¡c¡ zale»no±¢

Cj =

{
1 je»eli N > j ,
i je»eli N ¬ j oraz ρ = i dla i = 2 . . . d .

I Powy»sze zale»no±ci implikuj¡ posta¢ zmiennej losowej ΛCj

ΛCj =

{
Λ1 je»eli Cj = 1,
Λi je»eli Cj = i dla i = 2 . . . d .

Aleksandra Chowa«ska i El»bieta Ferenstein Skªadki zaufania w modelach ze zmiennym w czasie parametrem ryzyka



Klasyczny model Bühlmann'a. Propozycje mody�kacji
Skªadka Bayesowska i indywidualna dla modelu z przeª¡czeniem

Model z przeª¡czeniem dla rodziny rozkªadów wykªadniczych
Skªadka zaufania dla modelu z przeª¡czeniem

Mody�kacje

Model z przeª¡czeniem propozycja II
I Mody�kujemy wcze±niejszy model przez okre±lenie na przestrzeni

(Ω,F ,P) zmiennej losowej ρ przyjmuj¡cej warto±ci j = 1, 2, . . . , d
oraz zmiennych losowych Λ1, . . .Λd ,

I Zmienne losowe Λ1, . . .Λd s¡ niezale»ne,
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{
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I Powy»sze zale»no±ci implikuj¡ posta¢ zmiennej losowej ΛCj
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Model z wykorzystaniem ªa«cucha Markowa
I Wprowadzamy (Cj)

n+1
j=1 ªa«cuch Markowa, o sko«czonej liczbie

stanów w przeliczalnym zbiorze S o macierzy przej±cia P = (pij)i,j∈S ,
I Przyjmujemy, »e rozwa»any ªa«cuch ma stany 1, . . . k .
I zakªadamy, »e ªa«cuch (Cj)

n+1
j=1 ma rozkªad stacjonarny

I zmienna losowa ΛCj w chwili j okre±lona jest nast¦puj¡co:

ΛCj = Λm je»eli Cj = m dla m = 1, . . . k

I zmienne losowe Λ1 . . .Λk s¡ niezale»ne
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Skªadka Bayesowska i indywidualna dla modelu z przeª¡czeniem

Model z przeª¡czeniem dla rodziny rozkªadów wykªadniczych
Skªadka zaufania dla modelu z przeª¡czeniem

Mody�kacje

Model z wykorzystaniem podwójnie stochastycznego ªa«cucha
Markowa
Mody�kacja modelu z wykorzystaniem ªa«cucha Markowa, poprzez
zast¡pienie (Cj)

n+1
j=1 podwójnie stochastycznym ªa«cuchem Markowa.

Parametr ryzyka Θj w chwili j przedstawia si¦ jako

Θj = (Cj ,ΛCj ).

Podwójnie stochastyczny ªa«cuch Markowa umo»liwia nam modelowanie
parametru ryzyka jako procesu zale»nego od ±rodowiska, które jest
ksztaªtowane przez nieobserwowalne czynniki, na które maj¡ wpªyw
obserwowalne, zewn¦trzne czynniki.
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Model z przeª¡czeniem dla rodziny rozkªadów wykªadniczych
Skªadka zaufania dla modelu z przeª¡czeniem

Skªadka Indywidualna

Przeª¡czenia nast¡piªo w losowej chwili N = k , gdzie k = 1, . . . n + 1.
I Zmienn¡ losow¡ Xj (wypªata) dla j = 1, . . . , n przedstawiamy jako:

Xj = X ′j I{k>j} + X ′′j I{k¬j}

I skªadka indywidualna ma posta¢:

P ind = E (Xn+1 | Θn+1)

= I (N > n + 1)E (X ′n+1 | Λ1) + I (N ¬ n + 1)E (X ′′n+1 | Λ2) =

= I (N > n + 1)µ1(Λ1) + I (N ¬ n + 1)µ2(Λ2)

= µ(Θn+1)
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Skªadka Bayesowska dla modelu z przeª¡czeniem

I skªadka Bayesowska ma posta¢:

PB = E (µ(Θn+1) | X1, ...,Xn)

= E (I (N > n + 1)µ1(Λ1) + I (N ¬ n + 1)µ2(Λ2) | X1, ...,Xn)

I wprowadam nast¦puj¡ce oznaczenia:
I ξn+1 : = I (N > n + 1), ξ′n+1 : = I (N ¬ n + 1),
I xr,n = (xr , . . . , xn)- wektor obserwacji cechy w okresach r , . . . , n,
I fX (x1,n)- g¦sto±¢ brzegowa rozkªadu cechy za caªy okres obserwacji,
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Model z przeª¡czeniem dla rodziny rozkªadów wykªadniczych
Skªadka zaufania dla modelu z przeª¡czeniem

Skªadka Bayesowska dla modelu z przeª¡czeniem

I f1(x1,k−1) g¦sto±¢ brzegowa rozkªadu cechy dla k − 1 obserwacji w
modelu przed przeª¡czeniem, f2(xk,n) gesto±¢ brzegowa rozkªadu
cechy dla obserwacji od k do n w modelu z przeª¡czeniem,

I f1(x1,k−1 | λ1) g¦sto±¢ warunkowa pod warunkiem Λ1 = λ1 w
modelu przed przeª¡czeniem, f2(xk,n | λ2) g¦sto±¢ warunkowa pod
warunkiem Λ2 = λ2 w modelu z przeª¡czeniem.

I Konieczno±¢ wyznaczenia warunkowych warto±ci oczekiwanych dla
rozkªadów mieszanych.

I Wyznacz¦

g1(X) : = E (ξn+1µ1(Λ1) | X1, . . . ,Xn)

g2(X) : = E (ξ
′
n+1µ2(Λ2) | X1, . . . ,Xn)
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Skªadka Bayesowska dla modelu z przeª¡czeniem

Przy wyznaczaniu warunkowych warto±ci oczekiwanych dla rozkªadów
mieszanych korzystam z twierdzenia.
Swierdzenie (wersja twierdzenia Bayesa)
Niech X wektor losowy n-wymiarowy, Y wektor losowy m-wymiarowy
speªniaj¡cymi warunek

P(X ∈ A | Y = y) =

∫

A
h(x, y)ν(dx)

gdzie h : Rn × Rm → Rn, a ν jest miar¡ σ-sko«czon¡ oraz ϕ : Rm → Rm

jest funkcj¡ borelowsk¡, tak¡, »e E | ϕ(Y) |<∞. Wówczas

E (ϕ(Y) | X = x) =

∫ ∞
−∞

ϕ(y) h(xy)∫∞
−∞ h(x, y)µY (dy)µY (dy).
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Skªadka Bayesowska dla modelu z przeª¡czeniem

I G¦sto±¢ brzegowa fX (x1,n),przyjmuje nast¦puj¡c¡ posta¢

fX (x1,n) = G (n)f1(x1,n) +
n∑

k=1
pk f1(x1,k−1)f2(xk,n)

I

g1(x) : = E (ξn+1µ1(Λ1) | x1, . . . xn)

=
G (n + 1)

∫∞
0 u1(λ1)µ1(λ1)f1(x1,n | λ1)dλ1

G (n)f1(x1,n) +
∑n

k=1 pk f1(x1,k−1)f2(xk,n)
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Klasyczny model Bühlmann'a. Propozycje mody�kacji
Skªadka Bayesowska i indywidualna dla modelu z przeª¡czeniem

Model z przeª¡czeniem dla rodziny rozkªadów wykªadniczych
Skªadka zaufania dla modelu z przeª¡czeniem

Skªadka Bayesowska dla modelu z przeª¡czeniem

I G¦sto±¢ brzegowa fX (x1,n),przyjmuje nast¦puj¡c¡ posta¢

fX (x1,n) = G (n)f1(x1,n) +
n∑

k=1
pk f1(x1,k−1)f2(xk,n)

I

g1(x) : = E (ξn+1µ1(Λ1) | x1, . . . xn)

=
G (n + 1)

∫∞
0 u1(λ1)µ1(λ1)f1(x1,n | λ1)dλ1

G (n)f1(x1,n) +
∑n

k=1 pk f1(x1,k−1)f2(xk,n)
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Klasyczny model Bühlmann'a. Propozycje mody�kacji
Skªadka Bayesowska i indywidualna dla modelu z przeª¡czeniem

Model z przeª¡czeniem dla rodziny rozkªadów wykªadniczych
Skªadka zaufania dla modelu z przeª¡czeniem

Skªadka Bayesowska dla modelu z przeª¡czeniem

I

g1(x) =
G (n + 1)µ̂1(x1,n)

G (n) +
∑n+1

k=1 pk
f1(x1,k−1)f2(xk,n)

f1(x1,n)

I Wyznaczenie drugiej warunkowej warto±ci oczekiwanej

g2(X) : =
G (n + 1)

∑n+1
k=1 pk

∫∞
0 u2(λ2)µ2(λ2)f2(xk,nλ2)

G (n)f1(x1,n) +
∑n

k=1 pk f1(x1,k−1)f2(xk,n)

=
G (n + 1)

∑n+1
k=1 pk µ̂2(xk,n)f2(xk,n)

G (n)f1(x1,n) +
∑n

k=1 pk f1(x1,k−1)f2(xk,n)
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Klasyczny model Bühlmann'a. Propozycje mody�kacji
Skªadka Bayesowska i indywidualna dla modelu z przeª¡czeniem

Model z przeª¡czeniem dla rodziny rozkªadów wykªadniczych
Skªadka zaufania dla modelu z przeª¡czeniem

Skªadka Bayesowska dla modelu z przeª¡czeniem

I

g1(x) =
G (n + 1)µ̂1(x1,n)

G (n) +
∑n+1

k=1 pk
f1(x1,k−1)f2(xk,n)

f1(x1,n)

I Wyznaczenie drugiej warunkowej warto±ci oczekiwanej

g2(X) : =
G (n + 1)

∑n+1
k=1 pk

∫∞
0 u2(λ2)µ2(λ2)f2(xk,nλ2)

G (n)f1(x1,n) +
∑n

k=1 pk f1(x1,k−1)f2(xk,n)

=
G (n + 1)

∑n+1
k=1 pk µ̂2(xk,n)f2(xk,n)

G (n)f1(x1,n) +
∑n

k=1 pk f1(x1,k−1)f2(xk,n)
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Klasyczny model Bühlmann'a. Propozycje mody�kacji
Skªadka Bayesowska i indywidualna dla modelu z przeª¡czeniem

Model z przeª¡czeniem dla rodziny rozkªadów wykªadniczych
Skªadka zaufania dla modelu z przeª¡czeniem

Twierdzenie dla rozkªadów z rodziny wykªadniczej i
rozkªadów do nich sprz¦»onych

Twierdzenie
Zakªadamy, »e
a) je±li k > n to zmienne losowe X1, . . .Xn maj¡ g¦sto±¢ (wzgl¦dem

miary Lebesgue'a lub miary bie»¡cej), postaci:

fλ1(xj) = exp
(xjλ1 − b1(λ1)

σ21/wj
+ c1(xj ,

σ21
wj

)

)

gdzie funkcja b1() jest funkcj¡ rzeczywist¡, ró»niczkowaln¡ zmiennej
λ1, funkcja c1() funkcj¡ rzeczywist¡, natomiast staªe wj , σ21 ∈ R,
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Klasyczny model Bühlmann'a. Propozycje mody�kacji
Skªadka Bayesowska i indywidualna dla modelu z przeª¡czeniem

Model z przeª¡czeniem dla rodziny rozkªadów wykªadniczych
Skªadka zaufania dla modelu z przeª¡czeniem

Twierdzenie dla rozkªadów z rodziny wykªadniczej i
rozkªadów do nich sprz¦»onych

b) je±li k ¬ n to zmienne losowe X ′1, . . .X ′k−1 speªniaj¡ zaªo»enia
punktu a), natomiast zmienne losowe X ′′k , . . .X ′′n maja warunkow¡
g¦sto±¢ postaci

fλ2(xj) = exp
(xjλ2 − b2(λ2)

σ22/wj
+ c2(xj ,

σ22
wj

)

)
,

gdzie funkcja b2() jest funkcj¡ rzeczywist¡, ró»niczkowaln¡ zmiennej
λ2, funkcja c2() jest funkcj¡ rzeczywist¡, natomiast staªe wj , σ22 ∈ R,

c) zmienna losowa Λi , dla i = 1, 2, ma g¡sto±¢ wzgl¦dem miary
Lebesgue'a, postaci:

u(λi ) = exp
(yiλi − bi (λi )

τ2i
+ di (yi , τ2i )

)
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Klasyczny model Bühlmann'a. Propozycje mody�kacji
Skªadka Bayesowska i indywidualna dla modelu z przeª¡czeniem

Model z przeª¡czeniem dla rodziny rozkªadów wykªadniczych
Skªadka zaufania dla modelu z przeª¡czeniem

Przyjmuj¡c nast¦puj¡ce oznaczenia:
I

α1 =
w•

w• + σ21/τ
2
1

α2,k =
w ′′k,•

w ′′k,• + σ22/τ
2
2

Pkol
1 = EX ′ Pkol

2 = EX ′′

I

w• =
n∑

j=1
wj w ′k,• =

k−1∑

j=1
wj w ′′k,• =

n∑

j=k
wj

I

x =
n∑

j=1

wj
w•

xj x ′k =
k−1∑

j=1

wj
w ′k,•

xj x ′′k =
n∑

j=k

wj
w ′′k,•

xj

I Otrzymujemy, »e:
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Klasyczny model Bühlmann'a. Propozycje mody�kacji
Skªadka Bayesowska i indywidualna dla modelu z przeª¡czeniem

Model z przeª¡czeniem dla rodziny rozkªadów wykªadniczych
Skªadka zaufania dla modelu z przeª¡czeniem

Przyjmuj¡c nast¦puj¡ce oznaczenia:
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Klasyczny model Bühlmann'a. Propozycje mody�kacji
Skªadka Bayesowska i indywidualna dla modelu z przeª¡czeniem

Model z przeª¡czeniem dla rodziny rozkªadów wykªadniczych
Skªadka zaufania dla modelu z przeª¡czeniem

Przyjmuj¡c nast¦puj¡ce oznaczenia:
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w• + σ21/τ
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1
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w ′′k,•
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Pkol
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w• =
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j=1
wj w ′k,• =

k−1∑

j=1
wj w ′′k,• =
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j=k
wj
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x =
n∑

j=1

wj
w•

xj x ′k =
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Klasyczny model Bühlmann'a. Propozycje mody�kacji
Skªadka Bayesowska i indywidualna dla modelu z przeª¡czeniem

Model z przeª¡czeniem dla rodziny rozkªadów wykªadniczych
Skªadka zaufania dla modelu z przeª¡czeniem

Przyjmuj¡c nast¦puj¡ce oznaczenia:
I

α1 =
w•

w• + σ21/τ
2
1

α2,k =
w ′′k,•

w ′′k,• + σ22/τ
2
2

Pkol
1 = EX ′ Pkol

2 = EX ′′
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w• =
n∑

j=1
wj w ′k,• =

k−1∑

j=1
wj w ′′k,• =
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j=k
wj
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x =
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xj x ′k =
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w ′k,•
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Klasyczny model Bühlmann'a. Propozycje mody�kacji
Skªadka Bayesowska i indywidualna dla modelu z przeª¡czeniem

Model z przeª¡czeniem dla rodziny rozkªadów wykªadniczych
Skªadka zaufania dla modelu z przeª¡czeniem

I funkcja g1(x) przyjmuje posta¢:

g1(x) =
L1
M

I

L1 =

G(n + 1)exp
(
d1(y1, τ21 ) +

∏n
j=1 c1(xj ,

σ21
wj )
)(
α1x + (1− α1)Pkol

1

)

exp
(
d1
((σ21

τ21
+ w•

)−1(σ21
τ21

y1 + w•x
)
, σ21/

(σ21
τ21

+ w•
))) ,

I

M =
G(n)exp(

∏n
j=1 c1(xj ) + d1(y1, τ21 ))

exp
(
d1
((σ21

τ21
+ w•

)−1(σ21
τ21

y1 + w•x
)
, σ21/

(σ21
τ21

+ w•
)))

+

{ n∑
k=1

pk
exp(
∏k−1

j=1 c1(xj ) + d1(y1, τ21 ))

exp
(
d1
((σ21

τ21
+ w ′k,•

)−1(σ21
τ21

y1 + w ′k,•x
′
k
)
, σ21/

(σ21
τ21

+ w ′k,•
))

×
exp(
∏n

j=k c2(xj ) + d2(y2, τ22 ))

exp
(
d2
((σ22

τ22
+ w ′′k,•

)−1(σ22
τ22

y2 + w ′′k,•x
′′
k
)
, σ22/

(σ22
τ22

+ w ′′k,•
)))
}
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Klasyczny model Bühlmann'a. Propozycje mody�kacji
Skªadka Bayesowska i indywidualna dla modelu z przeª¡czeniem

Model z przeª¡czeniem dla rodziny rozkªadów wykªadniczych
Skªadka zaufania dla modelu z przeª¡czeniem

I funkcja g1(x) przyjmuje posta¢:

g1(x) =
L1
M

I

L1 =

G(n + 1)exp
(
d1(y1, τ21 ) +

∏n
j=1 c1(xj ,

σ21
wj )
)(
α1x + (1− α1)Pkol

1

)

exp
(
d1
((σ21

τ21
+ w•

)−1(σ21
τ21

y1 + w•x
)
, σ21/

(σ21
τ21

+ w•
))) ,

I

M =
G(n)exp(

∏n
j=1 c1(xj ) + d1(y1, τ21 ))

exp
(
d1
((σ21

τ21
+ w•

)−1(σ21
τ21

y1 + w•x
)
, σ21/

(σ21
τ21

+ w•
)))

+

{ n∑
k=1

pk
exp(
∏k−1

j=1 c1(xj ) + d1(y1, τ21 ))

exp
(
d1
((σ21

τ21
+ w ′k,•

)−1(σ21
τ21

y1 + w ′k,•x
′
k
)
, σ21/

(σ21
τ21

+ w ′k,•
))

×
exp(
∏n

j=k c2(xj ) + d2(y2, τ22 ))

exp
(
d2
((σ22

τ22
+ w ′′k,•

)−1(σ22
τ22

y2 + w ′′k,•x
′′
k
)
, σ22/

(σ22
τ22

+ w ′′k,•
)))
}
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Klasyczny model Bühlmann'a. Propozycje mody�kacji
Skªadka Bayesowska i indywidualna dla modelu z przeª¡czeniem

Model z przeª¡czeniem dla rodziny rozkªadów wykªadniczych
Skªadka zaufania dla modelu z przeª¡czeniem

I funkcja g1(x) przyjmuje posta¢:

g1(x) =
L1
M

I

L1 =

G(n + 1)exp
(
d1(y1, τ21 ) +

∏n
j=1 c1(xj ,

σ21
wj )
)(
α1x + (1− α1)Pkol

1

)

exp
(
d1
((σ21

τ21
+ w•

)−1(σ21
τ21

y1 + w•x
)
, σ21/

(σ21
τ21

+ w•
))) ,

I

M =
G(n)exp(

∏n
j=1 c1(xj ) + d1(y1, τ21 ))

exp
(
d1
((σ21

τ21
+ w•

)−1(σ21
τ21

y1 + w•x
)
, σ21/

(σ21
τ21

+ w•
)))

+

{ n∑
k=1

pk
exp(
∏k−1

j=1 c1(xj ) + d1(y1, τ21 ))

exp
(
d1
((σ21

τ21
+ w ′k,•

)−1(σ21
τ21

y1 + w ′k,•x
′
k
)
, σ21/

(σ21
τ21

+ w ′k,•
))

×
exp(
∏n

j=k c2(xj ) + d2(y2, τ22 ))

exp
(
d2
((σ22

τ22
+ w ′′k,•

)−1(σ22
τ22

y2 + w ′′k,•x
′′
k
)
, σ22/

(σ22
τ22

+ w ′′k,•
)))
}
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Klasyczny model Bühlmann'a. Propozycje mody�kacji
Skªadka Bayesowska i indywidualna dla modelu z przeª¡czeniem

Model z przeª¡czeniem dla rodziny rozkªadów wykªadniczych
Skªadka zaufania dla modelu z przeª¡czeniem

I funkcja g2(x) przyjmuje posta¢

g2(x) =
L2
M

I

L2 =

{ n+1∑
k=1

pk(α2,kx ′′k + (1− α2,k)Pkol
2 )

×
exp(
∏k−1

j=1 c1(xj ) + d1(y1, τ21 ))

exp
(
d1
((σ21

τ21
+ w ′k,•

)−1(σ21
τ21

y1 + w ′k,•x
′
k
)
, σ21/

(σ21
τ21

+ w ′k,•
))

×
exp(
∏n

j=k c2(xj ) + d2(y2, τ22 ))

exp
(
d2
((σ22

τ22
+ w ′′k,•

)−1(σ22
τ22

y2 + w ′′k,•x
′′
k
)
, σ22/

(σ22
τ22

+ w ′′k,•
)))
}
G(n + 1)

I Mianownik przyjmuje tak¡ sam¡ posta¢ jak dla funkcji g1
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Klasyczny model Bühlmann'a. Propozycje mody�kacji
Skªadka Bayesowska i indywidualna dla modelu z przeª¡czeniem

Model z przeª¡czeniem dla rodziny rozkªadów wykªadniczych
Skªadka zaufania dla modelu z przeª¡czeniem

I funkcja g2(x) przyjmuje posta¢

g2(x) =
L2
M

I

L2 =

{ n+1∑
k=1

pk(α2,kx ′′k + (1− α2,k)Pkol
2 )

×
exp(
∏k−1

j=1 c1(xj ) + d1(y1, τ21 ))

exp
(
d1
((σ21

τ21
+ w ′k,•

)−1(σ21
τ21

y1 + w ′k,•x
′
k
)
, σ21/

(σ21
τ21

+ w ′k,•
))

×
exp(
∏n

j=k c2(xj ) + d2(y2, τ22 ))

exp
(
d2
((σ22

τ22
+ w ′′k,•

)−1(σ22
τ22

y2 + w ′′k,•x
′′
k
)
, σ22/

(σ22
τ22

+ w ′′k,•
)))
}
G(n + 1)

I Mianownik przyjmuje tak¡ sam¡ posta¢ jak dla funkcji g1
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Klasyczny model Bühlmann'a. Propozycje mody�kacji
Skªadka Bayesowska i indywidualna dla modelu z przeª¡czeniem

Model z przeª¡czeniem dla rodziny rozkªadów wykªadniczych
Skªadka zaufania dla modelu z przeª¡czeniem

I funkcja g2(x) przyjmuje posta¢

g2(x) =
L2
M

I

L2 =

{ n+1∑
k=1

pk(α2,kx ′′k + (1− α2,k)Pkol
2 )

×
exp(
∏k−1

j=1 c1(xj ) + d1(y1, τ21 ))

exp
(
d1
((σ21

τ21
+ w ′k,•

)−1(σ21
τ21

y1 + w ′k,•x
′
k
)
, σ21/

(σ21
τ21

+ w ′k,•
))

×
exp(
∏n

j=k c2(xj ) + d2(y2, τ22 ))

exp
(
d2
((σ22

τ22
+ w ′′k,•

)−1(σ22
τ22

y2 + w ′′k,•x
′′
k
)
, σ22/

(σ22
τ22

+ w ′′k,•
)))
}
G(n + 1)

I Mianownik przyjmuje tak¡ sam¡ posta¢ jak dla funkcji g1
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Klasyczny model Bühlmann'a. Propozycje mody�kacji
Skªadka Bayesowska i indywidualna dla modelu z przeª¡czeniem

Model z przeª¡czeniem dla rodziny rozkªadów wykªadniczych
Skªadka zaufania dla modelu z przeª¡czeniem

De�nicja
Skªadk¡ zaufania PLB

i dla i-tego ryzyka (estymatorem zuafania µ(Θi ))
wyznaczon¡ na podstawie obserwacji X 1 . . .X n nazywamy najlepszy
mo»liwy estymator (oznaczamy Pcred) w klasie estymatorow postaci

I L(X , 1) =
{
µ̂(Θi ) : µ̂(Θi ) = c0 +

∑n
j=1 cjXj

}

I Pcred = argminµ̂(Θi )∈L(X ,1)E
((
µ̂(Θi )− µ(Θi )

)2)

Przyjmujemy nast¦puj¡ce oznaczenia (parametrów strukturalnych):
I

Var(µ1(Λ1)) = τ21 Var(µ2(Λ2)) = τ22 E (σ21(Λ1)) = σ21

I

E (σ22(Λ2)) = σ22 E (µ1(Λ1)) = µ1 E (µ2(Λ2)) = µ2
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Klasyczny model Bühlmann'a. Propozycje mody�kacji
Skªadka Bayesowska i indywidualna dla modelu z przeª¡czeniem

Model z przeª¡czeniem dla rodziny rozkªadów wykªadniczych
Skªadka zaufania dla modelu z przeª¡czeniem

De�nicja
Skªadk¡ zaufania PLB

i dla i-tego ryzyka (estymatorem zuafania µ(Θi ))
wyznaczon¡ na podstawie obserwacji X 1 . . .X n nazywamy najlepszy
mo»liwy estymator (oznaczamy Pcred) w klasie estymatorow postaci

I L(X , 1) =
{
µ̂(Θi ) : µ̂(Θi ) = c0 +

∑n
j=1 cjXj

}

I Pcred = argminµ̂(Θi )∈L(X ,1)E
((
µ̂(Θi )− µ(Θi )

)2)

Przyjmujemy nast¦puj¡ce oznaczenia (parametrów strukturalnych):
I

Var(µ1(Λ1)) = τ21 Var(µ2(Λ2)) = τ22 E (σ21(Λ1)) = σ21
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Szkic wyznaczania skªadki zaufania

Warto±ci c0, . . . cn, otrzymujemy z nastepuj¡cych zale»no±ci:
I E (c0 +

∑n
j=1 cjXj − ξn+1µ1(Λ1)− ξ′n+1µ2(λ2)) = 0,

I c0 = µ1 − G (n + 1)(µ1 − µ2)−
∑n

j=1 cj(G (j)µ1 + G (j)µ2),
I
∑n

j=1 cj cov(Xj ,Xr )︸ ︷︷ ︸
Kj,r

= cov(ξn+1µ1(λ1) + ξ
′
n+1µ2(Λ2),Xr )︸ ︷︷ ︸

br
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gdzie:
I

Kj,r = G (max(j , r))(σ21 + τ21 + µ21)− µ21G (j)G (r)
+ G (min(r , j))(σ22 + τ22 + µ22)− 2G (max(j , r))G (min(j , r))µ1µ2

I

br = G (n + 1)(σ21 + τ21 ) + G (r)(σ22 + τ22 ) + G (n + 1)G (r)(µ1 − µ2)2
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Model z przeª¡czeniem dla rodziny rozkªadów wykªadniczych
Skªadka zaufania dla modelu z przeª¡czeniem

Niech:
I zmienna losowa Λ1 ma rozkªad Gamma(a1, b1),
I zmienna losowa Λ2 ma rozkªad Gamma(a2, b2),
I zmienna lsowa N ma rozkªad dyskretny,
I zmienne losowe X ′j maj¡ warunkowy rozkªad Poissona(λ1),
I zmienne losowe X ′′j maj¡ warunkowy rozkªad Poissona(λ2).
I Wówczas

g1(X) =
L1
M
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Przykªad skªadki Bayesowskiej w modelu z przeª¡czeniem
I

M =
G(n + 1)ba11 Γ(

∑n
j=1 xj + a1)

Γ(a1)x1!, . . . xn!(n + b1)
∑n

j=1 xj+a1

+ G(n + 1)
n∑

k=1

{
pk

ba11 Γ(
∑k−1

j=1 xj + a1)

Γ(a1)(k − 1 + b1)
∑k−1

j=1 xj+a1
(x1! . . . xk−1!)

×
ba22 Γ(

∑n
j=k xj + a2)

Γ(a2)(n − k + 1 + b2)
∑n

j=k xj+a2
(xk ! . . . xn!)

}

I

L1 =
G (n + 1)ba11 Γ(

∑n
j=1 xj + a1)

Γ(a1)X ′1! . . . xn!(n + b1)
∑n

j=1 xj+a1

∑n
j=1 xj + a1
(n + b1)
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I

g2(x) =
L2
M

I

L2 = G(n + 1)
n∑

k=1
pk

Γ(
∑k−1

j=1 xj + a1)ba11

(n − k + 1 + b2)
∑n

j=k xj+a2
Γ(a1)

×
ba22 Γ(

∑n
j=k xj + a2)

Γ(a2)(k − 1 + b1)
∑k−1

j=1 xj+a1x1!, . . . xk−1!xk ! . . . xn!

n∑
j=k

xj + a2
n − k + 1 + b2

I Mianownik jak dla g1
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Zako«czenie

Dzi¦kuj¦ za uwag¦!
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