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ej = (Ci’l\cj)'

Podwdjnie stochastyczny tancuch Markowa umozliwia nam modelowanie
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> fi(x1k—1) gestos¢ brzegowa rozktadu cechy dla k — 1 obserwacji w
modelu przed przetaczeniem, f(xk,,) gestos¢ brzegowa rozktadu
cechy dla obserwacji od k do n w modelu z przetaczeniem,
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> fi(x1k—1) gestos¢ brzegowa rozktadu cechy dla k — 1 obserwacji w
modelu przed przetaczeniem, f(xk,,) gestos¢ brzegowa rozktadu
cechy dla obserwacji od k do n w modelu z przetaczeniem,

> fi(x1k—1 | A1) gestos¢ warunkowa pod warunkiem A; = Ay w
modelu przed przetaczeniem, f(xk,n | A2) gestos¢ warunkowa pod
warunkiem Ay = Ay w modelu z przetaczeniem.
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» Koniecznos¢ wyznaczenia warunkowych wartosci oczekiwanych dla
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cechy dla obserwacji od k do n w modelu z przetaczeniem,

> fi(x1k—1 | A1) gestos¢ warunkowa pod warunkiem A; = Ay w
modelu przed przetaczeniem, f(xk,n | A2) gestos¢ warunkowa pod
warunkiem Ay = Ay w modelu z przetaczeniem.

» Koniecznos¢ wyznaczenia warunkowych wartosci oczekiwanych dla
rozktadéw mieszanych.

» Wyznacze

a(X): = E(&nsipa(M) | Xe,.o o, Xn)
©(X): = E(En1ma(A) | Xis ..o\ Xa)

Aleksandra Chowafiska i Elzbieta Ferenstein Sktadki zaufania w modelach ze zmiennym w czasie parametrem ryz;



Sktadka Bayesowska i indywidualna dla modelu z przetaczeniem

Sktadka Bayesowska dla modelu z przetaczeniem

Przy wyznaczaniu warunkowych wartosci oczekiwanych dla rozktadéw
mieszanych korzystam z twierdzenia.

Swierdzenie (wersja twierdzenia Bayesa)

Niech X wektor losowy n-wymiarowy, Y wektor losowy m-wymiarowy
spetniajacymi warunek

PXcA|Y=y)= / h(x, y)v(dx)

gdzie h: R" x R™ — R”, a v jest miarg o-skoriczong oraz ¢: R™ — R™
Jest funkcja borelowska, taka, ze E | p(Y) |< oco. Wowczas

N h(xy)
E00) X =0 = [ o) gt (@)
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Sktadka Bayesowska i indywidualna dla modelu z przetaczeniem

Sktadka Bayesowska dla modelu z przetaczeniem

> Gestos¢ brzegowa fx(x1,5).przyjmuje nastepujaca postaé

fx(x1n) = E(n)fl(xl,n)+Zpkfl(xl,k71)fZ(Xk,n)

k=1
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Sktadka Bayesowska i indywidualna dla modelu z przetaczeniem

Sktadka Bayesowska dla modelu z przetaczeniem

> Gestos¢ brzegowa fx(x1,5).przyjmuje nastepujaca postaé

fx(x1n) = E(n)fl(xl,n)+Zpkfl(xl,k71)fZ(Xk,n)

k=1

gi(x): = E(&ny1pa(M1) | x1,. .. xn)

G(n+1) Jo~ t(M)pa (M)Al [ M)dh
G(n)fi(x1,n) + X p—g Prfi(x1k—1)Fa(Xk,n)
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Sktadka Bayesowska dla modelu z przetaczeniem

G(n+ 1)1 (x1n)

+1  f(x )2 (Xk,n)
()"‘221 Pk Ifr;(;“)k

gi(x) =
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Sktadka Bayesowska i indywidualna dla modelu z przetaczeniem

Sktadka Bayesowska dla modelu z przetaczeniem

G(n+ 1)1 (x1n)

+1  f(x )2 (Xk,n)
G(n) + 2205 pr 1ff;(xll,,) =

gi(x) =

» Wyznaczenie drugiej warunkowej wartosci oczekiwanej
G(n+1) Y0t o Jo u2(M2)ia(A2) Xk ,n o)
G(n)fl(x17,,) + Zzzl Prfi(x1 k1) (xk.n)

_ G(n+1) 01 putiz (xe.n) o (Xk.n)
G(n)fl(xl’,,) + Zk:l Pkfl(xl,kfl)fZ(ka)

& (X):
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Model z przetgczeniem dla rodziny rozktadéw wyktadniczych

Twierdzenie dla rozktadéw z rodziny wyktadniczej i

rozktadéw do nich sprzezonych

Twierdzenie
Zaktadamy, ze
a) jesli k > n to zmienne losowe Xy, ... X, maja gestos¢ (wzgledem
miary Lebesgue’a lub miary biezacej), postaci:

xjA1 — bi(A1)
a3/ wj

of
) = exp( +as. D))

Wj
gdzie funkcja by () jest funkcja rzeczywista, rézniczkowalng zmiennej
A1, funkcja c1() funkcja rzeczywista, natomiast state wj, o2 eR,
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Model z przetgczeniem dla rodziny rozktadéw wyktadniczych

Twierdzenie dla rozktadéw z rodziny wyktadniczej i
rozktadéw do nich sprzezonych

b) jesli k < n to zmienne losowe X{,...X,_, spetniajg zatozenia
punktu a), natomiast zmienne losowe X)/, ... X,  maja warunkowa
gestos¢ postaci

iAo — ba(A 2
hu0g) = enp (902 20 oy, 7 ),

U%/Wj j

gdzie funkcja by() jest funkcja rzeczywista, rézniczkowalng zmiennej
X2, funkcja co() jest funkcjg rzeczywista, natomiast state wj, o3 € R,

¢) zmienna losowa N;, dla i = 1,2, ma gastos¢ wzgledem miary
Lebesgue’a, postaci:

iAi — bi(A;
o) = e (L) gy, 7))

i

Aleksandra Chowafiska i Elzbieta Ferenstein
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Model z przetgczeniem dla rodziny rozktadéw wyktadniczych

Przyjmujac nastepujace oznaczenia:
>

"
We Wi e

——— k= P’ = EX" P = EX"
We + 02 /72 2k ! 2

a1 = — 5 5
" 2 /2
wy o +05/7;3
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Model z przetgczeniem dla rodziny rozktadéw wyktadniczych

Przyjmujac nastepujace oznaczenia:

>
4
We x
0= ——s = ———is P =EX'" P{ = EX"
We + 07 /71 Wy o +03/73
>

n n
_ . / _ . "o .
We = wj Wk,o - Wj Wk,o - Wj
j=t =k

.
Il
-

Aleksandra Chowansk Izbieta Ferens aufania w modelach ze zmiennym w czasie parametrem ryz



Model z przetgczeniem dla rodziny rozktadéw wyktadniczych

Przyjmujac nastepujace oznaczenia:

>
w!
= We a ko
1= — 5795 2.k =~ 57 9
we +0F/7¢ wie +03/73
>
n k—1
We = g w; g w
j=1 j=1
| 4
n Wi k—1 w
X=) x  Xi= X
: We : Wi o
Jj=1 j=1 )

Aleksandra Chowansk Izbieta Ferens

Pl = EX" Py = EX"

n

" _2 : .

Wk,o - Wj
j=k

,.
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Model z przetgczeniem dla rodziny rozktadéw wyktadniczych

Przyjmujac nastepujace oznaczenia:

>
"
We Wie
o = ) ok = - 5 s P{(OI _ EX, Pé(OI —E "
W, + 07/ WY o +05/75
>
n k—1 n
_ / _ "o
We = E :Wj Wie = Wi Wi,e = E wj
j=1 j=t i=k
| 4
n w k—1 w n
. . o Wi
- J _ J _ J
X = " Xj /k = w! Xj X“k = E WTX_,
j=1 j=1 ke j=k ke

> Otrzymujemy, ze:

Aleksandra Chowafiska i Elzbieta Ferenstein
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Model z przetgczeniem dla rodziny rozktadéw wyktadniczych

» funkcja g1(x) przyjmuje postac:

— Ll
gi(x) = M
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Model z przetgczeniem dla rodziny rozktadéw wyktadniczych

» funkcja g1(x) przyjmuje postac:

— Ll
gi(x) = M

o~ n (72 —_
G(n+ 1)exp(d1(y1, 7'12) + Hj:l a(xj, Vj)) (alx + (1 — al)P{(ol)

exP(d1((% + w.)*l(gﬂ + w.?),gf/(% + W.)))

Ly =

Aleksandra Chowansk Izbieta Ferens aufania w modelach ze zmiennym w czasie parametrem ryz



Model z przetgczeniem dla rodziny rozktadéw wyktadniczych

» funkcja g1(x) przyjmuje postac:

Ly

gi(x) =

= (72 p—
G(n+ 1)exp(d1(y1, 7'12) + Hn: a(xj, Vj)) (alx + (1 — al)P{(ol)

o

PATE

=N

+W.)71( 2y1+w.x) 01/( 2 +W‘)))

[N

G(n) eXp(H i1 1 +d1(y1771))
EXP(dl((%-i-W.) 1(%y1+w.x) 01/( +W.)))

ep(di((FF+wi.) (B +w 70).03/(2

exp([[7_, c20) + da(y2,73))

exp(c (% + i) " (Gre+ wi K)o/ (3 +ww»}

Sktadki zaufania w modelach ze zmiennym w czasie parametrem ryz;
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Model z przetgczeniem dla rodziny rozktadéw wyktadniczych

» funkcja g»(x) przyjmuje postac
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Model z przetgczeniem dla rodziny rozktadéw wyktadniczych

» funkcja g»(x) przyjmuje postac

Ly

L
&(x) = Mz

n+1
= {Zpk(az,k?/k/ + (1 — ag k) Pr)
k=1

exp([ /5" 1) + di (1, 72))

X
exp(e (3 + ) " (T +wi3) o3/ (3 +wL))
7 i)+ da(y2, 72
§ . exp(li[jlzk;z(xj)-i- 2(32 73)) _ }G(n+1)
oo(@((F + i) (Gt v 50).o3/(F + i)

Sktadki zaufania w modelach ze zmiennym w czasie parametrem ryz;
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Model z przetgczeniem dla rodziny rozktadéw wyktadniczych

» funkcja g»(x) przyjmuje postac

L
g200) = 17
>
n+1
L = {Zpk(az,k?'k' + (1= az,)P3)
k=1
x e ([T 1) + (0, 79)
exp(d1 ((% + W,'(’.)71 (:Tz)/l + WL,-}L)’O%/(%E + W‘lﬂ'))
1.1 i d El 2
. . exp(li[jlzk;z(xj)-i- 2 (y2,73)) - }G(n+1)
xp (@ ((5F + i) (et i) o) (5 i)

» Mianownik przyjmuje taka samg posta¢ jak dla funkcji g1

Sktadki zaufania w modelach ze zmiennym w czasie parametrem ryz;
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Sktadka zaufania dla modelu z przetaczeniem

Definicja
Skfadka zaufania P'B dla i-tego ryzyka (estymatorem zuafania (©;))

1
wyznaczong na podstawie obserwacji X ... X, nazywamy najlepszy

mozliwy estymator (oznaczamy pered) w klasie estymatorow postaci
» L(X,1) = {A(® @)—co—l—zjlch}

» pored — argmin,;(@,.)eL(x;)E((ﬂ(@i) - M(@i)) )

Przyjmujemy nastepujace oznaczenia (parametréw strukturalnych):

>

Var(pi(Ay)) = 71 Var(p2(N2)) = 73 E(o3 (A1) = o3

E(03(N)) =03  E(m(M))=m  E(u2(N2)) = p2
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Definicja
Skfadka zaufania P'B dla i-tego ryzyka (estymatorem zuafania (©;))

1
wyznaczong na podstawie obserwacji X ... X, nazywamy najlepszy

mozliwy estymator (oznaczamy pered) w klasie estymatorow postaci
» L(X,1) = {A(® @)—co—l—zjlch}

» pored — argmin,;(@,.)eL(x;)E((ﬂ(@i) - M(@i)) )

Przyjmujemy nastepujace oznaczenia (parametréw strukturalnych):

>

Var(pi(Ay)) = 71 Var(p2(N2)) = 73 E(o3 (A1) = o3

E(03(N)) =03  E(m(M))=m  E(u2(N2)) = p2
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Definicja
Skfadka zaufania P'B dla i-tego ryzyka (estymatorem zuafania (©;))

1
wyznaczong na podstawie obserwacji X ... X, nazywamy najlepszy

mozliwy estymator (oznaczamy pered) w klasie estymatorow postaci
» L(X,1) = {A(® @)—co—l—zjlch}

» pored — argmin,;(@,.)eL(x;)E((ﬂ(@i) - M(@i)) )

Przyjmujemy nastepujace oznaczenia (parametréw strukturalnych):

>

Var(pi(Ay)) = 71 Var(p2(N2)) = 73 E(o3 (A1) = o3

E(03(N)) =03  E(m(M))=m  E(u2(N2)) = p2
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Sktadka zaufania dla modelu z przetaczeniem

Definicja
Skfadka zaufania P'B dla i-tego ryzyka (estymatorem zuafania (©;))

1
wyznaczong na podstawie obserwacji X ... X, nazywamy najlepszy

mozliwy estymator (oznaczamy pered) w klasie estymatorow postaci
» L(X,1) = {A(® @)—co—l—zjlch}

» pored — argmin,;(@,.)eL(x;)E((ﬂ(@i) - M(@i)) )

Przyjmujemy nastepujace oznaczenia (parametréw strukturalnych):

>

Var(pi(Ay)) = 71 Var(p2(N2)) = 73 E(o3 (A1) = o3

E(03(N)) =03  E(m(M))=m  E(u2(N2)) = p2

Aleksandra Chowafiska i Elzbieta Ferenstein Sktadki zaufania w modelach ze zmiennym w czasie parametrem ryz;



Sktadka zaufania dla modelu z przetaczeniem

Szkic wyznaczania sktadki zaufania

Wartosci ¢, . . . ¢, otrzymujemy z nastepujacych zaleznosci:
> E(co+ 271 GXj — Enpain(M) — &pa2(X2)) =0,
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Sktadka zaufania dla modelu z przetaczeniem

Szkic wyznaczania sktadki zaufania

Wartosci ¢, . . . ¢, otrzymujemy z nastepujacych zaleznosci:
> E(co+ 271 GXj — Enpain(M) — &pa2(X2)) =0,
> =1~ G(n+1)(m — p2) = 37 (G + G()u2),
j
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Sktadka zaufania dla modelu z przetaczeniem

Szkic wyznaczania sktadki zaufania

Wartosci ¢, . . . ¢, otrzymujemy z nastepujacych zaleznosci:
> E(co+ 271 GXj — Enpain(M) — &pa2(X2)) =0,
> o= pn— G(n+1) (1 — p2) = 37 (G + G()pa),
> 31 G eov(X;, Xo) = cov(€nrapn (M) + Eppapia(A2), Xr)

Ki.r by
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Sktadka zaufania dla modelu z przetaczeniem

Sktadka zaufania dla modelu z przetaczeniem
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Sktadka zaufania dla modelu z przetaczeniem

Sktadka zaufania dla modelu z przetaczeniem

Kir = G(max(j,r))(of + 7 + 1) — p1G()G(r)
+ G(min(r,j))(03 + 73 + p3) — 2G(max(j, r)) G(min(j, r))p1pi2
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Sktadka zaufania dla modelu z przetaczeniem

Sktadka zaufania dla modelu z przetaczeniem

gdzie:
Kir = G(max(j,r))(of + 7 + 1) = p1GU)G(r)
+ G(min(r,j))(03 + 73 + p3) — 2G(max(j, r)) G(min(j, r))p1pi2

by = G(n+1)(0F +77) + G(r)(05 +73) + G(n+1)G(r) (11 — p2)°
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Sktadka zaufania dla modelu z przetaczeniem

Niech:

» zmienna losowa A; ma rozktad Gamma(ay, b;),
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Sktadka zaufania dla modelu z przetaczeniem

Niech:
» zmienna losowa A; ma rozktad Gamma(ay, b;),

» zmienna losowa A, ma rozktad Gamma(a,, by),
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Sktadka zaufania dla modelu z przetaczeniem

Niech:
» zmienna losowa A; ma rozktad Gamma(ay, b;),
» zmienna losowa A, ma rozktad Gamma(a,, by),

» zmienna Isowa N ma rozktad dyskretny,
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Sktadka zaufania dla modelu z przetaczeniem

Niech:
» zmienna losowa A; ma rozktad Gamma(ay, b;),
» zmienna losowa A, ma rozktad Gamma(a,, by),
» zmienna Isowa N ma rozktad dyskretny,
>

zmienne losowe X/ maja warunkowy rozkfad Poissona(A1),

Aleksandra Chowafiska i Elzbieta Ferenstein Sktadki zaufania w modelach ze zmiennym w czasie parametrem ryz;



Sktadka zaufania dla modelu z przetaczeniem

Niech:

>

| 4
>
>
>

zmienna losowa A; ma rozktad Gamma(ay, b1),

zmienna losowa A, ma rozktad Gamma(ay, b),

zmienna Isowa N ma rozktad dyskretny,

zmienne losowe X/ maja warunkowy rozkfad Poissona(A1),
zmienne losowe X;" maja warunkowy rozkfad Poissona(),).
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Sktadka zaufania dla modelu z przetaczeniem

Niech:

>

vV v.v v Yy

zmienna losowa A; ma rozktad Gamma(ay, b1),

zmienna losowa A, ma rozktad Gamma(ay, b),

zmienna Isowa N ma rozktad dyskretny,

zmienne losowe X/ maja warunkowy rozkfad Poissona(A1),
zmienne losowe X;" maja warunkowy rozkfad Poissona(),).
Wéwczas

L
&i(X) = Ml
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Sktadka zaufania dla modelu z przetaczeniem

Przyktad sktadki Bayesowskiej w modelu z przetaczeniem

>

G(n+1)b3T (307 % + a1)

May)xt!, ... xn!(n + bl)zi:: g

" b x + an)
+ G(n+ 1)Z{pk S
k=1 F(al)(k —1+b1)zl':1 X‘i+a:l(X1!...Xk,:l!)
b;zr(Z},:k X;j + az)
: J

Maz)(n—k+1+ bz)zi:k TR )
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Sktadka zaufania dla modelu z przetaczeniem

Przyktad sktadki Bayesowskiej w modelu z przetaczeniem

>
M G(n+ 1B, %+ a1)
M(a1)xl,.. an(n+b1)zl L ita1
- bitr {(71 i+a
+ G(n+1)2{pk 1 (ijlx, 1)
Flan)(k — 1+ ba) 2 7 (g1 )
bazr(zj kXJ+32) }
X
F(a2)(n — K+ 1+ b2)2=ik T (1)
S
. Gn+1bPT(XC7 x5 +a1) Yjyx+a
1 =

Ma)X{!. .. xa!(n+ bl)z}':l xt+ar (n+ by)
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Sktadka zaufania dla modelu z przetaczeniem

Przyktad sktadki Bayesowskiej w modelu z przetaczeniem

>

L
&(x) = Mz
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Przyktad sktadki Bayesowskiej w modelu z przetaczeniem

S
Ly
gz(l)zﬂ
>
n k_l a:
r(» . " xj+ a1)b*
L = Gn+1)Y p 2 JZ -
k=1 (n—k+ 14 bp)&i=c 971 (5)

b;2 r(z;:k Xj + az) i xj + a2

Zk* n—k+1+bs
F(az)(k71+b1) i=1 X1!,...Xk,1!Xk!...Xn! j=k

1
Xj+a1

Aleksandra Chowafiska i Elzbieta Ferenstein Sktadki zaufania w modelach ze zmiennym w czasie parametrem ryz;



Sktadka zaufania dla modelu z przetaczeniem

Przyktad sktadki Bayesowskiej w modelu z przetaczeniem

S
Ly
gz(l)zﬂ
>
n k_l a:
r(» . " xj+ a1)b*
L = Gn+1)Y p 2 JZ -
k=1 (n—k+ 14 bp)&i=c 971 (5)

b;2 r(z;:k Xj + az) i xj + a2

Zk* n—k+1+bs
F(az)(k71+b1) i=1 X1!,...Xk,1!Xk!...Xn! j=k

1
Xj+a1

» Mianownik jak dla g1
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Zakonczenie

Dziekuje za uwage!
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