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Motywacje 
 

Wykorzystywane w większości przedsiębiorstw w Polsce metody statystyczne na 

ogół nie są odporne na występowanie pośród danych jednostek odstających, złą 

specyfikację modeli stochastycznych generujących dane itd. 

• Wystarczy jedna obserwacja odstająca (np. błąd we wpisywaniu danych) a 

procedura decyzyjna opierająca się o średnią z próby, macierz kowariancji, 

autokorelację moŜe okazać się bezuŜyteczna. 

• Środki na rozwój płyną nie tam gdzie są potrzebne. 

• Absolwent nie otrzymuje kredytu gdyŜ jego ryzyko kredytowe zostaje 

przeszacowane. 

• Portfel ubezpieczyciela generuje straty. 

• Reguła diagnostyczna wadliwie kwalifikuje pacjentów . 
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Plan referatu 
 

1. Warunki określoności estymatora największej wiarygodności (NW) parametrów 

modelu logistycznego. 

 

2. Koncepcja głębi regresyjnej. 

 

3. Zastosowanie głębi regresyjnej do pomiaru „bliskości nieokreśloności” estymatora 

NW  parametrów modelu logistycznego. 

 

4. Propozycja odpornego estymatora parametrów modelu logistycznego 

wykorzystującego głębię regresyjną. 
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I. Wprowadzenie 
 

Regresję logistyczną wykorzystujemy do modelowania prawdopodobieństwa, Ŝe 

zdarzenie zaleŜne od wektora zmiennych objaśniających nastąpi. Zdarzenia mogą być 

interpretowane jako sukcesy i poraŜki. 

 

Obserwujemy ( , )yx  gdzie 1 1( ,..., )px x −=x  jest wektorem zmiennych 

objaśniających, y  moŜe przyjmować wartości 1 lub 0. MoŜna rozpatrywać x  jako 

ustalony bądź losowy. 

 

Aby modelować zaleŜność y  od x , zakładamy Ŝe ( 1)P y =  zaleŜy od ( ,1) tβx  dla 

pewnego nieznanego 1( ,..., )
p

pβ β β= ∈ ℝ .  
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PoniewaŜ ( 1) [0,1]P y = ∈  oraz ( ,1) tβx  moŜe przyjąć kaŜdą wartość rzeczywistą, 

na ogół zakłada się, Ŝe 

                                                     ( 1) (( ,1) )tP y F β= = x ,                                          (1) 

gdzie za tzw. funkcj ę wiązania  F  bierzemy dowolną ciągłą dystrybuantę.  

 

JeŜeli x  traktujemy jako losowy zakłada się Ŝe prawdopodobieństwa są warunkowe 

                                                ( 1 | ) (( ,1) )tP y F β= =x x ,                                         (1*) 
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Niech 1 1( , )yx ,…,( , )n nyx  będzie próbą z modelu (1), gdzie 1 ,..., nx x  są ustalone. 

Model logistyczny  z wyrazem wolnym zakłada, Ŝe odpowiedzi iy  są realizacjami  

niezaleŜnych zmiennych losowych iY , które mają rozkłady Bernoulliego z 

prawdopodobieństwami sukcesu 

                                          (( ,1) ) (0,1)t
iF β ∈x , 1,...,i n= ,                                        (2) 

gdzie pβ ∈ ℝ  jest nieznane oraz zakładamy, Ŝe zbiór wszystkich ( ,1)ix  jest pełnego 

rzędu. 

Jako funkcję wiązania bierze się dystrybuantę rozkładu logistycznego 

                                                  
1

( )
1 exp( )

F x
x

=
+ −

.                                                 (3) 
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II. Warunki istnienia estymatora NW w modelu logistycznym 
 

Klasycznym estymatorem nieznanego wektora parametrów modelu logistycznego 

jest estymator największej wiarygodności.  

 

Wprowadźmy oznaczenie ( ) (( ,1) )ti ip Fβ β= x . Obserwowane odpowiedzi 1,..., ny y  

są realizacjami zmiennej losowej przyjmującej wartości 1 i 0 z prawdopodobieństwami 

odpowiednio ( )ip β  oraz 1 ( )ip β− , stąd funkcja częstości przyjmuje postać 

                                        ( ) 1( , ) (1 ( ))i iy y
i iip y p pβ β β −= − ,                                    (5) 

Logarytm wiarygodności ( )L β  próby  dany jest jako 

                             [ ]
1

log ( ) log ( ) (1 )log(1 ( ))
n

i i i i

i

L y p y pβ β β
=

= + − −∑ ,            (6) 
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RóŜniczkując (6) i przyrównując do zera otrzymujemy równania wiarygodności 

                            ( ) ( )'

1

( )
( ,1 ) ,1

( )(1 ( )

n
i i t

i i
i ii

y p
F

p p

β
β

β β=

−
=

−∑ x x 0,                               (7) 

W przypadku regresji logistycznej moŜna pokazać, Ŝe '( ) ( )(1 ( ))F y F y F y= − stąd 

w przypadku rozkładu logistycznego równania wiarygodności przyjmują postać 

                                      ( )
1

( ( )) ,1
n

t
i i i

i

y p β
=

− =∑ x 0.                                               (8)                         

  

Warto podkreślić, Ŝe estymator NW nie zawsze istnieje. 

 

Warunki istnienia estymatora NW badali Albert i Anderson (1984) oraz Santner i 

Duffy (1986).  
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JeŜeli chcemy przewidywać wartości iy  na podstawie odpowiadającego wektora 

zmiennych objaśniających ix , to wymarzoną byłaby taka sytuacja w której mamy do 

czynienia z  „całkowitym rozdzieleniem ” ( ang. complete separation) sukcesów i 

poraŜek, tzn. gdy istnieje pβ ∈ ℝ  , taka Ŝe 

                                                  ( ,1) 0tβ >x  jeŜeli 1iy = , 

                                                  ( ,1) 0tβ <x  jeŜeli 0iy = ,  dla 1,...,i n= . 

 

Zbiór danych który nie jest całkowicie rozdzielony jest quasi całkowicie rozdzielony  

jeŜeli istnieje wektor  \ {0}pβ ∈ ℝ , taki Ŝe 

                                                 ( ,1) 0tβ ≥x  jeŜeli 1iy =  

                                                 ( ,1) 0tβ ≤x  jeŜeli 0iy = , dla 1,...,i n=  

oraz istnieje {1,..., }j n∈  taki, Ŝe ( ,1) 0tβ =x . 



 10
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          X1   X2   Y 
 [1,]   -1.5    0    0 
 [2,]   -1.0    3    1 
 [3,]    0.0    1    0 
 [4,]    0.0    2    0 
 [5,]    1.0    2    0 
 [6,]    1.0    4    0 
 [7,]    2.0    2    1 
 [8,]    3.0    1    1 
 [9,]    3.0    3    1 
[10,]   3.5   4    1 
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Powiemy, Ŝe w zbiorze danych występuje zachodzenie  (ang. overlap ) jeŜeli nie 

istnieje całkowite ani quasi całkowite rozdzielenie. 

 

Zarówno dla modelu logistycznego jak i modelu probi towego Albert i Anderson 

(1984) oraz Santner i Duffy (1986) pokazali, Ŝe estymator NW wektora parametrów 

β  istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy w zbiorze danych  wyst ępuje zachodzenie. 

 

Geometryczna interpretacja – estymator NW istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy nie 

istnieje hiperpłaszczyzna, która rozdziela sukcesy i poraŜki, przy czym sama  

hiperpłaszczyzna moŜe zawierać zarówno sukcesy jak i poraŜki. 
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Fakt ten stanowi problem z punktu widzenia poszukiwania estymatorów odpornych. 

Wiele estymatorów odpornych konstruuje się w ten sposób, Ŝe punkty odstające są 

usuwane bądź stosownie zmniejsza się ich wkład (waŜona metoda NW, M-estymatory). 

MoŜe się zdarzyć, Ŝe w całym zbiorze występuje zachodzenie lecz w zredukowanym 

zbiorze juŜ nie występuje. 

 

 
 

 

 

 

 

 

 



 14

Oznaczamy noverlap  najmniejszą liczbę obserwacji, których usunięcie niszczy 

zachodzenie na siebie  sukcesów i poraŜek w zbiorze danych. 

Oznaczmy ncomplete  – najmniejszą liczba obserwacji, których usunięcie prowadzi do 

całkowitego rozdzielenia. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

      

                        ncomplete  = 1 ; n overlap = 1                       ncomplete  = 0 ; noverlap = 0 
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(!) Wielkość overlapn  często jest niewielka, zwłaszcza w wyŜszych wymiarach, tak Ŝe 

oszacowanie modelu logistycznego często zaleŜy krytycznie zaledwie od kilku 

obserwacji. 

ZauwaŜmy, Ŝe zastępując noverlap  punktów poprzez inne noverlap  punktów leŜących po 

właściwej stronie hiperpłaszczyzny ( ,1) 0tβ =x , sprawimy, Ŝe estymator NW zmierza 

do nieskończoności. 

(!) Powiemy, Ŝe punkt załamania estymatora NW w tym przypadku wynosi overlapn n .  

 

(!) ZauwaŜmy, Ŝe punkty które zastępujemy  noverlap  punktami nie muszą być 

punktami odstającymi. Fakt, Ŝe punkty, które prowadzą do załamania estymatora NW 

nie muszą być jednostkami ostającymi zaobserwowali pierwsi Croux, Flandre and 

Haesbreack (2002). 
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Christmann i Rousseeuw (2004) pokazali, Ŝe pojęcie gł ębi regresyjnej mo Ŝe 

zostać wykorzystane do pomiaru wielko ści rozdzielenia pomi ędzy sukcesami i 

pora Ŝkami (zachodzenia na siebie sukcesów i pora Ŝek). 
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III. Koncepcja głębi regresyjnej  

 
  W przypadku modelu regresji liniowej, rozpatruje się zbiór danych postaci  

,1 , 1{( ,..., , ); 1,..., } p
n i i p iZ x x y i n−= = ⊂ ℝ , 

 

Oznaczmy część x  kaŜdego punktu danych przez 1
,1 , 1( ,..., ) p

i i i px x −
−= ∈x ℝ . 

Naszym celem jest dopasować do iy  afiniczną hiperpłaszczyznę w p
ℝ , tzn. 

1 ,1 1 , 1(( ,1) ) ...t
i i p i p pg b x b x b− −= + + +x b , 

gdzie 1( ,..., )
p

pb b= ∈b ℝ . 
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Definicja 1  : Wektor 1( ,..., )
p

pb b= ∈b ℝ  nazwiemy niedopasowaniem do nZ  

jeŜeli istnieje hiperpłaszczyzna afiniczna V  w przestrzeni x  ów taka, Ŝe Ŝadne ix  nie 

naleŜy do V  i taka, Ŝe reszta  ( ) (( ,1) ) 0t
i i ir y g= − >b x b  dla wszystkich ix  leŜących 

w jednej z jej otwartych półprzestrzeni, oraz ( ) 0ir <b  dla wszystkich ix  w drugiej 

otwartej półprzestrzeni. 

 

Definicja 2  : Głębia regresyjna ( , )nrdepth Zb  dopasowania 1( ,..., )
p

pb b= ∈b ℝ  

względem zbioru danych p
nZ ⊂ ℝ  jest najmniejszą liczbą obserwacji, które naleŜy 

usunąć, aby sprawić, Ŝe b będzie niedopasowaniem w sensie definicji 1. 
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Estymator maksymalnej głębi regresyjnej - linia czerwona ; 
estymator NK - linia niebieska

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

x
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y
y=0.5+2.5*x (rdepth=5)

y=9.45 - 0.186*x (rdepth=2) - est. NK

y=-10+2.5*x (rdepth=0)
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Istnieje zwi ązek pomi ędzy gł ębią regresyjn ą i całkowitym rozdzieleniem . 

 

Dla zbioru danych   ,1 , 1{( ,..., ); 1,..., }n i i pZ x x i n−= =  z binarną odpowiedzią iy  

rozwaŜmy afiniczną hiperpłaszczyznę daną przez dopasowanie * (0,..., 0, 0.5)=b . 

 

Okazuje się, Ŝe *
b  jest niedopasowaniem wtedy i tylko wtedy, gdy 0completen = , 

ogólniej *( , )complete nn rdepth Z= b .  

 

(!) Wielkości completen  oraz overlapn  mogą być obliczane za pomocą algorytmu dla 

głębi regresyjnej dla danej hiperpłaszczyzny. Stosowne algorytmy do obliczania tych 

wielkości proponują i udostępniają na stronach projektu R - Christmann i Rousseeuw.  

 



 21

Rysunek przedstawia dane dotyczące bankructw 50 przedsiębiorstw w zaleŜności 

od wartości dwóch wskaźników – wartość sprzedaŜy jako procent wartości aktywów 

(S/TA) oraz wartości księgowej aktywów do wartości księgowej zobowiązań (BVE/BVL). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Wartość ncomplete w przypadku tego zbioru danych wynosi 9. Usunięcie dziewięciu 

obserwacji prowadzi do nieistnienia estymatora NW. 

Źródło: Obliczenia własne, dane StatLib 
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IV. Propozycja odpornego estymatora parametrów modelu logistycznego 
 

Głębia regresyjna dopasowania jest niezmiennicza względem przekształceń 

monotonicznych w tym sensie, Ŝe jeŜeli zastąpimy iy  przez ( )ih y , gdzie h  jest ściśle 

monotoniczną funkcją oraz jeŜeli funkcja wiązania zostanie w tym samym czasie 

zastąpiona przez h g� , to głębia dopasowania się nie zmieni ( jest to prawdą poniewaŜ 

głębia regresyjna zaleŜy jedynie od zmiennych objaśniających ix  oraz od znaku reszt 

( )ir b ). 

 

RozwaŜmy sytuację regresji binarnej. MoŜna zdefiniować głębię regresyjną dla 

zbiorów danych zwykle rozwaŜanych za pomocą regresji logistycznej – w podobny 

sposób jak przedstawiono powyŜej – wykorzystujemy dystrybuantę rozkładu 

logistycznego F  zamiast funkcji g . 

 



 23

W procesie estymacji moŜna potraktować odpowiedź jako ciągłą zmienną o 

modach 0 i 1 i minimalnej wariancji wokół mód albo przejść na logity i zastosować 

algorytm obliczeniowy bezpośrednio (szczegóły obliczeniowe zawiera Rousseuuw i 

Hubert (1998). 
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PRZYKŁAD 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
Estymator NW :                            0 0.4176b = −  ; 1 0.4645b =  
Estymator maksymalnej gł ębi :  0 0.7523b = −  ; 1 0.3419b =  
(noverlap  = 3) 

         x  y 
 [1,] 19 1 
 [2,] 27 0 
 [3,] 18 0 
 [4,] 23 1 
 [5,] 19 0 
 [6,] 25 0 
 [7,] 31 1 
 [8,] 19 0 
 [9,] 47 0 
[10,] 50 1 
 

           x    y 
 [1,] -0.75 1 
 [2,] -0.06 0 
 [3,] -0.83 0 
 [4,] -0.41 1 
 [5,] -0.75 0 
 [6,] -0.23 0 
 [7,]  0.27 1 
 [8,] -0.75 0 
 [9,]  1.64 0 
[10,] 1.89 1  
 

Zgłoszenie szkody komunikacyjnej w zaleŜności od 
wieku klienta towarzystwa ubezpieczeniowego. 

Zgłoszenie szkody komunikacyjnej w zaleŜności od 
standaryzowanego wieku klienta towarzystwa 
ubezpieczeniowego. 
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WŁASNOŚCI PROPOZYCJI 
 

 

Wyniki symulacji wskazują, Ŝe proponowany estymator wektora parametrów 

modelu regresji logistycznej z wyrazem wolnym, w sytuacji gdy pośród danych nie 

występują jednostki ostające jest nieobciąŜony, odznacza się porównywalnym co 

estymator NW rozrzutem.  

 

W sytuacji występowania obserwacji odstających (np. wysoka norma wektora 

regresorów i odpowiedź 1, gdy tymczasem odpowiedzi 1 generowane są przez wektory 

regresorów o umiarkowanych normach) – proponowany estymator w przeciwieństwie 

do estymatora NW jest odporny. 
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PODSUMOWANIE 

 

• Prezentowana w pracy metoda oceny jakości oszacowania NW parametrów 

modelu logistycznego moŜe przyczynić się do lepszego zarządzania ryzykiem 

w działalności ubezpieczeniowej. 

  

• Proponowany odporny estymator maksymalnej głębi regresyjnej parametrów 

modelu logistycznego dobrze radzi sobie ze skośnymi oraz 

heteroskedastycznymi rozkładami błędu. 

 

• Wyniki symulacji wskazują na nieobciąŜoność i zadowalającą „efektywność” 

estymatora maksymalnej głębi regresyjnej w porównaniu z estymatorem NW. 
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Dodatek – gł ębia Tukeya 
 

USD/PLN(t) vs.USD/PLN(t-1) in 2007 year ; bivariate Tukey's depth

2,3 2,4 2,5 2,6 2,7 2,8 2,9 3,0 3,1

y(t-1)

2,883

3,0016

2,9521

2,8241

2,827

2,7989

2,7619

2,7853

2,6285

2,513

2,5242

y(
t)

 Tukey median
 Outliers

 


