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Motywacje

Wykorzystywane w wiekszosci przedsiebiorstw w Polsce metody statystyczne na

0ogot nie sg odporne na wystepowanie posrod danych jednostek odstajgcych, zig

specyfikacje modeli stochastycznych generujacych dane itd.

Wystarczy jedna obserwacja odstajgca (np. btad we wpisywaniu danych) a
procedura decyzyjna opierajgca sie o srednig z proby, macierz kowariancji,
autokorelacje moze okazac sie bezuzyteczna.

Srodki na rozwdj ptyna nie tam gdzie sg potrzebne.

Absolwent nie otrzymuje kredytu gdyz jego ryzyko kredytowe zostaje

przeszacowane.
Portfel ubezpieczyciela generuje straty.

Reguta diagnostyczna wadliwie kwalifikuje pacjentow .



Plan referatu

1. Warunki okreslonosci estymatora najwieksze] wiarygodnosci (NW) parametrow

modelu logistycznego.

2. Koncepcja gtebi regresyjne;.

3. Zastosowanie gtebi regresyjnej do pomiaru ,bliskosci nieokreslonosci’ estymatora

NW parametréw modelu logistycznego.

4.Propozycja odpornego estymatora parametrow modelu logistycznego

wykorzystujacego gtebie regresyjna.



I. Wprowadzenie

Regresje logistyczng wykorzystujemy do modelowania prawdopodobienstwa, ze
zdarzenie zalezne od wektora zmiennych objasniajgcych nastgpi. Zdarzenia mogg byé

interpretowane jako sukcesy i porazki.

Obserwujemy (x,y) gdzie x = (zy,...,7,;) jest wektorem zmiennych
objasniajacych, y moze przyjmowac¢ wartosci 1 lub 0. Mozna rozpatrywa¢ x jako

ustalony badz losowy.

Aby modelowaé zaleznos¢ y od x, zakladamy ze P(y = 1) zalezy od (x,1)3" dla

pewnego nieznanego 3 = (f8i,...,3,) € R?.



Poniewaz P(y = 1) € [0,1] oraz (x,1)3" moze przyja¢ kazda warto$é rzeczywista,
na ogot zaklada sie, ze

Py =1) = F((x,1)8"), (1)
gdzie za tzw. funkcj e wigzania F' bierzemy dowolng ciggtg dystrybuante.

Jezeli x traktujemy jako losowy zaktada sie ze prawdopodobienstwa sg warunkowe
P(y =1|x) = F((x,1)8"), (1%)



Niech (x;,4),...,(X,,, v, ) bedzie préba z modelu (1), gdzie x4,...,x,, sg ustalone.
Model logistyczny z wyrazem wolnym zaktada, ze odpowiedzi iy, sg realizacjami
niezaleznych zmiennych losowych Y;, ktére majg rozklady Bernoulliego z
prawdopodobienstwami sukcesu
F((x;,1)8") €(0,1),i=1,...,n, 2)
gdzie 0§ € R? jest nieznane oraz zaktadamy, ze zbiér wszystkich (x,,1) jest petnego

rzedu.

Jako funkcje wigzania bierze sie dystrybuante rozktadu logistycznego

1

Flz) = 1+ exp(—z)

(3)



Il. Warunki istnienia estymatora NW w modelu logistycznym

Klasycznym estymatorem nieznanego wektora parametrow modelu logistycznego

jest estymator najwiekszej wiarygodnosci.

Wprowadzmy oznaczenie p;(3) = F((x;,1)3"). Obserwowane odpowiedzi y,...,7,
sq realizacjami zmiennej losowej przyjmujacej wartosci 1 i 0 z prawdopodobiehstwami

odpowiednio p;(3) oraz 1 — p;((3), stad funkcja czestosci przyjmuje postac

p(yi,8) = pl" (B) (1 — p(B) ¥, (5)
Logarytm wiarygodnosci L((3) préby dany jest jako

n

log L(8) = > _[y: log p;(B) + (1 — y;)log(1 — pi(3))], (6)

1=1



R&zniczkujgc (6) i przyréwnujac do zera otrzymujemy réwnania wiarygodnosci

n Y; _pz(ﬁ) ! . 4 | _
;pi(ﬁ)(l_pi(ﬁ)F (%, 1)5) (xi,1) = 0, (7)

W przypadku regresii logistycznej mozna pokaza¢, ze F (y) = F(y)(1 — F(y))stad

w przypadku rozktadu logistycznego rownania wiarygodnosci przyjmujg postaé

n

> (i — pi(3)(x;,1) = 0. (8)

i=1
Warto podkresli¢, ze estymator NW nie zawsze istnieje.

Warunki istnienia estymatora NW badali Albert i Anderson (1984) oraz Santner |
Duffy (1986).



Jezeli chcemy przewidywac¢ wartosci y; na podstawie odpowiadajgcego wektora
zmiennych objasniajagcych x;, to wymarzong bytaby taka sytuacja w ktérej mamy do
czynienia z ,catkowitym rozdzieleniem " ( ang. complete separation) sukcesow i
porazek, tzn. gdy istnieje 8 € R? , taka ze

(x,1)8" > 0 jezeli y; = 1,
(x,1)8" < Ojezeliy, =0, dlai=1,...,n.

Zbior danych ktory nie jest catkowicie rozdzielony jest quasi catkowicie rozdzielony

jezeli istnieje wektor 5 € R? \ {0}, taki ze
(x,1)8" > 0jezeliy, =1
(x,1)8" <Ojezeliy, =0,dlai=1,..,n

oraz istnieje j € {1,...,n} taki, ze (x,1)8" = 0.
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Istnienie prostej rozdzielajacej

[1] -15 O
2] -1.0 3
3] 00 1
[4] 00 2
5] 10 2
6] 10 4
[7] 20 2
8] 30 1
9] 30 3
[10,] 3.5 4

X2
2
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Powiemy, ze w zbiorze danych wystepuje zachodzenie (ang. overlap) jezeli nie

istnieje catkowite ani quasi catkowite rozdzielenie.

Zarowno dla modelu logistycznego jak i modelu probi towego Albert i Anderson
(1984) oraz Santner i Duffy (1986) pokazali, ze estymator NW wektora parametréow

[ istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy w zbiorze danych wyst epuje zachodzenie.

Geometryczna interpretacja — estymator NW istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy nie
istnieje hiperptaszczyzna, ktora rozdziela sukcesy i porazki, przy czym sama

hiperptaszczyzna moze zawiera¢ zarOwno sukcesy jak i porazki.
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Fakt ten stanowi problem z punktu widzenia poszukiwania estymatoréw odpornych.
Wiele estymatorow odpornych konstruuje sie w ten sposob, ze punkty odstajgce sg
usuwane badz stosownie zmniejsza sie ich wkitad (wazona metoda NW, M-estymatory).

Moze sie zdarzyC, ze w catym zbiorze wystepuje zachodzenie lecz w zredukowanym
zbiorze juz nie wystepuje.
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Oznaczamy nNoernap Najmniejszg liczbe obserwacii, ktorych usuniecie niszczy
zachodzenie na siebie sukcesow i porazek w zbiorze danych.
Oznaczmy Neompiele — NAjmMniejszg liczba obserwaciji, ktérych usuniecie prowadzi do

catkowitego rozdzielenia.

istnienie prostej rozdzielajacej isthienie calkowitego rozdzielenia
S 1 2 11 1 1
o — 1 S
-lg | 2000000 | |

rIcomplete =1 : noverlap =1 r]complete =0 , noverlap =0
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(!) WielkoSC 1,14, Cz@StO jest niewielka, zwtaszcza w wyzszych wymiarach, tak ze
oszacowanie modelu logistycznego czesto zalezy krytycznie zaledwie od Kkilku
obserwacji.

Zauwazmy, ze zastepujac Noyerap PUNKIOW poprzez inne Novenap PUNKtow lezgcych po
wtasciwej stronie hiperptaszczyzny (x, 1)ﬂt = 0, sprawimy, ze estymator NW zmierza
do nieskonczonosci.

(!) Powiemy, ze punkt zatamania estymatora NW w tym przypadku Wynosi 7,14, /n

(1) Zauwazmy, ze punkty ktore zastepujemy Nowernap Ppunktami nie muszg byc¢
punktami odstajgcymi. Fakt, ze punkty, ktore prowadzg do zatamania estymatora NW
nie muszg byc¢ jednostkami ostajgcymi zaobserwowali pierwsi Croux, Flandre and
Haesbreack (2002).
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Christmann i Rousseeuw (2004) pokazali, ze pojecie gtebi regresyjnej] mo ze

zosta € wykorzystane do pomiaru wielko

Sci rozdzielenia pomi edzy sukcesami i

porazkami (zachodzenia na siebie sukcesow i pora  zek).
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Ill. Koncepcja glebi regresyjnej

W przypadku modelu regres;ji liniowej, rozpatruje sie zbior danych postaci

Ly = {(xi,lv"wxi,p—layi);i — 17‘“7”} C R?,

Oznaczmy czesc¢ x kazdego punktu danych przez x; = (%,1,---7%,;9—1) c R 1,

Naszym celem jest dopasowac do ¥, afiniczng hiperptaszczyzne w R?, tzn.
g((Xial)bt) = bixiy + .+ by %y + by,
gdzie b = (by,...,b,) € R?.
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Definicja 1 : Wektor b = (by,...,b,) € R nazwiemy niedopasowaniem do Z,
jezeli istnieje hiperptaszczyzna afiniczna V' w przestrzeni x 6w taka, ze zadne x; nie
nalezy do V itaka, ze reszta 7;(b) = 3, — g((x;,1)b") > 0 dla wszystkich x; lezgcych

w jednej z jej otwartych pétprzestrzeni, oraz 7;(b) < 0 dla wszystkich x; w drugiej

otwartej potprzestrzeni.
Definicjia 2 : Glgbia regresyjna rdepth(b, Z,) dopasowania b = (by,...,b,) € R”

wzgledem zbioru danych Z, C R? jest najmniejszg liczbg obserwacji, ktére nalezy

usunggé, aby sprawié, ze b bedzie niedopasowaniem w sensie definicji 1.
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Estymator maksymalnej glebi regresyjnej - linia czerwona ;
estymator NK - linia niebieska

y=0.5+2.5*x (rdepth=5)

y=-10+2.5*x (rdepth=0)

/’ O

y=9.45 - 0.186*x (rdepth=2) - est. NK




Istnieje zwi gzek pomi edzy gt ebig regresyjn g i catkowitym rozdzieleniem

Dla zbioru danych 7, = {(z;1,...,%;,-1);¢ = 1,...,n} z binarng odpowiedzig y;

rozwazmy afiniczng hiperptaszczyzne dang przez dopasowanie b = (0,...,0,0.5).

Okazuje sie, ze b jest niedopasowaniem wtedy i tylko wtedy, gdy n.qmpiete = 0,

0golniej neompiete = rdepth(b’, Z,).
(") Wielkosci 7.4, p1ete OrAZ MNyyer0p, MOYa byC obliczane za pomoca algorytmu dla

gtebi regresyjnej dla danej hiperptaszczyzny. Stosowne algorytmy do obliczania tych

wielkosci proponujg i udostepniajg na stronach projektu R - Christmann i Rousseeuw.
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Rysunek przedstawia dane dotyczgce bankructw 50 przedsiebiorstw w zaleznosci
od wartosci dwoéch wskaznikow — wartos¢ sprzedazy jako procent wartosci aktywow

(S/TA) oraz wartosci ksiegowe| aktywow do wartosci ksiegowej zobowigzan (BVE/BVL).

Bankructwa - 50 firm
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Wartos¢ Neomplete W przypadku tego zbioru danych wynosi 9. Usuniecie dziewieciu

obserwacji prowadzi do nieistnienia estymatora NW.
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IV. Propozycja odpornego estymatora parametrow modelu logistycznego

Glebia regresyjna dopasowania jest niezmiennicza wzgledem przeksztatcen
monotonicznych w tym sensie, ze jezeli zastapimy y; przez h(y;), gdzie h jest $cisle
monotoniczng funkcjg oraz jezeli funkcja wigzania zostanie w tym samym czasie
zastgpiona przez h o g, to glebia dopasowania sie nie zmieni ( jest to prawdg poniewaz

gtebia regresyjna zalezy jedynie od zmiennych objasniajacych x; oraz od znaku reszt

1;(b)).

Rozwazmy sytuacje regresji binarnej. Mozna zdefiniowac¢ glebie regresyjng dla
zbiorow danych zwykle rozwazanych za pomocg regresji logistycznej — w podobny
sposOb jak przedstawiono powyzej — wykorzystujemy dystrybuante rozkiadu

logistycznego F' zamiast funkcji g.
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W procesie estymacji mozna potraktowa¢ odpowiedz jako ciggta zmienng o
modach 0 i 1 i minimalnej wariancji wokét mod albo przejs¢ na logity i1 zastosowaé
algorytm obliczeniowy bezposrednio (szczegoty obliczeniowe zawiera Rousseuuw i
Hubert (1998).
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PRZYKLAD

Zgtoszenie szkody komunikacyjnej w zatesci od Zgtoszenie szkody komunikacyjnej w zalesci od
wieku klienta towarzystwa ubezpieczeniowego. standaryzowanego wieku klienta towarzystwa
ubezpieczenioweg

EST. MAX DEPTH vs. EST. NW EST. MAX DEPTH vs. EST. NW
2 - Xy Xy
11 L T o191 11 1 1 [1]-0.75 1
@ | [2,]270 - [2,] -0.06 0
° [3]180 [3,]-0.830
) [4]231 [4]-0.41 1
s [5]190 T [5]-0.750
N [6,] 250 [6,] -0.23 0
3 - [7,]311 — [7,] 0.27 1
[8,]190 [8,] -0.75 0
o Lo [9.]470 - [9,] 1.640
[10,]50 1 [10,] 1.89 1

sles__ 00 0 00 | 00 | 0 |

20 25 30 35 40 45 50 05 0.0 05 1.0 15 20

X X
Estymator NW : by = —0.4176 ; b; = 0.4645

Estymator maksymalnej gt ebi: by = —0.7523 ; by = 0.3419

(noverlap =3)
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WEASNOSCI PROPOZYCJI

Wyniki symulacji wskazujg, ze proponowany estymator wektora parametrow
modelu regresji logistycznej z wyrazem wolnym, w sytuacji gdy posroéd danych nie
wystepujg jednostki ostajgce jest nieobcigzony, odznacza sie porownywalnym co

estymator NW rozrzutem.

W sytuacji wystepowania obserwacji odstajgcych (np. wysoka norma wektora
regresorow i odpowiedz 1, gdy tymczasem odpowiedzi 1 generowane sg przez wektory
regresorow o umiarkowanych normach) — proponowany estymator w przeciwienstwie

do estymatora NW jest odporny.
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PODSUMOWANIE

* Prezentowana w pracy metoda oceny jakosci oszacowania NW parametrow
modelu logistycznego moze przyczyni¢ sie do lepszego zarzadzania ryzykiem

w dziatalnosci ubezpieczeniowej.
* Proponowany odporny estymator maksymalnej gtebi regresyjnej parametrow
modelu  logistycznego dobrze radzi sobie ze skosnymi oraz

heteroskedastycznymi rozktadami btedu.

« Wyniki symulacji wskazujg na nieobcigzonosc¢ i zadowalajgca ,efektywnosc”

estymatora maksymalnej gtebi regresyjnej w porownaniu z estymatorem NW.
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Dodatek — gt ebia Tukeya

USD/PLN(t) vs.USD/PLN(t-1) in 2007 year ; bivariate Tukey's depth
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