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Model Solow-Swan

W modelu klasycznym mieliSmy do czynienia ze stala wielko$cig czynnikow produkcji, a
zatem byt to model statyczny, ktory nie pokazywal nam dlaczego dany kraj rozwija si¢
szybciej niz inny. Model Solowa pokazuje jak oszcz¢dnosci, przyrost naturalny populacji oraz
postep technologiczny wptywaja na stope wzrostu gospodarczego. Podobnie jak w modelu
klasycznym mamy 2 czynniki produkcji (K 1 L), ktore wchodza w sktad funkcji produkcji
opisujacej calos¢ produkcji wytworzonej w gospodarce (stad nazwa — model neoklasyczny).

Y=/(K L)
Funkcja produkcji moze zaktada¢ state przychody skali, a wiec:
zY = f(zK, zL) dla z>0

Poniewaz jednak miarg dobrobytu danego kraju jest dochdd per capita to przyjmujac, ze
z=1/L otrzymujemy wielko$¢ produkcji na 1 osobeg:

Y/L =fIK/L,1)

Aby wyrazi¢ wielko$ci per capita przyjmujemy:

y=Y/L oraz k=K/L

Wtedy mozemy zapisac:

y = fk) gdzie  f(k) = f(k.1)

W przypadku funkcji Cobba-Douglasa mamy: Y = AK“L"™

Dzielgc obie strony przez L otrzymujemy: Y /L= AK“L™* /L = y = AK“ /L* = Ak”

Funkcja produkcji pokazuje nam, ze ilo$¢
kapitalu w gospodarce determinuje nam
wielko$¢ produkcji na 1 zatrudnionego.
Nachylenie funkcji produkcji jest rowne (k)
krancowej produktywnosci kapitatu.
Wida¢ wyraznie, ze krancowy produkt
kapitatu jest malejacy — im wigcej k tym
mniejszy jest przyrost produkcji na jego
jednostke.

Mozemy to wyrazi¢ matematycznie jako:

v

MPK = ftk + 1) — f{k) k
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Model Solowa w najprostszej postaci zaktada brak rzadu w gospodarce, dlatego:

G=T =0

Czyli dochod per capita jest dzielony pomiedzy konsumpcj¢ i inwestycje co zapisujemy jako:
y=c+i (wszystkie wielko$ci wyrazone na 1 pracujacego)

Zgodnie z modelem funkcja konsumpcji przyjmuje postac:

c=(1-s)y gdzie s oznacza stopg oszczednosci

A zatem konsumpcja jest proporcjonalna do dochodu i nie ma konsumpcji autonomiczne;j.
Podstawiajac powyzsze do funkcji produkcji otrzymujemy:

yv=([1-s)y+i = sy = i=sf(k)

Oznacza to, ze inwestycje tak jak konsumpcja sg proporcjonalne do dochodu. Jednoczesnie
wielko$¢ inwestycji zalezy takze od stopy oszczgdnosci.

Poniewaz w modelu Solowa funkcja produkcji jest funkcja zalezng od wielkosci kapitatu, to
sifg rzeczy wzrost gospodarczy jest pochodng zwigkszania ilo$ci kapitatu. Tymczasem zmiany
ilosci kapitatu moga mie¢ miejsce w dwoch przypadkach:

e kapital moze rosna¢ dzicki inwestycjom

e kapital moze male¢ na skutek deprecjacji (zuzycia)

Poniewaz mieliSmy juz wcze$niej ze: A
y

i =sftk) oraz y=c+i

S (k)

Z powyzszego rOwnania wynika jednoznacznie,

iz im wieksza jest ilos¢ kapitatu, tym wigksze sg
inwestycje. Zarazem poziom stopy oszczednosci
determinuje podziat dochodu pomigdzy konsumpcje
1 inwestycje.

5k A

W przypadku deprecjacji zaktadamy, ze jaka$ stata
czes$¢ kapitatu ulega zuzyciu kazdego roku.

Np. zaktadajac, ze przecietna dlugos¢ zycia
samochodu wynosi 10 lat, nalezy przyjac ze jego
warto$¢ deprecjonuje si¢ o 10% rocznie.

Dlatego relacja pomigdzy iloscia kapitatu

a wielkoscig deprecjacji jest liniowa.

ok

v
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Przyrost kapitalu w modelu Solowa

K=1-06K //L gdzie 4K =dK/dt = K (oba zapisy sg rownorzedne)

K/L=1i-dk

k=dK/L)/dt=(K*L— L*K)/L> = K/L— L/L*K/L = K /L —nk

k=i Ok—nk=i—(d+n)k

Zaktadajac, ze liczba ludnosci jest stala (n = 0) to zmiang ilo$ci kapitalu pomigdzy jednym

rokiem a drugim mozna wyrazi¢ jako:
k =i— ok = sf(k) — ok

Osiaganie steady-state

Rysunek obok przedstawia zalezno$é pomiedzy ki
iloscia kapitatu, inwestycjami i deprecjacja.

Wida¢, ze im wigcej kapitatu tym wigksza jest
produkcja i inwestycje ale tez i deprecjacja.

Istnieje tylko jeden poziom kapitatu dla ktérego
inwestycje sg rowne deprecjacji.

Jesli gospodarka osiagnie ten poziom ok* =i*
to wielkos$¢ kapitatu nie bedzie si¢ zmieniac

w miare uptywu czasu — steady-state level.

Jezeli k jest ponizej tego poziomu to inwestycje
przewyzszaja deprecjacje, a wigc capital stock

bedzie rost.

ok

sftk)

k

ki k* k>
Jesli k jest powyzej poziomu ustalonego to deprecjacja przewyzsza inwestycje — poziom
kapitatu musi zmale¢.

Steady-state reprezentuje dlugookresowa rownowage w gospodarce. Zatem zgodnie z
modelem, niezaleznie od tego na jakim poziomie jest kapital na samym poczatku i tak w
koncu musi si¢ znalez¢ na poziomie wyznaczonym przez steady-state. Jezeli kapital jest
poczatkowo na poziomie nizszym od stanu ustalonego to bedzie rést do chwili gdy go nie

osiggnie. Analogicznie b¢dzie rowniez rosta produkcja.

Zadanie:

Funkcja produkcji ma postaé Y = K'?L"?, stopa oszczednosci wynosi s = 0,3, za$ stopa
deprecjacji 6 = 0,1. Jaka begdzie wielko$¢ kapitatu w steady-state w tej gospodarce?

Odp.

y=Alk oraz Ak =i— ok = sf(k) — ok

Poniewaz w steady-state Ak =0 to mamy s/6=k/~k

Dlatego k* =9
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Implikacje stanu ustalonego

W stanie ustalonym mamy:

sflk*) = ok* = k*/fk*) = s/0

Stosunek kapitalu do wytworzonego produktu jest miarg kapitatlochtonnosci gospodarki, ktory
w stanie ustalonym jest staly 1 réwny stosunkowi stopy oszczedno$ci do deprecjacji. Jezeli

gospodarka nie znajduje si¢ w stanie ustalonym to wspotczynnik kapitatochtonnosci bedzie
si¢ zmienial, az do chwili osiggnigcia steady-state.

Zmiana stopy oszczedno$ci

»

ok,i,y 4

Wazrost stopy oszczednosci powoduje

przesunigcie funkcji oszczednosci w gore.

Oznacza to, iz naktady inwestycyjne sg wicksze  y»
dla kazdego poziomu kapitatu.

Poniewaz przy poziomie kapitatu okreslajacym

stan ustalony (k*;) inwestycje sg wicksze — ok* =i*
niz deprecjacja to zasob kapitalu bedzie

r6st, az do chwili osiggniecia nowego stanu
ustalonego (k*;). W nowym stanie ustalonym
zaréwno kapitat jak i produkcja sg wigksze.

Wida¢ zatem, ze stopa oszczednos$ci determinuje
poziom kapitatu 1 produkcji. Kraje o niskiej stopie oszczedno$ci beda miaty niski poziom
kapitatu i niski poziom produkcji, odwrotnie w krajach o wysokiej stopie oszczednosci.

Ale w rzeczywistosci okazuje sie, ze czgsto kraje o nizszym poziomie oszczednosci
charakteryzuja si¢ wyzszym poziomem dochodu. Wynika to z tego, iz kazdy z nich posiada
inny stan ustalony.

Zmiana stopy wzrostu populacji

Jak pokazali$my juz wcze$niej w rzeczywistosci
zmiana zasobu kapitatu per capita zalezy takze od
stopy wzrostu populacji. A zatem mamy:

»

ok,i,y 1

k=i-0k—nk=i—(5+n)k o (0+nz)k

. L. i o+np)k
Wyzsza stopa wzrostu populacji sprawia, (0+tn)k* =i* |======= 227 A2 o (O+n)
ze krzywa deprecjacji przesuwa si¢ w (0+ny)k* =i* Sk

gore. W efekcie spada zaséb kapitatu i
poziom produkcji. Zgodnie z modelem
kraje o wyzszej stopie wzrostu populacji beda

miaty nizszy poziom kapitatu per capita i nizsza produkcje. o I * k
2 I




dr Bartlomiej Rokicki Cwiczenia 7 Makroekonomii IT

Zadanie

Nie majac zadnego ciekawego pomystu na zadanie dla swoich studentow el Maestro Rokitek
postanowit sprawdzi¢, czy uwazali oni na ostatnich zajeciach. Dlatego tez kolejne pytanie
stawiane biednym, znudzonym studentom brzmi: Jaki jest poziom kapitalu w stanie

ustalonym dla funkcji Cobba-Douglasa w postaci y = Ak” ?

Ztota regula akumulacii kapitatu

Jak pokazalismy juz wczesniej zwigkszanie stopy oszczednosci w modelu Solowa prowadzi
do wzrostu produkcji 1 zasoboéw kapitatu. Jednoczesnie jednak dla danej krzywej deprecjacji
istnieje tylko jeden optymalny poziom kapitalu, przy ktérym konsumpcja przyjmuje
maksymalng warto$¢. Poniewaz dobrobyt danego spoleczenstwa zalezy od poziomu
konsumpcji to kazdy naréd powinien wybra¢ taka stope oszczednosci, ktora bedzie
maksymalizowaé konsumpcje.

Pamigtajac o tym, ze oszczednos$ci to roéznica pomiedzy dochodem i konsumpcjg mozemy
zapisac:

k= flk) - c — (6+n)k ale w steady-state mamy k=0

dlatego 0 =fk*) — c*— +mk* =  c*=flk*) — (S+n)k*

Aby otrzyma¢ formule zlotej reguly wystarczy zmaksymalizowa¢ konsumpcje w stanie
ustalonym wobec kapitatu:

de*/dk* = (k*) — (5+n) = 0 = f(k*) = (9+n) = MPK

W interpretacji graficznej powyzszy wynik oznacza, ze konsumpcja jest maksymalna wtedy
gdy nachylenie funkcji produkcji jest réwne (d+n) (odleglo$§¢ miedzy funkcja produkcji i
krzywa deprecjacji jest tutaj maksymalna).

oki 4
Na wykresie obok pokazane jest, ze dla
poziomu kapitatu przy ktérym nachylenie
funkcji produkcji jest rowne (6+n) konsumpcja P
przyjmuje maksymalng warto$¢. e 1)
Warto pamigta¢ o tym, ze w zaleznos$ci od tego P
jaka jest stopa oszczednos$ci, gospodarka moze Cgold =
lub nie osiagnaé punkt k*.
Jezeli gospodarka znajduje si¢ na prawo od -
punktu k* to oznacza, ze jest ona nieefektywna i
gdyz nie maksymalizuje konsumpcji. L >
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Osiaganie poziomu kapitalu dla wlasciwego dla c.qq 2dV jest go za duzo

Jezeli w danym momencie w gospodarce jest wiecej
kapitatu niz wynikatoby to ze zlotej reguty, to

jedyna mozliwoscia jego zmniejszenia jest spadek y

stopy oszczednosci.
Spadek stopy oszczednosci powoduje natychmiastowy

spadek inwestycji 1 wzrost konsumpcji. c

Nastepnie jednak gdy gospodarka zaczyna zmierzaé

w strong¢ stanu ustalonego spada poziom produkcji,
dalej ograniczane sg inwestycje oraz spada poziom
konsumpcji (w efekcie zmniejszenia produkeji).
Niezaleznie od spadku konsumpcji w okresie osiggania
stanu ustalonego i tak jest ona wigksza niz wczes$nie;.

Osigganie poziomu kapitatu dla wlasciwego dla c.o1q 2dy jest go za malo

W przypadku gdy zaséb kapitatu jest mniejszy niz
wynika to ze ztotej reguty to racjonalne jest

podwyzszenie stopy oszczednosci. y

W efekcie nastgpi natychmiastowy wzrost inwestycji
1 spadek konsumpcji.

Nastepnie jednak wzrost inwestycji spowoduje c

wzrost produkcji, co z kolei wptynie na zwiekszenie
konsumpcji i1 dalszy wzrost inwestycji.

W tym przypadku konsumpcja w pierwszym etapie
jest nizsza, jednak jej poziom stopniowo si¢ zwicksza
1 po osiggnigciu stanu ustalonego jest wyzszy niz na
poczatku.

Stopa wzrostu w modelu Solowa

time

Jak pokazywalismy juz wczesniej produkcja w modelu Solowa jest rosngca funkcja kapitatu.
Oznacza to w praktyce, ze stopa wzrostu PKB per capita musi by¢ proporcjonalna do stopy
wzrostu kapitalu per capita. Poniewaz w funkcji Cobba-Douglasa udziat dochodu z kapitatu
w catym dochodzie jest rowny a to mozemy zapisac¢ stope wzrostu jako:

y,=yly= aklk=ay, dla stalego poziomu technologii

Wiemy juz czemu réwna jest zmiana kapitalu w czasie, a zatem zeby otrzymac stope wzrostu
kapitalu wystarczy podzieli¢ zmian¢ przez poziom kapitalu w okresie poczatkowym. Wtedy

otrzymujemy:

Vk
v, =klk=ilk—(5+n) =Sf(:“k)—(5+n)
Dlatego im wicksza jest stopa oszczednosci tym
wigksza jest tez stopa wzrostu gospodarczego. 0

A

stopa wzrostu

o+n

sttk)/k

»
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Zadanie. Pokaz wilasciwosci funkcji sf(k,4)/k 1 jej wykres, gdzie f(k,A) ma posta¢ funkcji
Cobba-Douglasa.

Im wyzszy jest poziom technologiczny tym wigksza jest ilo§¢ produkcji i inwestycji, a wigc
tym wyzsza rowniez stopa wzrostu. Im wyzsza stopa deprecjacji tym mniejszy wzrost. Jak
wida¢ na wykresie im wigcej jest kapitatu tym mniejszy jest stosunek sf(k)/k. Dlatego tez im
wiecej kapitatu w gospodarce tym mniejsza jest stopa wzrostu.

Najwazniejszym wnioskiem jaki mozna wyciagnaé z powyzszego wykresu jest taki, ze w
dlugim okresie gospodarka powinna dazy¢ do osiggnigcia stanu ustalonego. A zatem z czasem
stopa wzrostu powinna by¢ coraz mniejsza! Tymczasem w rzeczywistosci okazuje sie¢, ze jest
mozliwy wzrost gospodarczy w dtugim okresie, a zatem model neoklasyczny w podstawowe;j
wersji nie thumaczy przyczyn jego wystepowania.

Czy mozliwe jest zwiekszenie stopy wzrostu poprzez podwyzszenie stopy oszczedno$ci?

Podwyzszenie stopy oszczednosci prowadzi do
wyzszej stopy wzrostu w krotkim okresie. W
dlugim okresie okazuje si¢ jednak, ze gospodarka
ponownie dazy do stanu ustalonego, w ktérym

stopa wzrostu jest rowna zero.
stopa wzrostu

Co wiecej jak pokazywaliSmy juz wczesniej, taka )

polityka moze by¢ niewlasciwa w sytuacji gdy y S+n
Poziom kapitatu w gospodarce jest wigkszy niz

wynikatoby to ze zlotej reguly. Dalsze podwyzszanie \ sof(k)/k
stopy oszczednosci prowadzi w tym przypadku do siftk)/k

powiekszania si¢ nieefektywnos$ci gospodarki. P

Czy mozliwe jest zwiekszenie stopy wzrostu poprzez obnizenie stopy wzrostu populacji?

Dziatania prowadzace do obnizenia stopy wzrostu A
populacji powoduja spadek krzywej deprecjacji
oraz podwyzszenie stopy wzrostu.

Okazuje si¢ jednak, ze stopa wzrostu rosnie jedynie

w krotkim okresie, natomiast w dtugim ponownie stopa wzrostu

. . o+n 1
bedzie dazyta do zera.
Pokazuje to wyraznie, ze taka polityka jest nieskuteczna, ‘ d+n;
co wigcej moze by¢ rowniez niekorzystna dla
gospodarki w dlugim okresie (efekt starzenia si¢ sftk)/k
spoteczenstwa). >

k k*

Jak mozna zatem wyjasni¢ na bazie modelu neoklasycznego istnienie dlugookresowego
wzrostu gospodarczego? Odpowiedz na to pytanie lezy w przemianach technologicznych. Do
tej pory zakladaliSmy, Ze technologia jest stala. Nalezy jednak pamigtaé, iz nasza funkcja
produkcji ma postaé:
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v =f(4, k) lub w przypadku funkcji Cobba-Douglasa y = Ak”

Zatem im wigksze jest A tym wyzszy poziom produkcji.
Na wykresie obok wida¢ wyraznie, ze postep A
technologiczny przesuwa krzywa oszczednosci

w prawo. Jednak w odrdéznieniu od podwyzszania
Stopy oszczgdnosci, postep technologiczny jest
nieograniczony i moze powodowac ciaglte przesuwanie
si¢ krzywej oszczgdnos$ci w prawo.

A zatem dtugookresowy wzrost gospodarczy w modelu
Solowa moze by¢ wytlumaczony jako pochodna statego

postepu technologicznego. \ sftd2k)/k
Jezeli poziom technologii zwicksza si¢ w statym tempie sf(A1k)/k
X to poziom kapitatu typowy dla stanu ustalonego tez >
zwigksza si¢ w tym samym tempie X. ko k*

Oznacza to, ze stopa wzrostu per capita w stanie ustalonym jest dodatnia i rdwna stopie

postepu technologicznego x, ktora jest jednak egzogeniczna (a zatem model nie pokazuje nam
co jest przyczyna postepu technologicznego).

stopa wzrostu

P

o+n

Mozemy réwniez powyzsze udowodni¢ algebraicznie, korzystajac z wlasnosci logarytméow. 1
tak jesli:

y=Ak" to logy =IlogA + alogk orazwiemyze dlogy/dt=y/y (stopawzrostu)
to wtedy mamy y,=yly=A4/A+ak/k
Analogicznie dla Y(PKB):

Y =AK°L™ towtedy y,=Y/Y=A/A+aK/K+(1-a)L/L gdzie L/L=n

Endogeniczne modele wzrostu — model AK

Jak pokazaliSmy juz wcze$niej, zatozenia modelu Solowa powoduja, ze model ten nie
thumaczy wystepowania dtugookresowego wzrostu gospodarczego (nie wiadomo kto miatby
finansowaé postep technologiczny, ktory jest konieczny dla zapewnienia wzrostu w dtugim
okresie). Dlatego tez cze$¢ ekonomistow zaczela szukaé takich rozwigzan, ktore pozwolityby
wyeliminowac tg ulomnos¢. W ten sposéb powstaty endogeniczne modele wzrostu, ktorych
najprostsza wersja jest model AK. Utrzymuje on podstawowe zalozenia modelu Solowa,
jednak zgodnie z jego zatozeniami funkcja produkcji przyjmuje postaé:

Y =AK gdzie kapitat zawiera w sobie réwniez czynnik ludzki (kapitat ludzki)
W postaci per capita otrzymujemy zatem:
y = Ak

Podobnie jak w modelu Solowa przyrost kapitatu jest rowny:
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k=i-0k—nk=sf(k)—(5+n)k
A zatem stopa wzrostu produkcji jest proporcjonalna do stopy wzrostu kapitatu i analogicznie
do modelu Solowa wyraza si¢ wzorem:

v, =k/k=ilk—(0+n) = sftk, Ak - (5+n)

Jezeli jednak do powyzszego wzoru podstawimy funkcje produkcji AK to okazuje sig, ze
model ten przewiduje nieograniczony, dodatni wzrost gospodarczy zawsze gdy s4>(0+n):

7, =k/k =sAk/k - (5+n) = sA - (9+n) *

Mozemy to przedstawi¢ graficznie, podobnie jak dla
modelu Solowa. Wida¢ wyraznie, ze dla s4>(6+n) 1 sA
bedziemy mie¢ zawsze dodatnig stope wzrostu, niezaleznie stopa wzrostu

od ilosci kapitatu w gospodarce. Co wigcej, utrzymanie v

. . o L . o+n
dodatniej stopy wzrostu jest mozliwe nawet jezeli A nie !
ulega zmianom. Model ten pokazuje réwniez, ze gospodarki E
Z Wyzszg stopg oszczednosci 1 poziomem technologicznym !
zawsze beda mialy wyzszg stopg wzrostu. A zatem brak ' >
jest tutaj mozliwosci dla wystgpienia procesu konwergenc;ji. ko k

Postep technologiczny — rozszerzenie modelu neoklasycznego

Aby do modelu Solowa wlaczy¢ postep technologiczny musimy wroci¢ do funkcji produkcji i
zatozy¢, ze zalezy ona nie tylko od ilosci kapitalu i pracy ale takze od wydajnosci pracy.
Mamy zatem:

Y=f(K L*A4) gdzie A oznacza wydajno$¢ pracy,

N

za$ L=1LA jest jednostka wydajnosci pracy

W tym przypadku naktady sity roboczej mierzone sg w jednostkach wydajnosci, za§ wielkosé¢
produkcji zalezy od ilosci kapitatu oraz od ilosci jednostek wydajnosci.

Przyjmijmy, ze wydajno$¢ pracy ro$nie w statym tempie rownym x, podczas gdy populacja
zwigksza si¢ w tempie n. Wida¢ zatem, ze liczba jednostek wydajnosci rosnie w tempie n + x
(patrz wlasnosci logarytmow pokazane powyzej).

W efekcie zmiana zasobu kapitatu w gospodarce bedzie réwna (przy czym kapitat jest
definiowany jako kapitat na jednostke wydajnosci):

ok 10t =i—k—(n+x)k=sf(k)—(S+n+x)k gdzie k=
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A zatem zwickszenie x (przy innych zmiennych costant) prowadzi do spadku £ ale
jednocze$nie powoduje wzrost k oraz y, ktore w stanie ustalonym rosna w tempie x'.
Problemem z jakim mamy do czynienia w modelu neoklasycznym jest zatozenie o tym, ze
caty doch6d wytwarzany w gospodarce jest dzielony pomigdzy wilascicieli czynnika kapitatu i
pracy. Oznacza to, ze nie ma juz srodkow, ktore mogltyby by¢ przeznaczone na finansowanie
postepu technologicznego. Dlatego tez musi on pozosta¢ egzogeniczny co z intelektualnego
punktu widzenia jest mato atrakcyjne.

Zadanie. W ramach pracy domowej Maestro Rokitek jako prezent gwiazdkowy postanowit
da¢ bardzo tatwe ;-) zadanie, ktore polega na tym, ze nalezy wyprowadzi¢ ponizszy wzor:

dk Jdt = i— 5k — (n+x)k = sf(k ) — (G+n+x)k

Konwergencja

Pojecie to opisuje zalezno$¢ pomiedzy poczatkowym poziomem dochodu (kapitalu w
gospodarce) a wysoko$cig stopy wzrostu. Jak pokazywaliSmy juz wczesniej model
neoklasyczny przewiduje, ze im wigcej jest kapitalu w gospodarce tym nizsza jest stopa
wzrostu.

A zatem w przypadku gdy mamy do czynienia z
dwoma gospodarkami, ktdére r6znig si¢ jedynie
poczatkowym zasobem kapitatu, to ta ktora

jest biedniejsza powinna rozwijac si¢ szybciej

niz ta bogatsza. Mieliby§my wtedy do czynienia

z konwergencja absolutng. W praktyce jednak
kraje mogg si¢ roznié¢ zaréwno stopg oszczednosci,
technologia, stopa wzrostu populacji czy stopa T L o+n
deprecjacji. Powoduje to, iz model neoklasyczny \ sf{A>k)/k
nie przewiduje zawsze szybszego wzrostu w B sfiALk)/k
biedniejszych krajach. Mozliwe jest jednak wtedy >
wystapienie konwergencji warunkowej, ktora oznacza ko k*

ze kazdy kraj dazy do swojego stanu ustalonego.

Zadanie. Chcac pomdc swoim wspaniatym studentom w przygotowaniu si¢ na kartkowke,
Maestro Rokitek wymyslit nastgpujace zadanie: zaktadajac, ze poziom kapitatu per capita jest
nizszy niz bylby w warunkach dlugookresowej rownowagi prosz¢ wyjasnic:

* Proces dochodzenia do dlugookresowej roéwnowagi — czy w okresie dochodzenia do
rownowagi tempo wzrostu bedzie si¢ zmieniato? Jakie jest podstawowe zatozenie
modelu, ktére warunkuje taka dynamike?

* Czy kraje ubozsze maja szans¢ dogoni¢ kraje bogate pod wzgledem PKB per capita?
Jakie warunki musza by¢ spetnione?

» Jakie skutki dla odpowiedzi w poprzednim punkcie bedzie miato przyjecie funkcji

produkcji ¥ = AK“L’ gdzie a+ > 1

' Skoro k =

to

A . k kA
——. A zatem w stanie ustalonym —=0=>—=—=x
A k k A

»)l N>
| .

a |
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Zadanie 1. W ramach swojej pracy poza uniwersytetem im. Wielkiego Kanibala, Maestro
Rokitek byt rowniez konsultantem ekonomicznym rozmaitych ministerstw. Dlatego tez, nie
bylo dla niego zadng niespodzianka, iz pewnego stonecznego dnia zostal poproszony o
analize dhugookresowych skutkéw przystapienia Canibalii do Swiatowej Ligi Ludozercow.
Najwazniejsza korzys$cig wejscia do Ligi mial by¢ naptyw S$rodkéw przeznaczonych na
rozwoj infrastruktury w Canibalii. Dlatego tez zadaniem Maestro Rokitka byto:

e Pokazanie co stanie si¢ ze stopg wzrostu gospodarczego, poziomem produkcji i kapitatu

per capita w efekcie naptywu srodkéw z Ligi;
e Analiza mozliwych skutkdéw przerwy w naptywie §rodkow po uptywie jakiegos czasu.

Analiza oparta miata by¢ na neoklasycznym modelu wzrostu, za§ punktem wyjscia zalozenie
o tym, ze gospodarka Canibalii znajduje si¢ na $ciezce zrbwnowazonego wzrostu. Poniewaz
Maestro jak zwykle byl przepracowany to postanowit sprawdzi¢ jak powyzsze zadanie
rozwiaza jego studenci, ktérych dodatkowo zdopingowat wiadomoscia o tym, iz podobny
problem moze si¢ pojawi¢ na kolokwium...

Zadanie 2. Catkowite wynagrodzenie pracy w gospodarce wynosi 60, a warto§¢ produkcji,
ktoérej proces jest opisany prostg funkcja Cobba-Douglasa, wynosi 100. Tempo wzrostu PKB
wynosi 10%, a tempo wzrostu zasobu kapitatu i pracy, odpowiednio, 10% 1 5%.

a) Jakie jest tempo wzrostu wieloczynnikowej produktywnosci w tej gospodarce (TFP)?

b) Powtdrz obliczenia z (a) dla kosztow pracy réwnych 80 zamiast 60.

c) WyprowadZ wyrazenie na tempo wzrostu wieloczynnikowej produktywnosci, gdy funkcja

produkcji ma posta¢ ¥ = AK“H”T"“? | gdzie T oznacza zasob gruntéw ornych.

Zadanie 3. Maestro Rokitek otrzymat od ministra gospodarki w kraju o wdzigcznej nazwie
Canibalia zadanie obliczenia stopy wzrostu PKB per capita. Dane jakie otrzymal od ministra

wygladaja nastepujaco:

Funkcja produkcji ma postaé¢ Y = K**(AL)"?

Stopa oszczgdno$ci wynosi 0.24, stopa deprecjacji 0.03, stopa przyrostu naturalnego 0.01, za$
tempo postepu technicznego 0.02.

Dodatkowga informacja jest to, iz K =48000, A=15aL =50

Maestro Rokitek spedzit kilka bezsennych nocy $leczac nad zadaniem ale niestety nie udato
mu si¢ nic wymysli¢. Dodatkowo dobit go psychicznie telefon od ministra, ktory zazyczyt
sobie aby pokaza¢ mu co si¢ stanie ze stopg wzrostu PKB per capita gdy nastapi import
nowych technologii prowadzacy do wzrostu parametru A do 320/9 oraz zwickszenia tempa
postepu technicznego do 0.03. Dlatego tez postanowit da¢ powyzsze zadanie do rozwigzania
swoim studentom z nadzieja, ze uchronig go oni od niechybnej $§mierci w kuchni ministra...
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Zadanie 4. Skomentuj stwierdzenie: ,,Z modelu Solowa wynika, ze wielko$¢ gospodarki
mierzona poziomem PKB jest ujemnie zalezna od tempa przyrostu naturalnego i stopy
deprecjacji kapitatu (krzywa efektywnej deprecjacji kapitatu jest bardziej stroma i przecina
krzywa oszczednosci przy nizszym poziomie kapitatu)”.

Zadanie 5. Rozwazmy dwa kraje, AA i BB, charakteryzujace si¢ takg sama funkcja produkc;ji.
Zat6ézmy, ze poczatkowo w obu krajach poziom kapitatlu pracy i technologii jest identyczny, a
poziom kapitatu na 1 zatrudnionego jest nizszy niz w stanie ustalonym. W kraju AA stopa
oszczednosci jest rowna 20%, a w kraju BB — wynosi 25%. W obu krajach tempo przyrostu
naturalnego réwna si¢ 3% rocznie, stopa deprecjacji kapitalu wynosi 5%, za§ tempo postepu
technicznego to 3%. Zgodnie z przewidywaniami modelu Solowa:

a) Ktory z krajow, jesli w ogole, ma poczatkowo wyzsza stope wzrostu produkcji na 1
zatrudnionego. Dlaczego?

b) Ktory z krajow, jesli w ogdle, ma wyzsza stope wzrostu produkcji na 1 zatrudnionego w
stanie ustalonym. Dlaczego?

c) Jakie jest tempo wzrostu PKB w stanie ustalonym w obu krajach?

Zadanie 6. Zatozmy, ze na §ciezce zrownowazonego wzrostu, kraj pustoszy traba powietrzna,
w wyniku czego liczba ludnosci maleje o 50%, natomiast zasob kapitatu o 75%. Kataklizm
nie powoduje zmiany stopy oszczednos$ci, ani tempa przyrostu naturalnego, ktére wynosi n.
Nie obserwujemy postepu technicznego, czyli g=0. Skorzystaj z wlasnosci funkcji produkcji i
naszkicuj zmiany w czasie (przed i po przejsciu traby powietrznej)

a) kapitatu 1 produkcji na 1 zatrudnionego (k oraz y)

b) zasobu sily roboczej N

¢) zasobu kapitalu K

d) poziomu dochodu Y

W niektoérych przypadkach wskazane moze by¢ wykorzystanie logarytmow zmiennych.

Zadanie 7. Rozwazmy gospodarke, ktéra znajdowala si¢ na §ciezce wzrostu zrownowazonego
W wyjatkowo deszczowym, listopadowym dniu stopa amortyzacji (fizycznego zuzycia
kapitatu w procesie produkcji) wzrosta z poziomu 1 do poziomu 2 a Y4 pracownikow
rezygnuje z pracy 1 decyduje si¢ na emigracje na sloneczne potudnie Europy. Stopa
oszczednosci, s, I tempo przyrostu naturalnego, n, pracownikow pozostatych w kraju nie
ulega zmianie. Wiadomo réwniez, ze tempo postgpu technicznego wynosi zero. Korzystajac z
modelu Solowa, naszkicuj $ciezki opisujace ewolucje w czasie:

a) kapitatlu na jednego zatrudnionego (k) i produkcji na jednego zatrudnionego (y);

b) catkowitego zasobu pracy (N), kapitalu (K) i produkcji (Y) (wskazane wykorzystanie
logarytmow).

Zadanie 8. Po uzyskaniu cztonkostwa w UE Polska otrzymata bezzwrotna pomoc w postaci
maszyn 1 innego wyposazenia kapitatowego. Minister gospodarki, opierajac si¢ na wnioskach
wyciagnietych z modelu Solowa, stwierdzil ze spoteczenstwo musi zacza¢ oszczgdzaé wiece;,
aby podarowany =zasob kapitalu zaowocowat wyzszym poziomem produkcji na 1
zatrudnionego. ,,Jesli stopa oszczednosci nie wzro$nie — mowit minister — powrocimy do
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wyjsciowego poziomu produkcji, a w okresie przejSciowym stopa wzrostu gospodarczego
spadnie”. Czy minister miat racje?

Zadanie 9. Stopa wzrostu produkcji catkowitej w pewnym okresie wynosi 0,07, stopa wzrostu
zasobu kapitatu jest rowna 0,03. Tempo przyrostu naturalnego wynosi 0,01. Wiadomo, ze
funkcja produkcji ma postaé Cobba-Douglasa Y = K*(AN)"™“, gdzie K i N oznaczaja naktady
pracy i kapitatu, a parametr a=0,5. Korzystajac z dekompozycji Solowa i modelu wzrostu
jego autorstwa:

a) oblicz tempo postepu technologicznego

b) oblicz poziom wynagrodzenia za prace, przyjmujac, ze jest on réwny krancowemu
produktowi pracy. Jesli omawiana gospodarka znajdowata sie w stanie ustalonym, w jakim
tempie rosng place?

Zadanie 10. Funkcja produkcji wyrazona w kategoriach na 1 zatrudnionego ma postaé
y=Ak*h"*gdzie A — poziom zaawansowania technologicznego, parametr 0<o<l, y —

produkcja na 1 zatrudnionego, k — kapitat fizyczny na 1 zatrudnionego, h — kapitat ludzki na 1
zatrudnionego, odzwierciedlajacy poziom wyksztalcenia, umiejetnosci 1 doswiadczenia
zawodowego pracownikow. Stopa oszczednosci wynosi s, za§ oszczednosci sa3 w catosci
przeznaczane na odtworzenie i1 powickszanie zasobu kapitatu fizycznego, ktorego stopa
deprecjacji wynosi d. Kapitat ludzki jest akumulowany podczas uczestnictwa w procesie
produkcji — im wigkszy zasob kapitatu fizycznego, ktory przypada na 1 zatrudnionego tym
szybciej rosng jego kwalifikacje: h = Bk , gdzie B jest parametrem. Tempo przyrostu
naturalnego 1 postepu technicznego wynosza zero.

a) Wyprowadz wzor na warto$¢ tacznej produkcji Y w omawianej gospodarce. Oblicz
wielko$¢ catkowitych oszczednosci w gospodarce, pamigtajac ze stopa oszczednoSci wynosi
s. Uwzgledniajac fakt, ze oszczgdnosci sa w catosci przeznaczane na odtworzenie i
powiekszanie zasobu kapitatu fizycznego, oblicz tempo wzrostu zasobu catkowitego kapitatu
fizycznego K, ludzkiego H, oraz catkowitej produkcji Y;

b) Jaki bedzie wplyw wzrostu stopy oszczednosci na tempo wzrostu catkowitej produkeji w
omawianej gospodarce. Poréwnaj otrzymany wynik z wptywem wzrostu stopy oszczgdnosci
w modelu Solowa z neoklasyczng funkcja produkeji y = Ak , nie uwzgledniajaca kapitatu
ludzkiego. Z czego wynika réznica?

Zadanie 11. Rozwazmy model Solowa z kapitalem ludzkim w ujgciu Mankiw, Romera 1
Weila, ktorzy przyjmuja nastepujaca posta¢ funkcji produkcji: ¥ = K“H” (AN)"“* gdzie Y
to wielko$¢ produkcji, K oraz H oznacza poziom kapitalu, odpowiednio, fizycznego i
ludzkiego, A jest miarg zaawansowania technologicznego, zas N to zaséb sity roboczej.
Produkowane dobro jest homogeniczne i moze by¢ albo skonsumowane, albo przeznaczone
na inwestycje w kapitat ludzki lub fizyczny. Stopy inwestycji w oba rodzaje kapitatu sg state 1
réwne sH oraz sK.

a) Zapisz funkcje produkcji w postaci intensywnej, wyrazajac wszystkie zmienne w
kategoriach na jednostke efektywnej pracy AN;

b) Zapisz rdwnania opisujace dynamike k=K/AN oraz h=H/ AN, czyli rbwnania na ki
h, przyjmujac ze stopa deprecjacji obu rodzajow kapitatu wynosi d;
c¢) Oblicz wartosci k, h oraz ¥y w stanie ustalonym.
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Zadanie 12. Pordéwnaj ewolucje produkcji na 1 zatrudnionego (sporzadz wykres Iny
wzgledem czasu) w modelu Solowa bez postepu technicznego oraz modelu AK przed i po
nastgpujacych zdarzeniach:

a) Wzrost tempa przyrostu naturalnego

b) Spadek stopy oszczednosci

c¢) Wzrost (jednorazowy) wartosci parametru A

d) Spadek liczby ludnosci w wyniku emigracji

Zadanie 13. Stopien rozwoju finansowego wpltywa na wzrost gospodarczy. Fakt ten jest
zilustrowany na ponizszym wykresie, ktory pokazuje zalezno$¢ miedzy $rednim tempem
wzrostu realnego PKB per capita i stosunkiem kredytéw dla sektora prywatnego do PKB
(miara rozwoju finansowego) w okresie 1960-2000 w grupie 82 krajow.

a) Jaki jest wptyw rozwoju finansowego na tempo wzrostu gospodarczego w $wietle danych
przedstawionych na wykresie? Czy mozliwa jest inna interpretacja przedstawionej zaleznosci,
zgodnie z ktorag wyzszy poziom wzrostu gospodarczego powoduje ekspansje kredytowa?
(Podpowiedz: wykorzystaj poznane teorie konsumpcji i inwestycji, zeby okresli¢ zwigzek
migdzy oczekiwanymi zmianami dochodu a wartos$cig zaciggnigtych kredytow).

E

¥= 1.2011% - 22567
[5. 133
R'= 0318

Beil per capita growik

Legarith= of Frivade cradic' COF

b) Obserwujac zalezno$¢ migdzy poczatkowym stopniem rozwoju finansowego a
pézniejszym wzrostem gospodarczym mozna dojs¢ do wniosku, ze rozwdj finansowy
powoduje wzrost gospodarczy (a nie odwrotnie). Zjawisko to mozna wyjasni¢ odwotujac si¢
do modelu wzrostu AK. Wyzszy stopien rozwoju rynku finansowego redukuje koszty
transakcyjne przeksztalcenia oszczednosci w inwestycje. Na rynkach stabiej rozwinigtych
odsetek (1-f) jest tracony przez nieefektywnie dziatajace instytucje posrednictwa
finansowego i jedynie odsetek f jest przeznaczony na inwestycje. Pokaz, korzystajac z modelu
AK, ze wzrost parametru f podniesie tempo wzrostu gospodarczego produktu na 1
zatrudnionego.

14



