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Plan na dzisiaj

1. Statystyka Bayesowska
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[0 Estymator Bayesowski przy zadanej funkcji straty
B przedziat ufnosci HPD



Model Bayesowski

[1 zmienne X,, ..., X, pochodzgce z rozktadu
P,, o gestosci f,(x) — gestosC warunkowa
pod warunkiem konkretnej wartosci 6.

[ P — rodzina rozktadow prawdopodobienstw
P,, indeksowana parametrem 6<®

[1 Wiedza ogolna: rozktad p-stwa I1 na

przestrzeni parametrow ®, zadany przez
7(0) — tzw. rozktad a priori parametru &,
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Model Bayesowski — rozkiad a posteriori

Rozikdad (@] Xy, X)) nazywany jest
rozktadem a posteriori, ozn. I1,

Rozktad a posteriori obrazuje catg wiedze:
0golng (wstepng) oraz szczegolng

(wynikajgcg z konkretnych danych). Jest
podstawg wnioskowania Bayesowskiego




7(Ggen | Xq5--5 X, ) =max, z(6| X;,..., X,,)

BENW (6) = 0,,,,, =argmax,, z(6| X,..., X. )
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BENW: przyktady

1.

Niech: X, ..., X, lID z rozktadu 0-1 z p-styvem 1
sukcesu ¢; niech dla 0<(0,1) /gy _ o“ " (1-6)"

znamy rozktad a posteriori: B(a, p)
Beta(Z:?:»] Xi T a, n— 27:1 Xi + IB) \ rozktad Beta(«, f);
jego moda
max dla s oYt B-2)

Z'f' X, + o —1 dla o>1, B>1
BENW (6) = ==

n+p+a-—2

np. dla 5 sukcesow zaobserwowanych w 10 prébach i dla rozktadu a
priori U(0,1) (czyli Beta(1,1)), mamy BENW/(6)=5/10 = 7>

a dla 9 sukcesow zaobserwowanych w 10 probach i tego samego
rozktadu a priori, mamy BENW(6)=9/10
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BENW: przykiady (2)

2. Niech: X, ..., X 1ID z rozktadu N(6, ¢?), przy czym

o? znane; 8 ~N(m, 7 2) dla pewnych m, rznanych.

Wowczas rozktad a posteriori dla 6 |

a zatem N| — 1m ! }
BENW (0)= ——< : T T

np. jesli préba 5 obserwacji 1.2;1.7;1.9;2.1; 3.1z
rozktadu N(&, 4) a rozktad a priori 8 ~N(1, 1), to

BENW(O)=(5/4*2+1)/(5/4+1)=14/9 =~ 1.56
a gdyby rozktad a priori & ~N(3, 1), to
BENW(H) (5 /4 2+ 173)/(5/4 +1)=22/9~2.44
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Estymator BayesowskKi

przy zadanej funkcji straty

L(6, a) — funkcja straty zalezna od prawdziwej
wartosci parametru 6 oraz decyzji a.

np. jesli estymujemy wielkosc g(&4):

L(6, a) = (g(6) - a)? — kwadratowa funkcja straty

L(6, a) = |g(6) - a| — modutowa funkcja straty

Definiujemy tez ryzyko a posteriori:

R(I,G(x)) = E(L(6,(x)) | X = x)= [ L(6,§(x)x(8 | x)d&
(srednia strata estymatora przy ustalonym
rozktadzie a priori | danych, tj. przy wyliczonym
rozktadzie a posteriori)




Estymator BayesowskKi
przy zadanej funkcji straty — cd.

Estymator Bayesowski przy danej
funkcji straty L(6, a)to g, t. ze

vx R(I1,g5(x))=min_R(II,a)

Przy kwadratowej funkciji straty (60— a)?:
05 =E(0] X = x)=E(I1,)
Przy modutowej funkcji straty |6 —q:

n

6, = Med(I1 )

ogolniej: E(g(6)|x)



Estymator Bayesowski: przykiady

1.

&

Niech: X, ..., X, lID z rozlg’f_adu Oﬂ_1 Z p-stwem
sukcesu 6; niech )= (1-9) dla 6<(0,1)

. . a,
znamy rozktad a posteriori: ol f) rozkiad Beta(a, f)
n n jego srednia
Beta() _ x;+a,n-)__ X, +f) o

a zatem estymator Bayesowski przy kwadratowe;
funkciji straty to

n

n+pf+a

5 =

np. dla 10 sukcesow zaobserwowanych w 20 probach i dla rozktadu
a priori U(0,1) (czyli Beta(1,1)), mamy 6;=11/22 =

a dla 15 sukcesow przy tym samym rozktadzie a priori:

O5=16/22 = 8/11
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Estymator Bayesowski: przykiady (2)

2. Niech: X, ..., X 1ID z rozktadu N(6, ¢?), przy czym

o? znane; 8 ~N(m, 7 2) dla pewnych m, rznanych.
Woéwczas rozktad a posteriori dla 0 N[ 2Xram J

a zatem Bayesowski estymator przy kwadratowej i
modutowej funkcji stratyto ., n 3 >_( +4m

B =

n—+- 1
np. jesli proba 5 obserwac;ji 1,2; 1,7 ;1,9 ; 2,1, 3, 1 Z
rozktadu N(6, 1) a rozktad a priori 9~N(1 1), to
b=(5M1*2+1)/(5+1)=11/6~=1,83

a gdyby rozktad a priori & ~N(3, 1), to

O = (5 /1 2+ 1*3)/(5+1)=13/6 = 2,17
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Bayesowski przedziat ufnosci HPD

Bayesowski przedziat ufnosci HPD (Highest Posterior
Density) dla parametru 6 na poziomie ufnosci 1-a to
zbiorAc O t. ze

A={0:7n(0|x)>k,}

B2 (A x)21-«

dla pewnej wartosci ka (najwiekszej t.ze drugi
warunek jest spetniony)

Przedziat ufnosci HPD ma ,intuicyjng” wlasnosc¢ zawierania,
ktore] nle maja zwyk’re przedziaty ufnosci



Przedziat ufnosci HPD: przykitad

Niech: X, ..., X, lID z rozktadu N(6, o%), przy czym

o? znane; 8 ~N(m, 7 2) dla pewnych m, rznanych.
, . nuX+im 1
Wowczas rozktad a posteriori dla & N[ PR +zj

a zatem przedziat ufnosci HPD na poziomie
Istotnosci a = 0,05 to

ntX+1m 1 ntX+1m 1
g . —-196- —Z r_+196-
nt+-%1 nt+1% nt+

(o} T (o} T (o} T (o} T

1
o T

np. jesli proba 5 obserwaciji z rozktadu N(6, 1) ma srednig
2 a rozktad a priori to & ~N(1, 1), mamy u, 4751,96 | mamy

~(183-196 %;183+196 - %)= (150; 2,15)



Przykladowe zadania egzaminacyjne

7. Niech X;

..... X4 beda niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozkladu jed-

nostajnego na przedziale (0, 8], gdzie 8 > 0 jest nieznanym parametrem.
W wyniku obserwacji otrzymano probke:

----------------------------

2, &3, 2,5, 1

e Wzér na estymator metodg momentéw (EMM) parametru 6§ w opar-

ciu o préobe Xy, Xo,..., X ; ma postac:

oraz dla danej probki przyjmuje wartosé .............ceee....

e Zalozmy, ze parametr  ma rozklad a priori o gestosci w(0) = %040‘0

dla @ > 017(0) = 0 w przeciwnym przypadku. Bayesowski estymator
najwickszej wiarogodnosci dla tej prébki przyjmuje wartosé
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7. Niech X bedzie liczba sukceséw w 5 préobach Bernoulliego z nieznanym

prawdopodobienstwem sukcesu 6 € (0,1).

e Estymator metoda momentéw parametru 6 przy X = 3 jest rowny

e Zalézmy, ze parametr # ma rozklad a priori jednostajny na przedziale
(0,1). Estymator bayesowski parametru 6 przy kwadratowej funkcji
straty 1 przy X = 3 jest réwny

..............................



Przyktadowe zadania egzaminacyjne (2)

7. Niech X1, X5, X3 beda niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozkladu o

gestosci
63 .
po(z) = ?1'26_91’ gdy x>0,
gdzie € > 0 jest nieznanym parametrem. W wyniku obserwacji otrzymano
probke:
2, 3,5 b

e Wzér na estymator metodg momentow (EMM) parametru 6 w opar-
ciu o préobe X, X5, X3 ma postaé:

oraz dla danej probki przyjmuje wartosé .....................

e Zalézmy, ze parametr # ma rozklad a priori o gestosei w(0) = £63%e~°
dla @ > 01 7(#) = 0 w przeciwnym przypadku. Bayesowski estyma-
tor najwiekszej wiarogodnosci parametru 6 dla tej probki przyjmuje
wartosé

Wskazéowka: W zadaniu moze si¢ przydaé¢ calka
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Przyktadowe zadania egzaminacyjne (3)

8. Czas oczekiwania na autobus na przystanku, liczony w minutach, ma roz-
kiad jednostajny na przedziale (0, 8), gdzie 6 > 0 jest nieznanym parame-
trem. Z komunikacji korzysta dwéch statystykow; zaobserwowali nastepu-
jace czasy oczekiwania (ozn. Xq,..., X5):

4, 3,6, 1, 9.

e Przypusémy, ze pierwszy statystyk pragnie zweryfikowaé hipoteze ze-
rowa, ze # = 8 przeciw alternatywie, ze # = 10, testem o obszarze
krytycznym postaci {Xs5.5 > ¢} dla pewnej stalej c¢. Dla testu na
poziomie istotnosci a = 0, 1, stala ¢ wynosi:

a decyzja na podstawie zaobserwowanej probki to ODRZUCAMY /
NIE MA PODSTAW DO ODRZUCENIA H, (wlasciwe podkreslic).

e Przypusémy, ze drugi statystyk korzystajacy z komunikacji miejskiej,
na podstawie dotychczasowych doswiadczen, uwaza, ze rozklad pa-
rametru # zadany jest gestoscia

() = 2 (g) dla 6 > 6,

i zero w pozostalych przypadkach. Bayesowski Estymator Najwiek-

szej Wiarygodnosci parametru 6, obliczony na podstawie tego roz-
- kladu a priori i zaobserwowanej proby przyjmuje wartoscé
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