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1. Statystyka Bayesowska
B rozktady a priori | a posteriori

B estymacja Bayesowska:

[l Bayesowski Estymator Najwiekszej Wiarogodnosci
(BENW)

[0 Estymator Bayesowski przy zadanej funkcji straty



Statystyka Bayesowska vs. tradycyjna

Tradycyjna: nieznane parametry sg ustalone,
dane (obserwacje) sg zmiennymi losowymi

Bayesowska: dane (obserwacje) sg ustalone,
nieznane parametry sg losowe



Statystyka Bayesowska

Roznica w stosunku do ,tradycyjnej” statystyki
| metod wnioskowania: naszg wiedze o
(nieznanych) parametrach opisujemy przy
pomocy rozktadoéw prawdopodobienstwa,
przy czym dodatkowa wiedza moze wptywac
na nasz opis. Wiedza:

ogolna

dotyczaca konkretnego przypadku

Przyktad: Rzut monetg



Model BayesowskKi

1 zmienne X, ..., X,, pochodzgce z rozktadu
P,, o gestosci f,(x) — gestoSC warunkowa
pod warunkiem konkretnej wartosci &
(funkcja wiarogodnosci).

1 P — rodzina rozktadow prawdopodobienstw
P,, indeksowana parametrem 6<®

1 Wiedza ogolna: rozktad p-stwa I1 na

przestrzeni parametrow ®, zadany przez
n(6) — tzw. rozktad a priori parametru 6,




Model Bayesowski — cd.

Wiedza dodatkowa, szczegolna,
kontekstualna: wynika z obserwacji. Mamy
rozktad tgczny obserwacji i parametru &

f(x,X,,....X,,0)=f(X;,X,,...., X, | 0)(6)

R EAYE

Z ktébrego mozemy wyznaczyC warunkowy

rozktad dla @ (po uwzglednieniu obserwaciji)
_ f(Xq,.... X, | @)7(6)

M(Xyy-ersX,) = | F(X,,000 X, | 0)7(0)d0

wj@8t rozktadem brzegowym dla obs.



Model Bayesowski — rozktad a posteriori

Rozktad 7(€] x,,..., X,,) nazywany jest
rozktadem a posteriori, ozn. I1,

Rozktad a posteriori obrazuje catg wiedze:
0golng (wstepng) oraz szczegolng
(wynikajgcg z konkretnych danych).

Jest podstawg wnioskowania
Bayesowskiego

Faculty of Economic Sciences



Rozklady a priori i a posteriori: przykiady

1. Niech: X,, ..., X_ |lID z rozktadu 0-1 z p-
stwem sukcesu &, niech (0) = 01— )

dla 6e(0,1) B(a, )
. B(c. B) = T o 1—uY'du = [(a)T(5)
gdZ|e (@, 5) Jou (-u)y”du [+ f) rozkfad

OTAZ g~ ["u* " exp(-u)au = (@ - (e 1) setalan/)

wowczas rozktad a posteriori:



Dla Beta (1,1) a priori i danych: n=101i 1, 5, 9 sukcesow
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Dla Beta (1,1) a priori i danych: n=100i 10, 50, 90 sukcesow
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|
Dla Beta (1,5) a priori i danych: n=101i 1, 5, 9 sukcesow
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Dla Beta (1,5) a priori i danych: n=1001i 10, 50, 90 sukcesow
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Rozktady a priori i a posteriori: przykiady (2)

2. Niech: X, ..., X, lID z rozktadu N(6, ¢?),
przy czym o? znane; 8 ~N(m, r2) dla
pewnych m, rznanych.

wowczas rozktad a posteriori dla &

)_(Jri2 1
N[ Ny +- ‘N4 1
2 02 z_2




Statystyka Bayesowska

Korzystajgc z modeli Bayesowskich, mozemy
1 wyznaczac estymatory

_1 wyznaczac odpowiedniki przedziatu ufnosci
_1 weryfikowac hipotezy

1 dokonywac predykcji



Bayesowski Estymator Najwieksze]
Wiarogodnosci (BENW)

Wyznaczamy tak, by maksymalizowat p-
stwo a posteriori (moda rozktadu):

7(Ggen | Xq5--5 X, ) =max, z(€| X;,..., X,,)

czyli

BENW (6) = 0,,,,, =argmax,, z(6| X,..., X. )



BENW: przyktady

1.

Niech: X, ..., X, lID z rozktadu 0-1 z p-styvem 1
sukcesu ¢; niech dla 0<(0,1) /gy _ o“ " (1-6)"

znamy rozktad a posteriori: B(a, p)
Beta(Z:?:»] Xi T a, n— 27:1 Xi + IB) \ rozktad Beta(«, f);
jego moda
max dla s oYt B-2)

Z'f' X, + o —1 dla o>1, B>1
BENW (6) = ==

n+p+a-—2

np. dla 5 sukcesow zaobserwowanych w 10 prébach i dla rozktadu a
priori U(0,1) (czyli Beta(1,1)), mamy BENW/(6)=5/10 = 7>

a dla 9 sukcesow zaobserwowanych w 10 probach i tego samego
rozktadu a priori, mamy BENW(6)=9/10
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BENW: przykiady (2)

2. Niech: X, ..., X 1ID z rozktadu N(6, ¢?), przy czym

o? znane; 8 ~N(m, 7 2) dla pewnych m, rznanych.

Wowczas rozktad a posteriori dla 6 |

a zatem N| — 1m ! }
BENW (0)= ——< : T T

np. jesli préba 5 obserwacji 1.2;1.7;1.9;2.1; 3.1z
rozktadu N(&, 4) a rozktad a priori 8 ~N(1, 1), to

BENW(O)=(5/4*2+1)/(5/4+1)=14/9 =~ 1.56
a gdyby rozktad a priori & ~N(3, 1), to
BENW(H) (5 /4 2+ 173)/(5/4 +1)=22/9~2.44

ccccccccccccccccccccccccc



Estymator BayesowskKi

przy zadanej funkcji straty

L(6, a) — funkcja straty zalezna od prawdziwej
wartosci parametru 6 oraz decyzji a.

np. jesli estymujemy wielkosc g(&4):

L(6, a) = (g(6) - a)? — kwadratowa funkcja straty

L(6, a) = |g(6) - a| — modutowa funkcja straty

Definiujemy tez ryzyko a posteriori:

R(I,G(x)) = E(L(6,(x)) | X = x)= [ L(6,§(x)x(8 | x)d&
(srednia strata estymatora przy ustalonym
rozktadzie a priori | danych, tj. przy wyliczonym
rozktadzie a posteriori)




Estymator BayesowskKi
przy zadanej funkcji straty — cd.

Estymator Bayesowski przy dane funkcji
straty L(4, a) to g; t. ze

vx R(I1,g5(x))=min_R(II,a)

Przy kwadratowej funkciji straty (60— a)?:
05 =E(0] X = x)=E(I1,)
Przy modutowej funkcji straty |6 —

n

6, = Med(I1 )

ogolniej: E(g(6)|x)



Estymator Bayesowski: przykiady

1.

&

Niech: X, ..., X, lID z rozlg’f_adu Oﬂ_1 Z p-stwem
sukcesu 6; niech )= (1-9) dla 6<(0,1)

. . a,
znamy rozktad a posteriori: ol f) rozkiad Beta(a, f)
n n jego srednia
Beta() _ x;+a,n-)__ X, +f) o

a zatem estymator Bayesowski przy kwadratowe;
funkciji straty to

n

n+pf+a

5 =

np. dla 10 sukcesow zaobserwowanych w 20 probach i dla rozktadu
a priori U(0,1) (czyli Beta(1,1)), mamy 6;=11/22 =

a dla 15 sukcesow przy tym samym rozktadzie a priori:

O5=16/22 = 8/11
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(0) =
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9*"'(1- 9y

B(a, p)

\



Estymator Bayesowski: przykiady (2)

2. Niech: X, ..., X 1ID z rozktadu N(6, ¢?), przy czym

o? znane; 8 ~N(m, 7 2) dla pewnych m, rznanych.
Woéwczas rozktad a posteriori dla 0 N[ 2Xram J

a zatem Bayesowski estymator przy kwadratowej i
modutowej funkcji stratyto ., n 3 >_( +4m

B =

n—+- 1
np. jesli proba 5 obserwacji 1.2; 1.7 ;1.9 ; 2. 1 3. 1 Z
rozktadu N(6, 1) a rozktad a priori 9~N(1 1), to
b=(5/M1*2+1)/(5+1)=11/6~1.83

a gdyby rozktad a priori & ~N(3, 1), to

O = (5 /1 2+1*3)/(5+1)=13/6 = 2.17
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BENW (6)=

Faculty of Economic Sciences

n%XJrTizm
n—s+-=%

n>X+->m 1
ENEE R
ns+% nh+



&

NS

' -~
o

Warsaw UNIVERSITY

Faculty of Economic Sciences




