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POROWNANIE WIECEJ NIZ DWOCH POPULACJI

TESTY NIEPARAMETRYCZNE



Plan na dzisiaj

1. Porownywanie wiecej niz dwoch populacji
B test jednoczynnikowej analizy wariancji (ANOVA)
2. Testy zgodnosci
B test Kotmogorowa
B test Kolmogorowa-Smirnowa
(dla dwoch probek)
test Kotmogorowa-Lillieforsa
B test zgodnosci chi-kwadrat
rozne wersje
3. Testy niezaleznosci
B test chi-kwadrat



Porownywanie dwoch 1 wiecej populacji

Zastanawiamy sie, czy populacje sg pod
pewnymi wzgledami ,takie same”:

1 testy parametryczne: badamy rownosc
konkretnych parametrow rozktadow

1 testy nieparametryczne: sprawdzamy, czy
rozktady sg takie same




Uwaga na notacje:

X..c Zawsze oznacza kwantyl rzedu cos



Testy dla wiecej niz dwoch populacji

Naiwne podejscie:
testowanie ,parami”
Uwaga:

w tym przypadku p-stwo popetnienia btedu
| rodzaju jest wieksze, niz zatozony poziom
istotnosci!



Przypadek wielu populacji

Przypuscmy, ze mamy k prob losowych
X1 Xy grees X

) 1,n11

X2,1,X2,2,...,X2,n2,

Xi1s Xy se-s Xy, , Oraz
= wszystkie X,-J sg niezalezne (i=1,...,k, J~1,.., n))
= X, ~N(m,, o°)
= nie znamy m,, m,, ..., m,, ani o

&

b Pacaity of Besmoute Salonsss Ozn . n=n1 +n2+ . +nk



Test analizy wariancji (ANOVA)
na poziomie istotnosci «

Hol py = o= = 1y
H,: = H, (tzn. nie wszystkie 1;sg rowne)
Test ilorazu wiarogodnosci ze statystyka:
S (X, - X)? (k1)
Z/ 12, 1(X// X, /(n-k)
ma obszar krytyczny

={x:F(x)>F (k=1n—k)}
ZHXI/X_ 211211)(//:_2,1”/)_(/

dla k=2 test ANOVA Jest rownowazny testowi t dla dwoch populacji
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~F(k —1,n—k)

&



Test analizy wariancji — interpretacja

mamy
K N vV \2 k VR VAV. k n; vV \2
Zi:1 Zj:1(XiJ - X)" = Z,-:1 n(X;, - X) + 2,21 Zj:1(xi,j - X))
\ J \ J \ J
Y Y Y
Sum of Squares Sum of Squares Between  Sum of Squares Within
(SS) (SSB) (SSW)
1 K Vv @  wv\2 : T .
ﬁz"=1 n,(X; — X) - estymator wariancji miedzygrupowe;j
1 _
P ZL Zj:1(Xi,j — X;)? - estymator wariancji wewnatrz

grup



Test analizy wariancji — tabela

Zrodto sumy liczba stopni wartosc¢
Zmiennosci kwadratow swobody statystyki F
miedzy SSB - -
grupami
wewnatrz ISW -k B
grup
W sumie SS n-1 F

ciences




Test analizy wariancji — przykiad

Roczne spozycie czekolady w trzech miastach: A, B,
C na podstawie losowych prob n, =8, ng =10, n; =
9 konsumentow. Czy srednie spozycie zalezy od

' ?
miasta” A 3 c
Srednia z proby 11 10
wariancja z préby| 3,5 2,8 3

X =-(11-8+10-10+7-9)=93
SSB=(11-9,3)>-8+(10-9,3)?-10 +(7-9,3)* -9 = 75,63
SSW =35-7+28-9+3.8=737

F_7563/2

73,7124
.— odrzucamy H, o rownosci srednich

~1231 a F,4(224)~ 561




Test analizy wariancji — tabela — przyktad

Zrodto sumy liczba stopni wartosc¢
ZMmiennosci kwadratow swobody statystyki F
miedzy 75,63 2 -
grupami
wewnatrz 737 24 B
grup
W sumie 149,33 20 12,31

ciences




Testy nieparametryczne

1 Badamy, czy zmienna pochodzi z
konkretnego rozktadu (testy zgodnosci).

1 Badamy, czy rozktady zmiennych sg takie
same

_1 Badamy, czy zmienne/cechy sg niezalezne
(test niezaleznosci)




Test zgodnosci Koimogorowa

Model: X,, X, ..., X, sa probg IID z rozktadu o
dystrybuancie F.

Hy: F = F, (F, ustalona)

H,: = H, (tzn. dystrybuanta jest jakas inna)

Jesli F, jest ciggta, to testujemy statystyka
D, =sup, | F,(t)-F(t)|=max{D;,D,}

gdzie

I —1

L—FO(X,-:,.,), D, =max,_, ,F(X;,)———
n n

..... n




Test zgodnosci Koimogorowa — cd.

Postac testu: odrzucamy H,, gdy:
D> c(a, n)
dla pewnej wartosci krytycznej c(«, n).
Tw. Przy prawdziwe] H, rozktad statystyki D,
nie zalezy od rozktadu F,.

Problem: Ten rozktad wymaga tablicowania,
w zasadzie dla kazdego n z osobna

Tw. W granicy

P(nD, < d) »K(d)=Y" (e

v
N ” Faculty of Econom i clence® L 4 L u
WV mMozna stosowac przyblizenie dla n > 100

n—oo



Test zgodnosci Koimogorowa — cd. 2

Tablica rozktadu asymptotycznego K(d)

1-« 0,8 0,9 0,95 0,99
kwantyl

K(d) 1,07 1,22 1,36 1,63
c(n, @) | 407/Jn | 122/4n | 136/+n | 163/+n
dla n>100

cccccccccccccccccccccc

ces




Test zgodnosci Koimogorowa — przyktad

Czy proba
0,4085 0,5267 0,3751 0,8329 0,0846

0,8306 0,6264 0,3086 0,3662 0,7952
pochodzi z rozktadu jednostajnego U(0,1)?

Zrodto: W. Niemiro



Test zgodnosci Koimogorowa — przyktad cd.

X\ (-1)10  |i10 110 - F(X..0)  [F(X.,-i/10)
0,0846 0 0,1 0,0154 0,0846
0,3086 0,1 0,2 -0,1086 0,2086
0,3662 0,2 0,3 -0,0662 0,1662
0,3751 0,3 0,4 0,0249 0,0751
0,4085 0,4 0,5 0,0915 0,0085
0,5267 0,5 0,6 0,0733 0,0267
0,6264 0,6 0,7 0,0736 0,0264
0,7952 0,7 0,8 0,0048 0,0952
0,8306 0,8 0,9 0,0694 0,0306
0,8329 0,9 1 0,1671 -0,0671

D,=0,2086 ¢(10;0,9)=0,369

— nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy o
jednostajnosci rozktadu
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Test zgodnosci Koimogorowa — Smirnowa

Model: X,, X, ..., X, sa probg IID z rozktadu o

dystrybuancie F, Y,, Y,, ..., Y., sg probg IID z

rozktadu o dystrybuancie G.

Hy F=G

H,: = H, (tzn. dystrybuanty sa rézne)

Jesli F (i G) jest ciggta, to testujemy statystyka

D, =SUP,.« | F,(t)~ G, (1)

gdzie F,(t) — n-ta dystrybuanta empiryczna

pierwszej probki, a G, (f) — m-ta dystrybuanta
Lmpiryczna.drugiej probki



Test zgodnosci Koimogorowa — Smirnowa — cd.

Postac testu: odrzucamy H,, gdy:
D, > c(a,n m)
dla pewnej wartosci krytycznej c(a, n, m).

Tw. Przy prawdziwe] H, rozktad statystyki D, ,
nie zalezy od rozktadu F (ani G).

Tw. W granicy
P70 < ) K(A) = 20,7 (1) e




Test zgodnosci Koimogorowa — Lillieforsa

Model: X, X,, ..., X, sg probg IID z rozktadu o
dystrybuancie F.

H,: F jest dystrybuantg rozktadu normalnego
(o nieznanych parametrach)
H1Z —7 HO (tzn. dystrybuanta jest jakas inna)
Testujemy statystyka
D =max{D ,D }
gdzie
a




Test zgodnosci Koimogorowa - Lillieforsa — cd.

Postac testu: odrzucamy H,, gdy:
D, > D,(a)
dla pewnej wartosci krytycznej D, ().

Tw. Przy prawdziwe] H, rozktad statystyki D,
nie zalezy od konkretnego rozktadu norm.

Problem: Ten rozktad wymaga tablicowania |
nie jest znana postac analityczna...

Stosowany zwi. dla probek o liczebnosci do
30, kiedy jest lepszy niz test zgodnosci chi-
L kwadrat......



Test zgodnosci Koimogorowa — Lillieforsa

wartosci krytyczne

Sample Level of Significance for D = Max | F*(X) —Sy(X)|
Size

N .20 15 .10 .05 .01
4 .300 .319 .352 .381 417
5 .285 .299 .315 .337 .405
6 .265 277 .294 .319 .364
7 .247 .258 .276 .300 .348
8 .233 .244 .261 .285 .331
9 .223 .233 .249 271 311
10 .215 224 .239 .258 .204
11 .206 217 .230 .249 .284
12 .199 212 .223 .242 275
13 .190 .202 .214 .234 .268
14 .183 .194 .207 .227 .261
15 A77 .187 .201 .220 .257
16 173 .182 .195 .213 .250
17 .169 A77 .189 .206 .245
18 .166 .173 .184 .200 .239
19 .163 .169 179 .195 .235
20 .160 .166 174 .190 .231
25 .149 .153 .165 .180 .203
30 .131 .136 .144 .161 .187
Over 30 .736 .768 .805 .886 1.031
vN VN vN VN VN

Zrodto: H. Lilliefors



Test zgodnosci chi-kwadrat

Model: X,, X,, ..

H,: prawdopodobienstwa w rozktadzie X't
i 1 2 3 k
P(X=0)| p, P2 P3 Py
H1Z —7 HO (tzn. rozktad jest jakis inny)
Oznaczmy rezultat doswiadczenia jako
i 1 2 3 k
N | NN N, | N, | .. | N
gdzie N; oznacza liczbe uzyskanych

/

AV

., X, 88 probg IID z rozktadu
dyskretnego o k wartosciach (ozn. 1, ..., k).

. wartoscl. J.

N; = 27:11xj=i

etykiety

wynikow



Test zgodnosci chi-kwadrat — postac testu

Ogolna postac testu:
(wartosc obserwowana - wartosc oczekiwana)®

L= Z wartosc oczekiwana
U Nas.
N n

Tw. Przy prawd2|woéci H, rozktad w/w
statystyki y? zmierza do rozktadu »? o k-1
stopniach swobody »?(k-1) przy n—w

Procedura: odrzucamy H, gdy y? > c, gdzie

c= y°,.(k-1) jest kwantylem rzedu 1- «
W tozkiadu-#2 o k-1 stopniach swobody



Test zgodnosci chi-kwadrat — przykiad

Czy kosc jest rzetelna? Na poziomie o=0,05
n=1350 rzutow. Wyniki:

] 1 2 3 4 5 6
N, | 15 | 27 | 36 | 17 | 26 | 29

Ho: (N4, Ny, N3, Ny N5, Ng)
~Mult(150, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6)
H,: = H,

, (15-2572 (27-25)% (36-25)2 (17-25)7 (26-25)® (29— 25)

y = + + + + + =12,24
25 25 25 25 25 25

2
7(1_0,05(5) ~ 1 157 — odrzucamy HO'
Zrodto: W. Niemiro



Test zgodnosci chi-kwadrat z nieznanym
parametrem

Model: X, X,, ..., X, sg probg |ID z rozktadu
dyskretnego o k wartosciach (ozn. 1, ..., k).

H,: prawdopodobienstwa w rozktadzie X to

/ 1 2 3 k
P(X=0)| p,(0) | p,(6) | ps(0) .o | P(0)
przy czym @ jest nieznanym parametrem
wymiaru d.

H1Z —7 HO (tzn. rozktad jest jakis inny)



Test zgodnosci chi-kwadrat z nieznanym
parametrem — postac testu

Statystyki testowe konstruujemy analogicznie
jak poprzednio, przy czym wartosci
oczekiwane wyliczamy w oparciu o
estymatory NW parametrow 6. Zmienia sie
tylko liczba stopni swobody w rozktadzie:

Tw. Przy prawdziwej H, rozktad statystyki »?
zmierza do rozktadu y? o k-d-1 stopniach
swobody 74(k-d-1) przy n—oo



Test zgodnosci chi-kwadrat — uciaglenie

Lepsze sg testy Kotmogorowa, ale mozna
rowniez stosowac test chi-kwadrat

Model: X, X,, ..., X, sg probg |ID z rozktadu
ciagtego.

H,: Rozktad zadany jest dystrybuantg F

H1Z —7 HO (tzn. rozktad jest jakis inny)

Wystarczy rozbic zbior wartoSci zmiennej na
roztgczne przedziaty i zliczac obserwacje,
ktore wpadty do poszczegolnych przedziatow.
P-stwa oczekiwane sg znane (wynikajg z F).

A T iR , _ _
vV Dalej: test chi-kwadrat



Test zgodnosci chi-kwadrat — uwagi praktyczne

1 Test powinien byc¢ stosowany dla duzych
prob
1 Liczebnosci klas (oczekiwane) nie moga

byC za mate (<5). Jesli za mate, nalezy
pogrupowac obserwacje

1 Przedziaty klas w wersji ,ciggte]” ustalane
dowolnie, ale warto zadbacC o rownomierne
roztozenie p-stw teoretycznych.




Test niezaleznosci chi-kwadrat

Model: (X,,Y;), ..., (X.,Y,) sg proba IID z rozktadu

n - n
dwuwymiarowego o r*s wartosciach (ozn.

zbiorem {1, ..., r} x{1, ..., s}).
Niech rozktad teoretyczny zadany bedzie przez

p, =P(X=iY=Jj) i=1..,r j=1..5

Oznaczmy

_ S _ r

- Z/=1pij’ P.j = Zi:1pij
Interesuje nas hipoteza o niezaleznosci X'i Y-

Ho: py=p.*p.; 1=1....,8, J=T1...r
Hy: = H

W ” Faculty of Economic Sciences



Test niezaleznosci chi-kwadrat — cd.

Rozktad empiryczny opisany jest
dwuwymiarowg tabelkg (tzw. tablica

kontyngenciji)
[ \J 1 2 S N,
1 N11 N19 N1Q N1g
2 N91 N?? N?Q N?g
r Nr1 NrO Nrg Nr_
Ngj NQ1 NQ? NQQ n



Test niezaleznosci chi-kwadrat — postepowanie

Szczegolny przypadek testu zgodnosci z
(r-1) + (s-1) parametrami do wyestymowania:

Statystyka testowa:

r S (N"_N'.N.'/n)2
2 If i J
=02

== N.,N,;In

ma rozktad chi-kwadrat z (r-1)(s-1) stopniami
swobody (przy prawdziwej H,)




Test niezaleznosci chi-kwadrat — przykiad

Badamy zaleznos¢ gustow muzycznych |
pogladow politycznych, na poziomie « =0,05

Popieram X| Nie popieram X Razem
Stucham disco-polo 25 10 35
Stucham rocka 20 20 40
Stucham muzyki
klasycznej 15 10 25
Razem 60 40 100

o (25-60*35/100)° (20-60*40/100)° (15-60*25/100)
60 *35/100 60*40/100 60 * 25/100

,(10-40%35/100)° (20-40*40/100) (10—40*25/100)°
40*35/100 40*40/100 40*25/100

Z12—o,05((2 -1)(3-1))= Z§,95(2) ~ 5,99

o — odrzucamy H,.  Zrodio: W. Niemiro

~ 357



Randomizacja testu

Czasem moze nie byc testu o poziomie
istotnosci rownym doktadnie o (np. dla
zmiennych o rozktadach dyskretnych).

Wowczas rozwigzaniem jest randomizacja.
(TIJNM, o ile jest, musi byC zrandomizowany).

np. liczba ortow w 8 rzutach, Hy: p =2, H,: p <2, a=0,05:

i 0 | 1 2 | 3 | a4 | 5 | 6 | 7 | 8
g 0,004/ 0,03 | 0,11 | 0,22 | 0,27 | 0,22 | 0,11 | 0,03 | 0,004
uma pi|0,004| 0,04 | 0,15 | 0,36 | 0,64 | 0,86 | 0,97 | 0,996 | 1,000
W “X<1 odrzucamy, X>2 OK, X=2: p=1/11 odrzucamy
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