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Plan na dzisiaj

|
0. Test ilorazowy — przypomnienie

1. Przyktady testow ilorazowych:

B Model |: Porownanie sredniej z normg w modelu normalnym:
wersje jedno- i dwustronne, o2 znane

B Model ll: Poréwnanie sredniej z normg w modelu normalnym:
wersje jedno- i dwustronne, o2 nieznane

+ Poroéwnanie wariancji z normg w modelu normalnym: wersje
jedno- i dwustronne
B Model lll: Porébwnanie sredniej z normg, duze proby

B Model IV: Porownanie wsp. struktury z normg, duze proby
2. Asymptotyczne witasnosci testu ilorazowego

3. Testy randomizowane
4. Testy parametryczne dla wiecej niz jednej populacii
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Test ilorazowy dla hipotez prostych.
Lemat Neymana-Pearsona — przypomnienie

Testujemy H,: X ~ f, przeciw H,: X ~ f,

Niech o _ ; fi(x) _

\ fo(X)

t.ze P(K)=a i P(K*)=1-p

Wowczas dla dowolnego zbioru K < X:
jesli Py(K) < o, to P,(K) < 1- 2.

>C ¢

p

XeX:

(tzn. test o0 obszarze krytycznym K* jest testem (jednostajnie)
najmocniejszym do testowania hipotezy H, przeciw H,)



Test ilorazu wiarogodnosci dla hipotez
ztozonych — przypomnienie

Hy: X ~ 1,(6,, -) dla pewnego 6, € O,,
H,: X~ (6, -)dla pewnego 6, € O,
Statystyka testowa:i: ﬁ(%,X) lub > _ f(é,X)
fo (65, X) fo (65, X))
gdzie é, <9A0,6’A1 sg estymatorami ENW odpowiednio w

modelu bez ograniczen, opisanym przez hipoteze
zerowg oraz hipoteze alternatywna

Odrzucamy H, jesli A > club 4 >C (state
wyznaczone odpowiednio do poz. istotnosci)



Test ilorazu wiarogodnosci:
szczegoOlne przypadki

Konkretna postac testu zalezy od rozktadow.

Czesto wyznaczenie rozktadu statystyki
testowej jest trudne/zmudne (w wielu
przypadkach korzysta sie z
asymptotycznych wiasnosci testu
ilorazowego)



Uwaga na notacje:

X..c Zawsze oznacza kwantyl rzedu cos



Model I: porownanie z norma

Model normalny: X, X,, ..., X, sg probg IID z
rozktadu N(u, o2), przy czym o2 jest znane

Ho: 1= 1y X —
Statystyka testowa: Y = s Gﬂo Vn ~N(0/)
Hy: 1= 1y przeciw Hy: u > gy
zbior krytyczny K* = {x:U(x)>u,_}
Hy: 1= 1y przeciw Hy: u < g
zbior krytyczny K* ={x:U(x)<u, =-u,  }
Hy: 1= 1y przeciw Hy: u # 1
zblor krytyczny K*={x:|UX)|>u,,,}




Model I: przyktad

Niech X, X,, ..., X, bedg probg IID z rozktadu N(z, 1):
-1,21 -1,37 0,51 0,37 -0,75 0,44 1,20 -0,96 -1,14 -1,40

Czy =07 (dla o = 0,05)
W probie:  srednia = -0,43, wariancja = 0,92
Statystyka testowa: , _ - 043-0 J10 ~ 136

Hy: 1= 0 przeciw Hy: 1 # 0, Ug 975 #1,96 (p-value ~ 0,172)
Hy: 1= 0 przeciw H;: 1 <0, Ug g5 = -1,64 (p-value ~ 0,086)
Hy: 1= 0 przeciw H;: 11> 0, Ug g5 1,64 (p-value =~ 0,914)

— W zadnym przypadku nie ma podstaw do
odrzucenia H, (dla o = 0,05; dla o = 0,1 bytyby)
AV Vg ’ - comemie Beienees
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Model Il: porownanie z norma (srednia)

Model normalny: X, X,, ..., X, sg probg IID z
rozktadu N(u, o2), przy czym o2 jest nieznane
Ho: 1= 1y X -
Statystyka testowa: I= Sﬂo Vn ~t(n-1)
Hy: 1= 1y przeciw Hy: u > gy

zbior krytyczny K* ={x:T(x)>t__(n—-1)}
Hy: 1= 1y przeciw Hy: u < g

zbior krytyczny K* ={x:T(x)<t_(n—-1)}
Hy: 1= 1y przeciw Hy: u # 1
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Model Il: przykiad (srednia)

Niech X, X,, ..., X,, beda proba z rozktadu N(z, o?):
-1,21 -1,37 0,51 0,37 -0,75 0,44 1,20 -0,96 -1,14 -1,40

Czy =07 (dla o = 0,05)
W probie:  srednia = -0,43, wariancja = 0,92

Statystyka testowa: (y = — O 43-0 J10 ~ -136
0,92

Hy: 1= 0 przeciw Hy: u # 0, 1, 975 #2,26 (p-value ~ 0,207)
Hy: 1= 0 przeciw H;: 1 <0, Ug g5 = -1,83 (p-value ~ 0,103)
Hy: 1= 0 przeciw Hy: 1> 0, Ug g5 1,83 (p-value =~ 0,897)

— W zadnym przypadku nie ma podstaw do odrzucenia
Hy (dla o = 0,05)
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Model Il: porownanie z norma (wariancja)

Model normalny: X, X,, ..., X, sg probg IID z
rozktadu N(u, o2), przy czym o2 jest nieznane

Hy: 0= o , (n—1)82
Statystyka testowa: 4 = o2 ~x (n-1)
Hy: o= oy przeciw H,: o> o,

zbior krytyczny K* = {x: y*(x)> y7 (n—1)}
Hy: o= oy przeciw H,: o < g,

zbior krytyczny K* = {x: 7°(x) < y2(n-1)}
Hy: o= oy przeciw H,: o = o,

zbiér krytyczny K*={x:y°(x)< x2,,(n=1)

/
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Model Il: przykiad (wariancja)

Niech X, X,, ..., X,, beda probg z rozktadu N(z, o?):
-1,21 -1,37 0,51 0,37 -0,75 0,44 1,20 -0,96 -1,14 -1,40
Czy 02=1? (dla o = 0,05)

W probie:  wariancja = 0,92

Statystyka testowa: :
ysty Zz _ 9 (3,92 828

Hy: o= 1przeciw H,: o> 1 Xags = 16,92
Hy: o= 1przeciw H: o<1 X505 ~ 3,33
Hy: o= 1przeciw H;: =1 25005 = 270; 15975 ~ 19,02

— W zadnym przypadku nie ma podstaw do

A W i Odrzucenia Hy (dla a. = 0,05)



Model lll: porownanie z norma

Model asymptotyczny: X, X,, ..., X, sg probg |ID z
rozktadu majgcego srednig () oraz wariancje
(nieznang), n — duze.

Ho: 1= 11y X —
Statystyka testowa: I'= S *n
ma dla duzych n w przyblizeniu rozktad N(0,1)
Hy: 1= 1y przeciw Hy: u > gy
zbior krytyczny  K*={x:T(x)>u,_,}
Hy: 1= 1y przeciw Hy: u < gy
zbior krytyczny K*={x:T(x)<u,=-u,}
Hy: 1= 1y przeciw H,: u # 1
, ozbior krytyczny K™ ={x:| T(X)|> U,_,,»}
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Model IV: porownanie z norma

Model asymptotyczny: X, X,, ..., X, sg probg |ID z
rozktadu dwupunktowego, n — duze.
Pp(X:1):p:1—P (X =0)

Hy: p = p, U* X - po \/7 po \/E
Statystyka testowa: \/ P, (1 \/ po
ma w przyblizeniu rozktad N(O,1)
Hy: p = py przeciw H,: p > p,
zbior krytyczny  K*={x:U(x)>u,_,}
Hy: p = py przeciw H,: p < p,
zbior krytyczny  K*={x:U(x)<u,6 =-u,_ }
Hqy: p = py przeciw H: p =p,
% v zhiorkrytyczny  K* ={x:|U(Xx)|>u,_, .}
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Model IV: przyktad

Rzucamy 400 razy monetg. Wypada 180 ortow. Czy
moneta jest symetryczna?
Hy: p =Y U*:(’I8O/4OO—’I/2)
J112(1-1/2)

dla = 0,051 H;: p =2 mamy u, o;5 =1,96 — odrzucamy H,
dla = 0,011 H;: p %2 mamy Ug g95 =2,58

— nie odrzucamy H,
dla = 0,011 H;: p <”2mamy ug oy = -Ug g9 =-2,33

— nie odrzucamy H,
p-wartosc dla H,: p =2: 0,044
p-wartosc dla H,: p <72: 0,022

/ Wxsam U

J400 = -2




Asymptotyczne wilasnosci testu ilorazowego

Rozpatrujemy dwa modele zagniezdzone, testujemy
H,: h(6) = 0 przeciw H,: h(6) =0

Przy zatozeniu, ze

h jest dostatecznie porzgdna

® jest zbiorem d-wymiarowym

O, ={0: h(6) = 0} jest zbiorem o wymiarze d — p

Tw. Jesli Hy prawdziwa, to przy n—oo rozkfad
statystyki 2In A zmierza do rozktadu chi-kwadrat z p

stopniami swobody

liczba stopni swobody = liczba ograniczen



Asymptotyczne wiasnosci testu ilorazowego —
przykiad.

Model wyktadniczy: X, X,, ..., X,, sg probg IID z
rozktadu wyktadniczego Exp(8).

Testujemy AHO: 6= 1 przeciw H,: 0+ 1
ENW(0)=0=1/X

I17,(x;) _ = eXp(— 5 2X;) _ _1 exp(n()_(—1))
[17,(x;) exp(—2x;) X"

dalej: 4 >C < 2In1 >2InC

ztw.: 2In1 =2n((X —1)=In X)—2— »2(1)

dla poziomu istotnosci o =0,05 mamy z5es(1) ~ 3,84 ~ 2Inc
a wiec odrzucimy H, na rzecz H, gdy 1 > e>%/2

A =




Randomizacja testu

Czasem moze nie byc testu o poziomie
istotnosci rownym doktadnie o (np. dla
zmiennych o rozktadach dyskretnych).

Wowczas rozwigzaniem jest randomizacja.
(TIJNM, o ile jest, musi byC zrandomizowany).

np. liczba ortow w 8 rzutach, Hy: p =2, H,: p <2, a=0,05:

i 0 | 1 2 | 3 | a4 | 5 | 6 | 7 | 8
g 0,004/ 0,03 | 0,11 | 0,22 | 0,27 | 0,22 | 0,11 | 0,03 | 0,004
uma pi|0,004| 0,04 | 0,15 | 0,36 | 0,64 | 0,86 | 0,97 | 0,996 | 1,000
W “X<1 odrzucamy, X>2 OK, X=2: p=1/11 odrzucamy




Porownywanie dwoch 1 wiecej populacji

Zastanawiamy sie, czy populacje sg pod
pewnymi wzgledami ,takie same”:

1 testy parametryczne: badamy rownosc
konkretnych parametrow rozktadow

1 testy nieparametryczne: sprawdzamy, czy
rozktady sg takie same




Model I: porownanie srednich,
poziom istotnosci «

Model normalny: X, X,, ..., X, sg probag |ID z
rozktadu N(z, 632), Yy, Yo, ..., Y,y Sg probg 11D z
rozktadu N(uy, 0?), 0%, 02 Sg znane, proby nzal.

Ho: i = 1y Y_V
u--2=Y ~ N(0,1)

Statystyka testowa: % L o ‘\
Nx Ny przy zatozeniu
HO: Ly, = Ly prZGCiW H1: 1, > Ly prawdziwosci H,
zbior krytyczny e+ _ {x:U(xX)>u,_}
Ho: p = 1oy przeciw Hy: gy = 1y
zbior krytyczny K* — x|UX)>u,,.,}




Model | — porownanie srednich. Przyktad

X Xy ey X9 89 probg |ID z rozktadu N(, 112),
Y., Y, ..., Y0838 probg IID z rozktadu N(z, 132)
Na podstawie proby:

X =501Y =498
Czy srednie sg rowne, na poziomie istotnosci 0,057
Ho: p = py przeciw Hy: p, = 1y

U - 501-498 <0557

132 4 112

mamy: U g75 = 1,96.
.. 10, 557| <1 96 — nie ma podstaw
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Model Il: porownanie srednich, wariancje
nieznane, wariancje rowne, poziom istotnosci «

Model normalny: X, X,, ..., X,y sg probg IID z rozktadu
N(, 0°), Yq, Yo, ..., Y,y $3 probag 11D z rozktadu N(z,
o?) przy czym o? nieznane, proby nzal

Hy: 1, = 16, Statystyka testowa:

T = XY \/nxny (n, +n, —2)~t(n, +n,
J(n, =NS2 +(n, —1)S2 \ Ny +n, \

przy zatozeniu
prawdziwosci H,,

~2)

Ho: p = 1oy przeciw Hy: gy > 1y
zbior krytyczny K* ={x:T(x)>t,_,(n,+n, —2)}
Ho: p = 1oy przeciw Hy: py = 1y
Zbior k"ytyCZ”YK* X Tx) >t (0, +n, —2)}

N ” T cccccccccccccccccccc —_ —_
g 2 Q2 n 2
\2 7 (X = XSy =5 (Y -Y)
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Model Il: porownanie srednich, wariancje

nieznane, wariancje rowne, cd.

X-Y n,n,
— (nx + Ny
J(n, —NS2 +(n, —N)S2 | ny +n,

mozna tez zapisac jako

—-2)~t(n, +n, —2)

T = X1—Y 1 ~t(n, +n, —2)
S*J +
nX nY
dzie
S (- 1S%+ (n, - 1)SE
" n,+n,—2
jest estymatorem wariancji o opartym na obu
probach
AN N v



Model Ill: porownanie warianciji,
poziom istotnosci «

Model normalny: X, X,, ..., X, sg probag |ID z
rozktadu N(z, 632), Yy, Yo, ..., Y,y Sg probg 11D z
rozktadu N(uy, 0?), 0y?, 02 Sg hieznane, proby nzal

o = S?
Mot 0 = oy F=2X~F(n,-1n, 1)
- S
Statystyka testowa: y
_ przy zatozeniu
Hy: oy = oy przeciw H,: oy > oy prawdziwosci H,

zbior krytyczny K*={x:F(x)>F__(n, —-1n, —1)}
Hy: oy = oy przeciw H,: oy # oy
zbior krytyczny K*={x:F(x)<F_ ,(n, -1n, —1)
vE(x)>F_,(ny —1n,=1);



Model Il: porownanie srednich, wariancje
nieznane i nie zakltadamy ich rownosci

Model normalny: X, X,, ..., X, sg probag |ID z
rozktadu N(z, 0?), Y, Y2, ..., Y,y S8 probg IID z
rozktadu N(uy, 0?), 0y?, 0/ Sg hieznane, proby nzal.

Ho: 1 = iy
Statystyka testowa bardzo prosta:

X-Y
S% | SV
\/”x +”Y

nie da sie wyznaczyc statystyki testowej tak, zeby jej
rozkfad nie zalezat od konkretnych wartosci o,?, o/2...

N~ N Fovulty of Rovnomie Selenses S? Z (X, - X)*,S2 = Z (Y, =Y )?

~?




Model lll: porownanie srednich dla duzych
prob, poziom istotnosci «

Model asymptotyczny: X,, X,, ..., X,» sa proba |ID z rozktadu
majgcego srednig yy, Yy, Yo, ..., Y,y Sa probg IID z rozktadu
majgcego Srednig uy , oba rozktady majg nieznang wariancje,
proby niezalezne, n,, n,— duze.
Hy: u, = 1, Statystyka testowa: S o

U = ~N(0,1)

Sk 4 SV _
e o, przy zatozeniu

i — : i S prawdziwosci H,,
Ho: p = py przeciw Hy p, > py w przyblizeniu

zbior krytyczny dla duzych préb

K*={x:U(x)>u,_,}

Ho: 14 = poy przeciw Hy: g = 1y
zbior krytyczny

K™ = {x:[U(X) > Uy ),)



Model Ill — przykiad (rownosc¢ srednich ocen?)

167 studentow zdaje egzamin z RP w | terminie. Czy
uczestnictwo w wyktadach sie optacato? (o = 0,05)

W grupie osob, ktore byty 3 razy (93 osoby):
srednia = 3, wariancja = 0,70;

W grupie 0sob, ktére byty mniej niz 3 razy (74 osoby):
srednia = 2,72, wariancja = 0,69.

Wartosc¢ statystyki testowe]

3 —2,72
U= ~ 2,13

\/0,70 fon + 0,69 /o

Rgvalu_e testu jednostronnego: 0,017 — odrzucamy
WV T hipoteze o réwnosci srednich




Model IV: porownanie parametrow struktury,
na poziomie istotnosci o

Model asymptotyczny: dwie proby IID z rozktadow
dwupunktowych. X — liczba sukcesow w n,, probach z p-stwem
sukcesu p,, Y — liczba sukcesow w n, probach z p-stwem
sukcesu py. py i py Nieznane, ny i ny duze.

Hy: px = Py X_Y
Statystyka testowa: = _ Ny TNy -~ N(0,1) o
. X+Y \/ p.(1=p. )(iJr%) \ Egﬁiﬁﬁréﬁu%,
gdzie® ~h +n, w przyblizeniu
Hy: py = pyprzeciw H,: p, > py dla duzych prob
zbior krytyczny

K*={x:U(x)>u,,}
Ho: px = pyprzeciw Hy: py = py

zbior krytyczny . -
K™= {x:[U(X)|> U2}



Model lll — przyktad (p-stwo zdania?)

167 studentow zdaje egzamin z RP w | terminie. Czy
uczestnictwo w wyktadach sie optacato? (o = 0,05)

W grupie osob, ktore byty 3 razy (93 osoby):
zdaty: 64 osoby (68,8%);

W grupie 0sob, ktére byty mniej niz 3 razy (74 osoby):
zdato:36 o0sob (48,6%).

Wartosc¢ statystyki testowe]

0,688 — 0,486
U= ~ 2,55

\/100/167 67167+ (Vo3 +/74)

-value testu jednostronnego: 0,005 — odrzucamy
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