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Definicje — przypomnienie

Testujemy H,: 6 € ®, przeciw H,: 8 € O,

K — obszar krytyczny testu, zbior wynikow, przy
ktorych odrzucamy H,, K={x € X : 6(x) = 1}

Test jest na poziomie istotnosci ¢, jesl
dla kazdego € € ®, mamy P,(K) < «.

P,(K) dla 8 € ®, — moc testu (przy hipotezie

alternatywnej)

Stan faktyczny
decyzja
H, prawdziwa H, fatszywa

odrzuci¢ H, btad I-go OK
rodzaju
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rodzaju




Przypomnienie:
interpretacja graficzna

rozktady statystyki testowej przy zatozeniu prawdziwosci
hipotezy zerowej i alternatywnej

0= 0, 6= 0,

moc testu dla
hipotezy
alternatywnej

c
\ btad I-go rodzaju
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Przyktad ztego testu

rozktady statystyki testowej przy zatozeniu prawdziwosci
hipotezy zerowej i alternatywnej

0= 6, 0= 6 moc testu dla hipotezy

alternatywnej

btad I-go rodzaju

/ i Dhlioan btad ll-go rodzaju
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Porownywanie testow

Jak wybrac najlepszy test?
dla ustalonych hipotez zerowej i alternatywnej

dla ustalonego poziomu istotnosci
(,konserwatyzmu badacza”)

— lepszy jest test, ktory jest mocniejszy



Porownywanie mocy testow

X~P,, {P,: 6 ®}—-rodzina rozktadow

Testujemy H,: 8 € O, przeciw H,: 0 € O,
t.ze®;, "B, =0

dwoma testami o obszarach krytycznych K, i

K., oba na poziomie istotnosci «.

Test o obszarze krytycznym K, jest
mocniejszy niz test o obszarze krytycznym

Ky, Jesli VO e0,:F)(K)zF,(K,)



Test jednostajnie najmocniejszy

Dla ustalonych H,: 8 € 4,1 H,: 8 € O:

o" jest testem jednostajnie najmocniejszym
(TUNM) na poziomie istotnosci ¢, jesli

1) 0™ jest testem na poziomie istotnosci «,

2) dla kazdego testu 0 na poziomie istotnosci
a, mamy, dla kazdego 6 € O;:

Pp(07(X)=1) 2 Py (6 (X)=1)

tzn. moc testu " jest niemniejsza niz moc kazdego
/\; ik innego testu tych samych hipotez, dla dowolnego 6 € O,
NAY 7 Teetfeonemiessenes - jesli @4 jest jednoelementowy, niepotrzebne jest stowo
.lednostainie”



Test jednostajnie najmocniejszy —
sformutowanie z obszarem krytycznym

Dla ustalonych Hy: 8 € ©y,1 H,: 6 € O,

Test o0 obszarze krytycznym K* jest testem
jednostajnie najmocniejszym (TJNM) na
poziomie istotnosci «, jesli

1) Test 0 obszarze krytycznym K* jest testem na
poziomie istotnosci «, tzn.

dla kazdego 6 € O4: P,(K*) < «,

2) dla kazdego testu o obszarze krytycznym K na
poziomie istotnosSci «, mamy dla kazdego 6 € O;:

Po(K?) 2 Py(K)



Testowanie hipotez prostych

Obserwujemy X. Chcemy testowac
Hy: 8= 6, przeciw H,: 8= 0,.

(dwie hipotezy proste)

Mozemy zapisac to jako:
Hy: X ~ fy przeciw H,: X ~ f,,

gdzie f, i f, to gestosci rozktadow opisanych
przez 6,1 6, (1. Py 1 P,)
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Test ilorazowy dla hipotez prostych.

Lemat Neymana-Pearsona
—

Niech jex — Jy e x ;i) ¢

k fo(x)

t.ze P,(K')=a 1 P(K*)=1-p

Wowczas dla dowolnego zbioru K < X
jesli Py(K) < o, to P,(K) < 1- 2.

(tzn. test 0 obszarze krytycznym K* jest testem (jednostajnie)
najmocniejszym do testowania hipotezy H, przeciw H,)

Czesto tatwiej obszar krytyczny zapisac jako
K* = {x: Inf,(X) — Inf,(x) > ¢}

ccccccccccccccccccccccccc

lloraz szans do pewnej statej, jeSli ,zty” to odrzucamy H,



Lemat Neymana-Pearsona — Przykiad 1

Model normalny: X, X,, ..., X, sg proba IID z
rozktadu N(u, o), przy czym o2 jest znane

Test najmocniejszy dla
HO:;u=OprzeCiWH1:lu=’]_ /,Uo<,u1

Rozw: na poziomie istotnosci « :

K* = {(x1,x2,...,xn)3 X > uw%}

Np. dla obs. 1,37; 0,21; 0,33; -0,45; 1,33; 0,85; 1,78; 1,21; 0,72 z N(x, 1)
mamy, dla o= 0,05 :

~ 1645 -1
X ~082>" ~ 0,54

uuuuuuuuuuuuuuu

— odrzucamy H,
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Lemat Neymana-Pearsona — Przykiad 1 cd.

Moc testu dla hipotezy alternatywnej

P (K*) = P()—( N 1,6457\5‘ = 1) _

_1— CDE1,645 — A ﬁé j ~09

Gdy zmieniamy «, u,, n — moc testu....



Lemat Neymana-Pearsona:
Uogodlnienie przykiadu 1

Ten sam test jest TUNM dla H,: > 0 oraz dla
Hy: <0 przeciw H;: u>0

ogolniej: przy pewnych dodatkowych zatozeniach dot.
rodziny rozktadow, analogiczna postac testu jest
TJNM dla testow jednostronnych

Hy: 1 < 1y przeciw Ho: p > p
Uwaga: zmiana kierunku nierownosci w obszarze
krytycznym gdy testujemy

Hy: 1t 2 1y przeciw H,: p < uy



Lemat Neymana-Pearsona — Przykiad 2

Model wyktadniczy: X,, X, ..., X, sa probg 11D
z rozktadu exp(A4), n = 10.
Test najmocniejszy dla
Hy,: A ="2przeciw H,: 1 = "a.
Rozw: na poziomie istotnosci a = 0,05:

K* = (X)) Xpreis Xpg ) D X > 3141|

Np. dla danych: 2; 0,9; 1,7, 3,5; 1,9; 2,1, 3,7; 2,5; 3,4, 2,8:
2 = 24,5 — nie ma podstaw do odrzucenia H,.

Faculty of Economic Sciences
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Lemat Neymana-Pearsona — Przykiad 2’

Model wyktadniczy: X,, X, ..., X, sa probg 11D
z rozktadu exp(A4), n = 10.
Test najmocniejszy dla
Hy,: A ="2przeciw H,: 1 = Ya.
Rozw: na poziomie istotnosci a = 0,05:

K* = (X, Xp0nis Xpg ) D X, < 10,85}

Np. dla danych: 2; 0,9; 1,7, 3,5; 1,9; 2,1, 3,7; 2,5; 3,4, 2,8:
2 = 24,5 — nie ma podstaw do odrzucenia H,.
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Przykiad 2 cd.

fest K* = {(X;, Xpyon Xy D x> 3141|

jest TUNM dla Hy: 4> "2 przeciw H,: A <%

Test
> K*={(x1,x2,...,x10):2x,<1O,85}

jest TUNM dla Hy: 4 <72 przeciw H,: 4> 7%



Test ilorazu wiarogodnosci dla hipotez
ztozonych

X~P,, {P,: 6 ®}—-rodzina rozktadow
Testujemy H,: 8 € O, przeciw H,: 0 € O,
.ze )N BO,=9,0,u0,=0

Niech
Hy: X ~ 1,(6,, -) dla pewnego 4, € O,
H,: X~ f(6,, -)dlapewnego 6, € O,

gdzie f, i f, to rodziny gestosci rozktadow (dla
0 € ®,0raz 8 € ©,, odpowiednio)

nieznane parametry. Postepujemy jednak podobnie...



Test ilorazu wiarogodnosci dla hipotez
ztozonych — cd.

SUP,, o, 1(6;, X)
SUPy, <o, fo(6h, X)
f,(6), X)

160, X)

gdzie 6,,0, sa estymatorami NW odpowiednio

w modelu opisanym przez hipoteze zerowa
oraz hipoteze alternatywna

Odrzucamy H, jesli A > ¢ dla pewnej statej c

(wyznaczonej odeW|edn|o do poz. istotnosci)
/\/ ccccccccccccccccccccccccc

Statystyka testowa: A =

lub inaczej A =




Test ilorazu wiarogodnosci dla hipotez
ztozonych — uzasadnienie

Podobnie jak w tw. Neymana-Pearsona,
porownujemy ,najwiekszg szanse otrzymania
obserwacji X, gdy prawdziwa jest hipoteza
alternatywna” do ,najwiekszej szansy
otrzymania obserwacji X, gdy prawdziwa jest
hipoteza zerowa”; odrzucamy hipoteze
zerowg na rzecz alternatywnej, gdy ten
stosunek jest bardzo niekorzystny dla
hipotezy zerowe,|.

Faculty of Economic Sciences

&



Test ilorazu wiarogodnosci dla hipotez
ztozonych — wersja alternatywna

~_ _SU f(0,X
Statystyka testowa: 4 = Pyeo (0, X)
Sup6’06®0 fO(e aX)

lub inaczej 1 = f(é’,X)
fo(‘g !X)

gdzie é, éo sg estymatorami NW odpowiednio
w modelu bez ograniczen oraz w modelu
opisanym przez hipoteze zerowg

Odrzucamy H, jesliA > C dla pewnej statej C.

/\5 nriaw s wersja wygodniejsza, jesli hipoteza zerowa jest prosta
” Faculty of Economic Science s . - . . . . . . .
WA albo jesli mamy do czynienia z modelami zagniezdzonymi



Test ilorazu wiarogodnosci dla hipotez
ztozonych — wiasnosci

Dla niektorych modeli z hipotezami ztoznymi TINM
nie istnieje (wiec test ilorazu wiarogodnosci nie
bedzie na pewno TJNM bo takiego nie ma)

np. testowanie H,: 0= @, przeciw H,: 0 = ¢, jezeli rodzina
spetnia warunek monotonicznego ilorazu wiarogodnosci, i.
f,(x)/f,(x) jest rosngca funkcjg pewnej statystyki T(x) dla
kazdych f, i f;, odpowiadajgcych parametrom ¢, < 6.

Zeby mie¢ TINM H,: 0= @, przeciw H,: 6 < g, nalezatoby
mieC obszar krytyczny postaci T(x)>c, a zeby test byt TUNM
dla H,: 8= g, przeciw H,: 8 > g, obszar krytyczny musi bycC
postaci T(x)<c, a zatem nie da sie ustalic TUINM dla hipotezy
H,;. 0=6,.
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