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Hipoteza statystyczna

ogolnie: pewna wypowiedz na temat rozktadu
prawdopodobienstwa rzgdzgcego
iInteresujgcym nas zjawiskiem
(obserwowang zmienng losowa)

cel: chcemy wnioskowac o prawdziwosci tej
hipotezy na podstawie zaobserwowanych
wartosci zmiennej losowe;



Przykiady hipotez statystycznych

1 X4, X5, ..., X, g probg z rozktadu
wyktadniczego

1 Xy, X5, ..., X, 88 probg z rozkfadu
normalnego (to zaktadamy) z param (5, 1)

1 EX;= 7 (wartosC oczekiwana rozktadu to 7)

1 Var X;> 1 (wariancja rozkfadu jest wieksza
niz 1)

1 X4, X5, ..., X, g niezalezne

JEX=EY; (X;, X, ..., X,0raz Yy, Y, ..., Y

m

7+ majg takie same wartosci oczekiwane)




Typy hipotez

1 hipotezy
B parametryczne: dotyczg parametrow rozktadu

B nieparametryczne: dotyczg innych
wiasnosci/postaci rozktadu

1 hipotezy
B proste: wyznaczajg doktadnie jeden rozktad
B ziozone: wyznaczajg rodzine rozktadow




Hipoteza zerowa i alternatywna

Hipoteza zerowa: ,podstawowa’, ozn. H,

Hipoteza alternatywna: kontr-hipoteza —
hipoteza, jakg przyjmujemy w przypadku
odrzucenia hipotezy zerowej, ozn. H,

np.:
B H:A=1, H,:A=#1
B H:A=1 H,:A=2
mH:A=1 H,:A>1
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Hipoteza zerowa i alternatywna — cd.

Hipotezy zerowa i alternatywna nie sg
rownoprawne.

Hipoteza zerowa: stwierdzenie, wniosek z
dotychczas obowigzujacej teorii, przyjmowane
za prawdziwe dopoki nie pojawig sie
obserwacje ,bardzo trudne do pogodzenia” z
tym przypuszczeniem. Albo ,spekulacja’.

Hipoteza alternatywna: mozliwos¢ brana pod
uwage, jesli zmuszeni bedziemy do
odrzucenia hipotezy zerowej




Test statystyczny

Procedura, ktora na podstawie konkretnych
obserwaciji (tj. dla kazdej wartosci
obserwowanej zmiennej losowej) prowadzi
do jednej z dwoch decyzji:

B odrzuciC hipoteze zerowg (na rzecz

alternatywnej) \
B nie odrzucac hipotezy zerowej

'\ ,odrzucamy H,"

,nie ma podstaw do odrzucenia H,"




Test statystyczny formalnie

Punkt wyjscia: model statystyczny

B X=(X, X, ..., X)) — wektor obserwacji € X

mX~P, {P,: 6 O} —-rodzina rozktadow
Hipotezy H,, H, :

B H,: 0 O,

B H, :0e 0,

t.ze®; N O, =

(hipotezy sie wzajemnie wykluczajg)



Test statystyczny formalnie — cd.

Test hipotezy H, przeciw H, :
statystyka 6 : X — {0,1}

wartosc 1 interpretujemy jako decyzje o odrzuceniu
H, (na rzecz H,) zas 0 jako nieodrzucenie H,

Obszar (zbior) krytyczny testu:

K={x e X:0(x)=1}— zbior wynikdw, przy ktorych
odrzucamy Hy;

Obszar (zbior) afirmacji testu:

A={xe X:0(x)=0}-zbior wynikdw, przy ktorych
nie odrzucamy H,

KuUA= X KNnA=Y



Test statystyczny formalnie — cd. (2)

Obszar krytyczny testu przewaznie ma postac
K={xe X: T(x)>c}
dla pewnej statystyki T (tzw. statystyki

testowej) oraz liczby c (tzw. wartosci
krytycznej), odpowiednio dobranych

Opisy testu statystycznego (rownowazne):
B podanie Tic
B podanie K
B podanie ¢

czesto obszarem krytycznym testu nazywa sie przedziat
wartosci statystyki, a nie prowadzgcy do niego zakres
wartosci obserwaciji



Test statystyczny — przyktad

Sprawdzamy, czy moneta jest symetryczna
Rzucamy tg monetg 400 razy
X~ B(400, p)
A Hy:p="2, H,:p#7
1 Jakie wyniki sktonig nas do odrzucenia H, ?
B |X - 200| < ¢ - nie odrzucamy H,
B |X-200| >c¢—-odrzucamy H, na rzecz H,.
tzn. T(x) = [x — 200|

— Jakie powinno bycC c?



Btedy I-go i ll-go rodzaju

Z uwagi na losowosc¢ obserwaciji, zawsze jest
mozliwosc¢ popetnienia btedu

Stan faktyczny
decyzja H, prawdziwa H, fatszywa
odrzucic H, btad I-go rodzaju OK
nie odrzucac H, OK btad lI-go rodzaju

P,(K) dla 8 € ®, — p-stwo btedu I-go rodzaju
P,(A) dla 8 € ®, — p-stwo btedu ll-go rodzaju

jest trade-off miedzy btedami I-go i lI-go rodzaju...
nie mozna ich minimalizowac jednoczesnie



Btedy l-go i lI-go rodzaju:
interpretacja graficzna (1)

rozktady statystyki testowej przy zatozeniu prawdziwosci
hipotezy zerowej i alternatywnej

0= 0, 0= 0,

/

X N\

\\ \biad l-go rodzaju

btad IlI-go rodzaju
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Btedy l-go i lI-go rodzaju:
interpretacja graficzna (2)

rozktady statystyki testowej przy zatozeniu prawdziwosci
hipotezy zerowej i alternatywnej

0= 0, 0= 0,

N

S

N
C \
btad I-go rodzaju

/ N o btad Il-go rodzaju
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Poziom istothosci

Test jest na poziomie istotnosci «, jesli
dla kazdego 6 € ®, mamy P,(K) < «.

Zwykle: szukamy testow o mozliwie
najmniejszym p-stwie popetnienia btedu ll-
go rodzaju dla ustalonego poziomu
Istotnosci «, zwykle = 0,1 lub 0,05 lub 0,01

Btad I-go rodzaju zwykle wazniejszy — nie
tylko konserwatyzm.



Test statystyczny — przykiad cd.
Wyznaczanie obszaru krytycznego

Chcemy: poziom istotnosci a = 0,01
Tzn. szukamy c t. ze (przy zatozeniu p= %)
P (|X - 200| > c) = 0,01
Z tw. de Moivre'a — Laplace’a mamy  daduzychn!
P (|IX - 200| > ¢) = 2 ®(-c/10), zeby
= 0,01 to ¢ =25,8

Na poziomie istotnosci okoto 0,01 odrzucamy
H, gdy liczba ortow mniejsza niz 175 lub

wieksza niz 225
e K={0,1,...,174} U {226, 227,..., 400}

P
AV



Test statystyczny — przykiad cd. (2).
p-value

Nieco inne pytanie: co by byto, gdyby liczba
ortow byta rowna 220 (T = 20)?

Mamy:
P., (|X —200| > 20) = 0,05

p-value: prawdopodobienstwo btedu I-go
rodzaju, gdyby przyjac za wartosc¢
Krytyczng uzyskang wartosc statystyki
testowej

A zatem: p-value dla wartosci statystki
testowej T= 20 wynosi ok. 0,05

&



p-value

p-value — prawdopodobienstwo pojawienia sie
wartosci obserwacji ,co najmniej tak samo
ekstremalnych” jak zaobserwowane
(przeczacych hipotezie zerowej nie mniej
niz te zaobserwowane)

decyzje:
B p-value < o — odrzucamy hipoteze zerowg

B p-value > o — nie ma podstaw do odrzucenia
hipotezy zerowej



Test statystyczny — przykiad cd. (3)
Wptyw wyboru hipotezy alternatywnej

Dla innej hipotezy alternatywnej...

Np. przegramy, jesli na monecie bedzie
wypadat orzet za czesto. H, mogloby
]H02p=1/2, H1:p>1/2 brzmie¢ p < %
1 Jakie wyniki sktonig nas do odrzucenia H, ?

B X -200 < c¢—nie odrzucamy H,

B X-200 > c—-odrzucamy H, na rzecz H,.
tzn. T(x) = x — 200




Test statystyczny — przykiad cd. (4)
Wptyw wyboru hipotezy alternatywnej

Rowniez z tw. de Moivre'a — Laplace’a:
P., (X —-200 >c) = 0,01 dla c~ 23,3,

a zatem na poziomie istotnosci 0,01
odrzucamy H,: p="2narzecz H,: p > "/
gdy liczba ortow jest rowna co najmniej 224

A co gdy wypadnie 220 ortow?
p-value wynosi ok. 0,025; nie odrzucamy H,



Schemat przeprowadzania testu statystycznego

. Okreslenie modelu statystycznego
. Postawienie hipotezy zerowej H,, |

alternatywnej H,

. Wybor poziomu istotnosci «
. Wybor statystyki testowe] T/ zdefiniowanie

obszaru krytycznego K

. Decyzja: zalezna od tego, czy wartosc

statystyki testowe] ,wpada” do obszaru
Krytycznego (ew. z poréwnania p-value i a)
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Moc testu (przy hipotezie alternatywnej)

P,(K) dla 8 € ®, — moc testu (przy hipotezie
alternatywnej)

Funkcja mocy testu:

p:0,—[0,1]t.ze p(0) = P,(K)

Zwykle: szukamy testow na zadanym
poziomie istotnosci o jak najwiekszej mocy.



Test statystyczny — przykiad cd. (5)
Moc testu

Testujemy Hy: p="22przeciw H,: p = %
testem: T(x) = X - 200, K = {T(x) > 23,3}
(t}. na poziomie istotnosci o = 0,01)
Moc testu dla hipotezy alternatywnej:
[ (7a) = P(T(x) > 23,3 | p = 74) = P;, (X>223,3)
~1-0((223,3-300)/5V3) ~ ©(8,85) ~ 1
Ale gdy np. H,: p = 0,51
£(0,51)=P(T(x)>23,3|p=0,51) ~ ®(1,93) = 0,973
A gdyby np. H,: p = /2 to dla statystyki testowej T
B (a)=P(T(x)>23,3|p=")=1-D(14,23) =0
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Moc testu:
interpretacja graficzna (1)

rozktady statystyki testowej przy zatozeniu prawdziwosci
hipotezy zerowej i alternatywnej

0= 0, 6= 0,

moc testu dla
hipotezy
alternatywnej

c
\ btad I-go rodzaju

vy SAW UNIVERSITY
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Moc testu:
interpretacja graficzna (2)

rozktady statystyki testowej przy zatozeniu prawdziwosci
hipotezy zerowej i alternatywnej

0= 6, 0= 6 moc testu dla hipotezy

alternatywnej

btad I-go rodzaju

/ i Dhlioan btad ll-go rodzaju
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Czutoscé i swoistosc

Swoistosc¢ — odsetek wynikdw prawdziwie
ujemnych (gdy fatszywa H,)

Czulosc¢ — odsetek wynikow prawdziwie
dodatnich (gdy prawdziwa H,)

zwt. w badaniach medycznych (H, to choroba)
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Rozmiar testu

czasem mowi sie rowniez o rozmiarze testu:

SUpse o, P,(K)

woOwCczas:

poziom istotnosci = « jesli rozmiar testu nie
przekracza c.

Czasem poszukuje sie tzw. nieobcigzonych testow: moc testu musi by¢
co najmniej tak duza jak rozmiar testu.
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