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ESTYMACJA PRZEDZIALOWA



Plan na dzisiaj

Estymacja przedziatowa — przedziaty ufnosci

podstawy

Model | (normalny): przedziat ufnosci dla sredniej,
wariancja znana

Model Il (normalny): przedziat ufnosci dla sredniej,
wariancja nieznana

Model Il (normalny): przedziat ufnosci dla warianc;ji
Model Il (asymptotyczny): przedziat ufnosci dla
srednie;

Model |V (asymptotyczny): przedziat ufnosci dla
odsetka

Model asymptotyczny: przedziat ufnosci oparty o ENW
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Przedziat ufnosci — przypomnienie

Niech g(&) bedzie funkcjg nieznanego
parametru ¢, zas g =g(X,, X,,..., X, ) oraz

g =g(X,, X,,..., X)) bedg statystykami

Wowczas [9,9] to przedziat ufnosci dla g(&)
na poziomie ufnosci 1-¢;, jesli dla kazdego &

P,(9(X; Xy X,) £9(0) < T(X1 X0 X)) 21—



Przedziat ufnosci — konstrukcja

1 Z definicji, przedziat ufnosci zalezy od
rozktadu prawdopodobienstwa, z jakim
mamy do czynienia

1 Najczesciej rozwaza sie probki
pochodzgce z rozktadow normalnych
(takie rozktady wystepujg ,w przyrodzie”
najczescie))




Przedziat ufnosci — konstrukcja cd.

wygodna metoda: szukamy zmiennych losowych
zaleznych od proby i funkcji parametrow, ktorych
rozktady nie zalezg od wartosci nieznanych
parametrow — tzw. funkcji centralnych

Jesli U= U(X,, X,, ..., X, 8)—funkcja centralna,
to szukamy przedziatu ufnosci postaci [a,b] t.ze
Pla<U<b)>1-a

Najczescie] dodatkowo szukamy przedziatow

,Symetrycznych”
P,(U<a)< % P,(U > b)< %
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Przedziat ufnosci dla sredniej — Model |

Model normalny: X, X,, ..., X, sg proba IID z
rozktadu N(u, o2), przy czym o2 jest znane

Przedziat ufnosci dla «, na poziomie 1-« :

X

O O
—Ui 40 ﬁa X + Ui s/2 ﬁ

gdzie u,_, , jest kwantylem rzedu 1-a/2 z
rozktadu N(0,1)



Przedziat ufnosci — Model |, uzasadnienie:

Punktowy estymator dla 1z ENW(u) =
Znam _y rozktad X : Y _ rozktad ni
~N(1,7%), X4 N(01) 7 Lol
O 1 -- funkcja
//E centralna
Korzystamy z funkcji centralnej. Chcemy: przedziat
ufnosci symetryczny wokot estymatora punktowego

(rozktad funkcji centralnej jest symetryczny wokot 0).
Mamy:

P,Nn(X - )1 o] < u)= d(u) - d(-u) = 20(u) -

U

=1-«
| Skad U=Uyp



Przedziat ufnosci — Model |, witasnhosci

ia: d = =
[1 Btad oszacowania Ui_yso 7
[1 Dtugosc¢ przedziatu ufnosci: 2d

[] Liczebnosc¢ proby wystarczajgca do
uzyskania zadanej precyzji (btedu) a.




Przedziat ufnosci dla sredniej — Model Il

Model normalny: X, X,, ..., X, sg proba IID z
rozktadu N(u, o2), przy czym o2 jest nieznane
Przedziat ufnosci dla «, na poziomie 1-« :

- S .
X —t n-1)— —
1—a/2( )\/E \/E
gdzie t,_, »,(n-1) jest kwantylem rzedu 1-a/2 z
rozktadu t-Studenta z n-1 stopniami swobody
t(n-1), a S =+/S* dla nieobcigzonego
estymatora wariancji S2.

’>_(+ t’l—a/Z(n _1)




Przedziat ufnosci — Model ll, uzasadnienie:

Punktowy estymator dla 1z ENW(u) =X

Znamy rozktad X : B
_X-u

X ~N(w77), — S
s A
Korzystamy z funkcji centralnej 7. Chcemy:
przedziat ufnosci symetryczny wokot
estymatora punktowego (rozktad T jest

symetryczny wokot 0). Mamy:
P,.[Vn(X - w)1s|<t)=1-a
skad t = {1, p(n-1)

~N(OJ), T ~t(n—1)




Przedziat ufnosci — Model Il, wlasnosci

[1 Btad oszacowania:d =t,_,,,(n —1)%

[1 Dtugosc¢ przedziatu ufnosci: 2d

[] Liczebnosc¢ proby wystarczajgca do
uzyskania zadanej precyzji (btedu) a.
do wyznaczenia na podstawie tzw.

dwuetapowej procedury Steina — musimy
najpierw wstepnie oszacowac wariancje



Duetapowa procedura Steina

1. Pobieramy wstepng probke X,, X, ..., X,
na je] podstawie obliczamy estymator wariancji
Sg = Z?;(Xi - >_(o )2

ny—1

2. Sprawdzamy, czy probka spetnia zadany
warunek: obliczamy k=5 [t1-a/3(2”0 ~ 1)
a) jesli ny > k to za przedziat ufnosci przyjmujemy

= S, = S
{Xo —t (g =)=, X, +1_,,,(ng —1)— }
Jno NS

b) jesli ny, < k to wybieramy n > k i dolosowujemy X .,
X 0+2: ---» X, Obliczamy Srednig z pofgczonej probki

X, X, ..., X, | za przedziat ufnosci przyjmujemy

_ S _
g -Fl‘cu;ul.tyolfvlicoaomic Sciences X _t_a n _1 _O,X —I_t_a n _1 - —
|: 1 /2( 0 ) /_n 1 /2( 0 )

&



Przedziat ufnosci dla wariancji — Model |

Model normalny: X, X,, ..., X, sg proba IID z
rozktadu N(u, o2).

Przedziat ufnosci dla o2, na poziomie 1-« :
- (n-1S?  (n-1)S?
_Z12—a/2(n -1) | 7(5/2(’7 - 1)_

gdzie y,,,(n—-1)oraz y;,,(n—-1) sa
kwantylami rzedu «/2 oraz 1-a/ 2,
odpowiednio, z rozktadu chi-kwadrat z n -1
/o .. Stopniami swobody



Przedziat ufnosci — Model Il, uzasadnienie

Punktowy estymator dla o%: ENW(o?)= S?
Znamy rozktad: (; _ (”6—21)32 ~ 3(n—1)

Korzystamy z funkcji centralnej U. Rozktad
chi-kwadrat nie jest symetryczny. Chcemy
,symetryczny” przedziat ufnosci, {j.

szukamy takiego przedziatu [a,b] ze

PGZ(U<a):%, PGZ(U>b):%

awiee g - Yaz(N="Norazb =y ,(n-1)
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Przedziat ufnosci dla sredniej — Model il

Model asymptotyczny: X,, X,, ..., X, sa probg |ID z
rozktadu majgcego srednig (u) oraz wariancje, n —
duze.

Przyblizony przedziat ufnosci dla x, na poziomie 1-« :

S < S
X =Uyy ﬁ’x+u1—a/2ﬁ

gdzie u,_, , jest kwantylem rzedu 1-«/2 z rozktadu
N(0,1),a S =+/S* dla nieobcigzonego estymatora
wariancji S?. _

X-H_ o
Uzasadnienie: z CTG, gdy n —oo mamy g, /rf > N(0,1)




Przedziat ufnosci dla odsetka — Model IV

Model asymptotyczny: X,, X,, ..., X, sa probg |ID z
rozktadu dwupunktowego, n — duze.
P(X=1)=p=1-P (X =0)
Przyblizony przedziat ufnosci dla p, na poziomie 1-« :
: JB(1-p) . JB(1-p)
-u,_, ,o+Uu,,
P—Uiy n P+U_,» /n

gdzie L;1_a/2 jest kwantylem rzedu 1-a/2 z rozktadu
N(0,1)




Przedziat ufnosci — Model IV, uzasadnienie

Estymator punktowy odsetka (wskaznika struktury) p:
p=ENW(p)=

Znamy rozktady asymptotyczne: z CTG, gdy n —w

mamy

l\

Jp

Korzystamy z funkcji centralnej U, analogicznie do
modelu I.

«/E—>N(O1)



Przedziat ufnosci — Model IV, wlasnhosci

[ Btad oszacowania: g_, V(1)
R

L] Liczebnosc¢ proby wystarczajgca do
uzyskania zadanej precyzji (btedu) a.

n> p(1- ﬁguf—a/Z
d
jesli nic nie wiemy o p, nalezy uwzglednic
najbardzie; niekorzyzstny przypadek p=1/2:

n > u1—a/2
4d°

/\4 ey ol Heanits Sakomat
VA, W reciiy sivianemie seiene . np. 1,6452/(4 * 0,0252) ~ 1082




Przedziat ufnosci oparty o ENW - Model
asymptotyczny

Model asymptotyczny: X,, X,, ..., X, sa probg |ID z
rozktadu o nieznanym parametrze 6, n — duze.

Jesli 0 = ENW(0) ma asymptotyczny rozktad
normalny z wariancjg asymptotyczng J ,, , tzn
(0 —0)Wn —2-N(O, ¥ )
i jesli dodatkowo 1(8) = ENW (1(8)) jest zgodny:
(0 — 0 nl(0) —E— N(0,1)
Przyblizony przedziat ufnosci dla 6, na poziomie 1-« :

n 1 n 1
0-u,, —.,0+U,_, —
1 /2\/nl— 1 /ZW

/ gd2|e Ut g2 Jest kwantylem rzedu 1-«a/ 2 z rozktadu N(0,1)

cccccccccccccccccccccc

22



Przedziat ufnosci oparty o ENW - Model
asymptotyczny, przypadek ogolny

Model asymptotyczny: X,, X,, ..., X, sa probg |ID z
rozktadu o nieznanym parametrze 6, n — duze.

Jeslig(d) = g(ENW(8)) ma asymptotyczny rozktad
normalny z wariancjg asymptotyczng / tzn
(6 —0)n—L2—N(0,9 /)
i jesli dodatkowo /(8) = ENW(I(6)) jest zgodny:
(0 — 0 nl(0) —E— N(0,1)
Przyblizony przedziat ufnosci dla g(6), na poz. 1-«:
|9'(6)] I g'(6)]

é - Meal2
90)=u ANl (0) w/nl (6?)

/ gd2|e Ut g Jest kwantylem rzedu 1-a/2 z rozk’radu N(0,1)

ccccccccccccccccccccccccc

g(0)+ u,

22



Przedziat ufnosci oparty o ENW — przykiad
Niech X,, X,, ..., X, bedzie probg |ID z rozktadu
Poissona z nieznanym parametrem 6, n — duze.

6 = ENW(0) = X jest asymptotycznie normalny (CTG) z
wariancjg asymptotyczng /i)

[(9) =1/6 zachowuje sie dobrze.
Przybllzon_y przedziat ufn. dla 6, na poziomie 1-«:
XUy, E’ X+Uy E
_ Jn Jn

gdzie u,_, ,, jest kwantylem rzedu 1-a/ 2 rozktadu N(0,1)
Na przykiad, jesli dla =900 mamy X = 4 , to 90% PPU dla 6

bytby [4 1,645 %00:4 +1,645./%00 Jz[3,89;4,1 1]




Przedziat ufnosci oparty o ENW — przykiad cd.

Gdybysmy chcieli estymowac prawdopodobienstwo
wyniku = 0, mielibyémy g(8)=¢e™
g(6)=g(ENW(9))=e™

| przyblizony PU dla g(6), na poziomie 1-«:

VX x VX x

e‘)_( u —X e e‘)_( +Uu —X e
— Yal2 3 1-al2
“* Jn “*Jn

gdzie Uy, » jest kwantylem rzedu 1-a/ 2 rozktadu N(0,1)
Na przyktad, gdyby dla n=900 byto X =4 , to 90% PPU dla
g(6) bytby rowny

~ e — 1645 /%0 67 +1645,[%06 |~ [0,016,0,020]
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