Statystyka
Matematyczna

Anna Janicka

wyktad VII, 11.04.2016
WLASNOSCI ESTYMATOROW, CZ. lii

ESTYMACJA PRZEDZIALOWA, CZ. |



Plan na dzisiaj

1. Asymptotyczne witasnosci estymatorow — cd.
B Zzgodnosc — cd.
B asymptotyczna normalnosc
B asymptotyczna efektywnosc

2. Zgodnosc, asymptotyczna normalnosc |
asymptotyczna efektywnos¢c ENW

3. Estymacja przedziatowa — przedziaty ufnosci
B wstep
B modele



Zgodnosc¢ — przypomnienie

Niech X,, X,, ..., X_,... bedzie probg IlID, tzn.
niezaleznych zmiennych losowych o
identycznych rozktadach. Niech g(X;, X,,..., X,,)
bedzie ciggiem estymatorow wielkosci g(& ).
Estymator g jest zgodny, jesli jest zbiezny do
g(6d) wedtug prawdopodobienstwa i mocno
zgodny, jesli jest zbiezny prawie na pewno.




Zgodnosc¢ — przyktady

1 Dla dowolnej rodziny rozktadow majgcych
wartosc¢ oczekiwang: srednia z probki X
jest zgodnym estymatorem wartosci
oczekiwanej u (0 )=E,(X,). Zbieznosc
wynika z MPWL.

1 Dla dowolnej rodziny rozktadow majgcych
wariancje:S? =1 (X, - XYis2=13" (X, - X)’

sg zgodnymi estymatorami wariancji
o?(6)=Var,(X,). Zbieznos¢ wynika z MPWL




Zgodnosc¢ — przyktady/wlasnosci

1 Estymator moze bycC nieobcigzony I nie
byC zgodny; np. T.(X;, X5, ..., X, )=X,
jako estymator i (6 )=E,(X,).

1 Estymator moze bycC obcigzony i bycC
zgodny; np. obcigzony estymator
wariancji j.w., lub np. dowolny zgodny
estymator nieobcigzony + 1/n.
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Asymptotyczna normalnosc

Estymator g(X,, X,,..., X ) wielkosci g(8) jest
asymptotycznie normalny, jesli dla kazdego
0< O istnieje o24(0) takie, ze gdy n—oo

Vn(G(X,, X,..... X, ) - 9(0))—2—>N(0,5%(0))
Zbieznosc¢ wg. rozktadu, tzn. dla dowolnego a

lim P, [ Vn (g“(X X,y Xn)—g(e))< aj = d(a)
o(0)

n—oo

lub rdwnowaznie, rozktad g(X,, X,,..., X )Jest
dla duzych n zblizony do rozktadu N(g(ﬁ) o)




Asymptotyczna normalnos¢ — co to znaczy

1 Estymator asymptotycznie normalny jest
zgodny (niekoniecznie mocno zgodny).

1 Zawiera warunek podobny do
nieobcigzonosci — wartos¢ oczekiwana
rozktadu asymptotycznego jest rowna g(6)
(ale sam estymator nie musi byc
nieobcigzony).

_1 Podobnie dla tzw. wariancji

asymptotycznej definiowanej jako az(ﬁy

Iub o (6’)—Jest to wariancja rozktadu 7"

i asvmptotyCZNego

22



Asymptotyczna normalnos¢ — czym nie jest

_1 Zazwyczaj dla estymatora asymptotycznie
normalnego zachodzi:

EG(X, X, X )—22 5 9(0)
nvarg(X.,, X,,..., X )—2=2>c°(0)

ale nie musi tak byc¢, bo zbieznosc¢ wg
rozktadu nie pocigga za sobg zbieznosci
wartosci oczekiwanych ani wariancji



Asymptotyczna normalnosc¢ — przyktad

1 Niech X, X, ..., X, ,... bedzie probg |ID o
Sredniej u i wariancji o2. Woéwczas dla
sredniej z proby mamy z CTG

Jn(X - 1) —25N(0,5?)

Asymptotyczna wariancja, O'% , jest tu
tozsama z wariancjg estymatora.



Asymptotyczna normalnosc¢ — jak liczy¢

W wielu przypadkach przydatny jest lemat:

Metoda Delta. Jesli dla ciggu zmiennych
losowych T, mamy x/E(Tn — 11)—2>N(0,5°)

gdy n—oo oraz h:R—R jest funkcjg
rozniczkowalng w punkcie i t.ze h’(1)#0, to

Jn(h(T,)— h(u))—2— N(0,5*(h'(1))?)

1, o sg funkcjami parametru ¢

/stosujemy zwykle wtedy, kiedy estymatory sg funkcjami
Netatystyk s -ktorych zbieznosc tatwo wywnioskowac z CTG



Asymptotyczna normalnos¢ — przykiady cd.

[0 W modelu wyktadniczym: ENW (1) =
Z CTG mamy
Jn(X - 1)—2-5N(0, L)
wiec z Lematu Delta mamy dla h(t)=1/t:

Jn(L - 2)—25NO, % - (—15))

X ' 2 (1/ 1)

a wiec — jest asymptotycznie normalnym
(co za tym idzie: zgodnym) estymatorem A.



Asymptotyczna efektywnosc

Dla asymptotycznie normalnego estymatora
g(X,X,,....,X ) wielkosci g(8) mozemy
okreslic asymptotyczng efektywnos¢ jako
' 2
(g'(0))
a*(6)-1,(6)’
gdzie o2(8 )/n jest wariancjg asymptotyczna,
tj. mamy gdy n—w
Vn(G(X, Xy, X, ) = 9(0))—2—>N(0,6%(6))
modyfikacja ,,zwyktej” efektywnosci do ( g'( 6’))2

. reeprzypadku.granicznego, z wariancjg as.ef(g) = >
asymptotyczng zamiast zwyktej o (0)-1(0)

as.ef(g) =

&



Asymptotyczna efektywnos¢ wzgledna

Asymptotyczna efektywnosc¢ wzgledna dla
asymptotycznie normalnych estymatorow

g,(X) i g,(X)
o,(0) as.ef(g,)
c2(0) as.ef(g,)

as.ef(g,,9,) =

Uwaga. Estymator mniej (asymptotycznie) efektywny
moze miec inne cechy, ktore sprawiajg, ze ma przewage
nad estymatorem bardziej (asymptotycznie) efektywnym.



Asymptotyczna efektywnos¢ wzgledna —
Przykiad 1

as.ef

Estymacja prawdopodobienstwa braku szkdd
w modelu Poissona: Poiss(8) (typowy model
aktuarialny dla liczby szkod w poszczegolnych
latach dla polisy, albo dla grupy polis)

g(0)=e? =P(X. =0) - pr-stwo braku szkdd
Gi(X)=13" 1oy G,(X)=e = ENW(g(0))

\/E(QA1 - g(@))% N(0,e’(1—e?)) zCTG dla schematu
Bernoulliego

ﬁ(gz — g(H))L) N(0,8-(—e™?)?) zLematu Delta
. A 0e Z




Asymptotyczna efektywnos¢ wzgledna —
Przyktady 2: lepsza srednia czy mediana z probki?

as.ef

To zalezy od rozktadu!
a) model normalny N(x, o?):
Jn(X - 1)} NO.0%) as.ef(méd, X) =2 <1
Jn(méd - )—2->N(0,22%)
b) model Laplace’a Lapl(x, A)
J?(f:(éd flz)vﬁ(g; as.ef(méd, X)=2>1

c) niektore rozktady nie majg sredniej...
Twierdzenie: Dla probki z rozktadu ciggtego o gestosci f(x), mediana
probkowa jest estymatorem asymptotycznie normalnym dla mediany m (o

ile gestosc jest ciaggta i #0 w punkcie m): n D
/\79 L Facuty of Beonomie Sciances «/E(med—m) >N(O, 4(f<1n))2

)



Zgodnosc ENW

Niech X, X,, ..., X,,... bedg probg z gestosci f,(x),
gdzie f= ® — R jest otwarty, oraz:
m \Wszystkie gestosci f, majg ten sam nosnik

, . d .
B réwnanie _;'nL(¢)=0 ma doktadnie jedno

X rozwigzanie @,
to 0 jest ENW(8) i jest to estymator zgodny

Uwaga. Nawet ,porzgdne” estymatory ENW nie muszg by¢ nieobcigzone!



Asymptotyczna normalnos¢ ENW

Niech X, X,, ..., X,,... bedg probg z gestosci f,(x),
gdzie < @ c R jest otwarty, a € jest zgodnym
estymatorem najwiekszej wiarygodnosci (np.
spe’mla za’fozenla poprzedniego twierdzenia), oraz

B mozna wyllczyé informacje Fishera, 0</,(6 )<w

B mozna zmieniac¢ kolejnosc¢ catkowania po X |
rozniczkowania po 6

to jest asymptotycznie normalny oraz

Jn(6-6)—L2—N(0, )




Asymptotyczna normalnos¢ ENW

Przy zatozeniach j.w., jesli dodatkowo g:R—R
jest funkcjg roézniczkowalng w punkcie 6, t.ze
g'(0)=#0,a g(X;,X,,... X,) jest ENW(g(@)),
to

\/E(Q(X1,X2,___, Xn)_g(e)) > N(O, (g/;(fe)))z

)



Asymptotyczna efektywnos¢ ENW

Jesli spetnione sg zatozenia poprzednich

twierdzen, to estymator najwiekszej
wiarogodnosci (parametru @ oraz dla g(6))

jest asymptotycznie efektywny.
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Asymptotyczna normalnosc i efektywnosc
ENW — przyktady

1 W modelu liczby szkod: Przykiad 1
G,(X) =X = ENW(g(0))
jest asymptotycznie efektywny

1 W modelu normalnym: srednia jest
asymptotycznie efektywnym estymatorem u

1 W modelu Laplace’a: mediana jest
asymptotycznie efektywnym estymatorem u

Przykiady 2




Podsumowanie: badanie wtasnosci
estymatorow

1 obcigzonosc
_] wariancja

1 ryzyko

1 efektywnosc

1 zgodnosc
1 asymptotyczna normalnosc
_1 asymptotyczna efektywnosc




Estymacja przedziatowa — przedziaty ufnosci

[1 Estymujemy parametr z zadang
doktadnoscig

[1 Zamiast pojedynczego oszacowania
podajemy dolng | gorng granice dla
oszacowania (prawdziwy parametr bedzie
sie w nich miescit z zadanym
prawdopodobienstwem)



Przedziat ufnosci

Niech g(&) bedzie funkcjg nieznanego
parametru ¢, zas g =g(X,, X,,..., X, ) oraz

g =g(X,, X,,..., X)) bedg statystykami

Wowczas [9,9] to przedziat ufnosci dla g(&)
na poziomie ufnosci 1-¢;, jesli dla kazdego &

P,(9(X; Xy X,) £9(0) < T(X1 X0 X)) 21—



Przedziat ufnosci — uzycie i interpretacja

1 Typowo: a jest matg liczbg, np. 1-a = 0,95
albo 1-a = 0,99

_1 Warunek z definicji oznacza: losowy
przedziat [9,9] zawiera nieznang liczbe
g(0) z duzym prawdopodobienstwem
(zadanym).

1 Jesli obliczymy realizacje przedziatu
ufnosci (np.g =1,9 =3) to juz NIE
mozemy mowic o tym, ze nieznany
parametr zawiera sie w tym przedziale z

W prawdoepodobienstwem 1-¢ !




Przedziat ufnosci — konstrukcja

1 Z definicji, przedziat ufnosci zalezy od
rozktadu prawdopodobienstwa, z jakim
mamy do czynienia

1 Najczesciej rozwaza sie probki
pochodzgce z rozktadow normalnych
(takie rozktady wystepujg ,w przyrodzie”
najczescie))




Przedziat ufnosci — konstrukcja cd.

wygodna metoda: szukamy zmiennych losowych
zaleznych od proby i funkcji parametrow, ktorych
rozktady nie zalezg od wartosci nieznanych
parametrow — tzw. funkcji centralnych

Jesli U= UX,, X,, ..., X, 8)—funkcja centralna,
to szukamy przedziatu ufnosci postaci [a,b] t.ze
Pla<U<b)>1-a

Najczesciej dodatkowo szukamy przedziatow

,Symetrycznych”
P,(U<a)< % P,(U > b)< %
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Najczesciej wykorzystywane modele

Model | (normalny): przedziat ufnosci dla sredniej,
wariancja znana

Model Il (normalny): przedziat ufnosci dla sredniej,
wariancja nieznana

Model |l (normalny): przedziat ufnosci dla warianc;i
Model Il (asymptotyczny): przedziat ufnosci dla
srednie;

Model |V (asymptotyczny): przedziat ufnosci dla
odsetka

Model asymptotyczny: przedziat ufnosci oparty o ENW
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Przedziat ufnosci dla sredniej — Model |

Model normalny: X, X,, ..., X, sg proba IID z
rozktadu N(u, o), przy czym o2 jest znane.

Przedziat ufnosci dla «, na poziomie 1-« :

X

O O
—Ui 40 ﬁa X + Ui s/2 ﬁ

gdzie u,_, , jest kwantylem rzedu 1-a/2 z
rozktadu N(0,1)



Przedziat ufnosci — Model |, uzasadnienie:

Punktowy estymator dla 2 ENW(u) = X orktad nie
Znamy rozktad X: zalezy od 4

. funkcja
(VS N(,U, 0%), 7 . N(O 1)/centralna

Korzystamy z funkcji centralnej. Chcemy: przedziat
ufnosci symetryczny wokot estymatora punktowego
(rozktad funkcji centralnej jest symetryczny wokot 0).
Mamy:

P,Nn(X - u)1 o] < u)= d(u) - d(-u) = 20(u) -

U

=1-«
| Skad U=Uuiyp



Przedziat ufnosci — Model |, witasnhosci

ia: d = =
[1 Btad oszacowania Ui_yso 7
[1 Dtugosc¢ przedziatu ufnosci: 2d

[] Liczebnosc¢ proby wystarczajgca do
uzyskania zadanej precyzji (btedu) a.




Przedziat ufnosci dla sredniej — Model Il

Model normalny: X, X,, ..., X, sg proba IID z
rozktadu N(u, o2), przy czym o2 jest nieznane
Przedziat ufnosci dla «, na poziomie 1-« :

- S .
X —t n-1)— —
1—a/2( )\/E \/E
gdzie t,_, »,(n-1) jest kwantylem rzedu 1-a/2 z
rozktadu t-Studenta z n-1 stopniami swobody
t(n-1), a S =+/S* dla nieobcigzonego
estymatora wariancji S2.

’>_(+ t’l—a/Z(n _1)




Przedziat ufnosci — Model ll, uzasadnienie:
Punktowy estymator dla «z ENW(u) =X

Znamy rozktad X :
“HNO), T=2"HE < t(n-1)

< X
X ~N(u,77,),

AL var
Korzystamy z funkcji centralnej 7. Chcemy:

przedziat ufnosci symetryczny wokot
estymatora punktowego (rozktad T jest
symetryczny wokot 0). Mamy:

P,.[Vn(X - w)1s|<t)=1-a
skad t = {1, p(n-1)

X




Przedziat ufnosci — Model Il, wlasnosci

[1 Btad oszacowania:d =t,_,,,(n —1)%

[1 Dtugosc¢ przedziatu ufnosci: 2d

[] Liczebnosc¢ proby wystarczajgca do
uzyskania zadanej precyzji (btedu) a.
do wyznaczenia na podstawie tzw.

dwuetapowej procedury Steina — musimy
najpierw wstepnie oszacowac wariancje



Duetapowa procedura Steina

1. Pobieramy wstepng probke X,, X, ..., X,
na je] podstawie obliczamy estymator wariancji
Sg = Z?;(Xi - >_(o )2

ny—1

2. Sprawdzamy, czy probka spetnia zadany
warunek: obliczamy k=5 [t1-a/3(2”0 ~ 1)
a) jesli ny > k to za przedziat ufnosci przyjmujemy

= S, = S
{Xo —t (g =)=, X, +1_,,,(ng —1)— }
Jno NS

b) jesli ny, < k to wybieramy n > k i dolosowujemy X .,
X 0+2: ---» X, Obliczamy Srednig z pofgczonej probki

X, X, ..., X, | za przedziat ufnosci przyjmujemy

_ S _
g -Fl‘cu;ul.tyolfvlicoaomic Sciences X _t_a n _1 _O,X —I_t_a n _1 - —
|: 1 /2( 0 ) /_n 1 /2( 0 )

&



Przedziat ufnosci dla wariancji — Model |

Model normalny: X, X,, ..., X, sg proba IID z
rozktadu N(u, o2).

Przedziat ufnosci dla o2, na poziomie 1-« :
- (n-1S?  (n-1)S?
_Z12—a/2(n -1) | 7(5/2(’7 - 1)_

gdzie y,,,(n—-1)oraz y;,,(n—-1) sa
kwantylami rzedu «/2 oraz 1-a/ 2,
odpowiednio, z rozktadu chi-kwadrat z n -1
/o .. Stopniami swobody



Przedziat ufnosci — Model Il, uzasadnienie

Punktowy estymator dla o%: ENW(o?)= S?
Znamy rozktad: (; _ (”6—21)32 ~ 3(n—1)

Korzystamy z funkcji centralnej U. Rozktad
chi-kwadrat nie jest symetryczny. Chcemy
,symetryczny” przedziat ufnosci, {j.

szukamy takiego przedziatu [a,b] ze

PGZ(U<a):%, PGZ(U>b):%

awiee g - Yaz(N="Norazb =y ,(n-1)
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