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Informacja Fishera

Jesli model statystyczny z obs. X, X,, ..., X,

p-stwem f, spetnia warunki regularnosci, tzn.
1. O jest przedziatem otwartym 1-wymiarowym.

2. Nosnik rozktadu {x: f{x)>0} nie zalezy od 6.
3. Istnieje pochodna Z—g.

to mozna zdefiniowac¢ Informacje Fishera
zawartg w obserwacjach X, X,, ..., X.:

1 (6)=E,(LInf,(X,, X,,.... X, )]

nie zakltadamy tu niezaleznosci X, X,, ...,

X

n



Informacja Fishera — co oznacza

1 Miara tego, jak wiele moze powiedziecC
proba wielkosci n (usredniona) o
wartosci nieznanego parametru 6.

1 Np. jesli funkcja gestosci wokot 4 jest
ptaska, to informacja zawarta w (jednej)
obserwacji nie bedzie pozwalata
roznicowac naszych przewidywan co do
0. Jesli jednak funkcja gestosci wokot &
nie jest ptaska, to info o wynikach wnosi




Informacja Fishera — cd.

Wzory dla roznych przypadkow:
_1 jesli rozktad ciggty

dfy (X)

| (0)= i [f?i()) f,(x)dx

0

1 jesli rozktad dyskretny o \2
[,(0)= Z[Pd(ex)j Fy(X)

xeX )

1 jesli f, dwukrotnie rézniczkowalna
1,(60) = —E, (L Inf, (X, X, 0, X,))



Informacja Fishera — cd. (2)

[1 Jesli proba sktada sie z niezaleznych

zmiennych losowych o identycznych
rozktadach, to wowczas z uwagi na

multiplikatywnosc¢ prawdopodobienstwa
oraz wiasnosci logarytmu

In(H) — nl1(‘9)

1,(6) jest informacjg Fishera zawartg w pojedynczej
obserwacji

Faculty of Economic Sciences



Informacja Fishera — przykiady

1 Rozktad wyktadniczy exp(2.)

1
2
1 Rozktad Poissona Poiss(6)

L(A)=...




Nierownosc¢ Informacyjna (Crameéra-Rao)

Niech X=(X,, X,, ..., X,) bedg obserwacjami o tgcznej
gestosci f,(x), gdzie fe ® c R, oraz:

B /(X) jest statystykg o skonczonej wartosci oczekiwanej
E, T(X)=g(6)

B Informacja Fishera jest dobrze okreslona, /.(6) €(0,»)
B \Wszystkie gestosci f, majg ten sam nosnik

B Mozna zamieniac kolejnosc¢ rozniczkowania (d/d6) oraz
catkowania J.... dx.

Wowczas, dla dowolnego &

Var,T(X) > ')
[,(6)




Nierownosc informacyjna — implikacje

1 W szczegolnosci, funkcja ryzyka
nieobcigzonego estymatora (=wariancja)
nie moze byC mniejsza od ustalonej
funkcjini 6.

1 Jesli ryzyko estymatora nieobcigzonego
jest rowne dolnemu ograniczeniu
nierownosci, to jest to estymator ENMW.

1 Jesli 9(X)jest nieobcigzonym
estymatorem 6, to Var, (X)>

1
/,(0)




Nierownosc¢ informacyjna — przykiady
zastosowan

Var,(X)=1%

W modelu Poissona,d = X jest ENMW(6)

W modelu wyktadniczym, X jest ENMW(1/1)
Var,(X)=-

Niestety, nierownos¢ Craméra-Rao nie zawsze
jest optymalna: w modelu wyktadniczym, 1 =1/ X

jest obcigzonym estymatorem A. Nieobcigzonym
n—

estymatorem jest A= , ktory jest tez

ENMW(A1), chociaz Jegonwariancja jest wieksza,

niz by to wynikato z ograniczenia Crameéra-Rao.




Efektywnosc

Efektywnos¢ nieobcigzonego estymatorag(X)
wielkosci g( &) to:

ef(g) =

(9'(0))
Varﬁ(gA) ) In(‘g)

Efektywnosc wzgledna nieobcigzonych
estymatoréw g,(X) oraz g,(X):

n n

.~ . Var,(g,) ef(g,)
ef(g9,,9,)=—%L22-=—=
"2 var,(g,)  ef(d,)




Efektywnosc¢ a nierownosc¢ informacyjna

1 Jesli spetniona jest nierownosc
informacyjna, to ef(g) <1 dla kazdego
estymatora nieobcigzonego.

1 Jesli g =ENMW(g), to mozliwe jest, ze
ef(9) =1, ale mozliwe tez, ze ef(g) <1.

1 Jesli ef(g) =1, to estymator jest
efektywny.

efektywnosc w sensie Craméra-Rao



Efektywnosc¢ — przyktady

1 W modelu Poissona, 8 = X jest efektywny.

1 W modelu wykfadniczym, X jest
efektywnym estymatorem 1/A.

1 W modelu wyktadniczym, /= ”,’7—;_(1 nie jest
efektywnym estymatorem A, chociaz jest
ENMW(A).

_1 Branie czesci probki nie jest efektywne.

1 W modelu jednostajnym U(0,6) dla
ENW(0) ,wychodzi” ef >1 (bo nie sg spetnione

Wga’roZenia nierownosci informacyjnej)

ccccccccccccccccccccccc




Wilasnosci asymptotyczne estymatorow

[] Twierdzenia graniczne opisujace

zachowanie/ wtasnosci estymatorow gdy
[1—00

1 W praktyce: informacja, jak w przyblizeniu
zachowujg sie estymatory dla duzych
probek

[1 Problem: zwykle brak odpowiedzi na
pytanie, jaka probka jest odpowiednio duza
(zeby przyblizenie byto odpowiednio dobre)



Zgodnosc

Niech X,, X,, ..., X_,... bedzie probg IlID, tzn.
niezaleznych zmiennych losowych o
identycznych rozktadach. Niech g(X;, X,,..., X,,)
bedzie ciggiem estymatorow wielkosci g(& ).
Estymator g jest zgodny, jesli dla kazdego
/<O, dla kazdego ¢ >0:

im P, (| §(Xy, Xguenrs X, )~ 9(O) < &) =1

n—oo

(tzn. estymator g jest zbiezny do g(8)
wedtug prawdopodobienstwa)




Mocna zgodnosc

Niech X,, X,, ..., X_,... bedzie probg IlID, tzn.
niezaleznych zmiennych losowych o
identycznych rozktadach. Niech g(X;, X,,..., X,,)
bedzie ciggiem estymatorow wielkosci g(& ).
Estymator g jest mocno zgodny, jesli dla
kazdego 60O

PAIm §(X;, X,... X,) = 9(0)) =

(tzn. estymator g jest zbiezny do g(é) prawie
na pewno)




Zgodnos¢ — uwaga

Z tw. Gliwienki-Cantelliego mamy, iz
dystrybuanty empiryczne sg zbiezne p.n.
do dystrybuanty teoretycznej. A zatem od
wszystkich sensownych estymatorow
nalezy oczekiwac (mocnej) zgodnosci.

Zgodnosc¢ = minimalne sensowne zadanie
w stosunku do estymatora.

Faculty of Economic Sciences



Zgodnosc¢ — jak badac?

1 Z definicji; mozna wowczas korzystac np. z
nierownosci Czebyszewa-Bienaymeé i t.p.:

P(| X -E(X)|> &)< E(X"f(x))z
Pamietajgc, ze ryzyko estymatogra to

R(6,9) = E,(9(X)-g(9)y
dostajemy np. warunek wystarczajacy
Zzgodnosci:

imR(6,G) =0

n—oo




Zgodnosc¢ — przyktady

1 Dla dowolnej rodziny rozktadow majgcych
wartosc¢ oczekiwang: srednia z probki X
jest zgodnym estymatorem wartosci
oczekiwanej u (0 )=E,(X,). Zbieznosc
wynika z MPWL.

1 Dla dowolnej rodziny rozktadow majgcych
wariancje:S? =1 (X, - XYis2=13" (X, - X)’

sg zgodnymi estymatorami wariancji
o?(6)=Var,(X,). Zbieznos¢ wynika z MPWL




Zgodnosc¢ — przyktady/wlasnosci

1 Estymator moze bycC nieobcigzony I nie
byC zgodny; np. T.(X;, X5, ..., X, )=X,
jako estymator i (6 )=E,(X,).

1 Estymator moze bycC obcigzony i bycC
zgodny; np. obcigzony estymator
wariancji j.w., lub np. dowolny zgodny
estymator nieobcigzony + 1/n.
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Asymptotyczna normalnosc

Estymator g(X,, X,,..., X ) wielkosci g(8) jest
asymptotycznie normalny, jesli dla kazdego
0< O istnieje o24(0) takie, ze gdy n—oo

Vn(G(X,, X,..... X, ) - 9(0))—2—>N(0,5%(0))
Zbieznosc¢ wg. rozktadu, tzn. dla dowolnego a

lim P, [ Vn (g“(X X,y Xn)—g(e))< aj = d(a)
o(0)

n—oo

lub rdwnowaznie, rozktad g(X,, X,,..., X )Jest
dla duzych n zblizony do rozktadu N(g(ﬁ) o)




Asymptotyczna normalnos¢ — co to znaczy

1 Estymator asymptotycznie normalny jest
zgodny (niekoniecznie mocno zgodny).

1 Zawiera warunek podobny do
nieobcigzonosci — wartos¢ oczekiwana
rozktadu asymptotycznego jest rowna g(6)
(ale sam estymator nie musi byc
nieobcigzony).

_1 Podobnie dla tzw. wariancji

asymptotycznej definiowanej jako az(ﬁy

Iub o (6’)—Jest to wariancja rozktadu 7"

i asvmptotyCZNego

22



Asymptotyczna normalnos¢ — czym nie jest

_1 Zazwyczaj dla estymatora asymptotycznie
normalnego zachodzi:

EG(X, X, X )—22 5 9(0)
nvarg(X.,, X,,..., X )—2=2>c°(0)

ale nie musi tak byc¢, bo zbieznosc¢ wg
rozktadu nie pocigga za sobg zbieznosci
wartosci oczekiwanych ani wariancji



Asymptotyczna normalnosc¢ — przyktad

1 Niech X, X, ..., X, ,... bedzie probg |ID o
sredniej 1 i wariancji 2. Woéwczas dla
sredniej z proby mamy z CTG

Jn(X - 1) —25N(0,5?)

Asymptotyczna wariancja, 02(9% , jest tu
tozsama z wariancjg estymatora.



Asymptotyczna normalnosc¢ — jak liczy¢

W wielu przypadkach przydatny jest lemat:

Metoda Delta. Jesli dla ciggu zmiennych
losowych T, mamy x/E(Tn — 11)—2>N(0,5°)

gdy n—oo oraz h:R—R jest funkcjg
rozniczkowalng w punkcie i t.ze h’(1)#0, to

Jn(h(T,)— h(u))—2— N(0,5*(h'(1))?)

1, o sg funkcjami parametru ¢

/stosujemy zwykle wtedy, kiedy estymatory sg funkcjami
Netatystyk s -ktorych zbieznosc tatwo wywnioskowac z CTG



Asymptotyczna normalnos¢ — przykiady cd.

[0 W modelu wyktadniczym: ENW (1) =
Z CTG mamy
Jn(X - 1)—2-5N(0, L)
wiec z Lematu Delta mamy dla h(t)=1/t:

Jn(L - 2)—25NO, % - (—15))

X ' 2 (1/ 1)

a wiec — jest asymptotycznie normalnym
(co za tym idzie: zgodnym) estymatorem A.



Asymptotyczna efektywnosc

Dla asymptotycznie normalnego estymatora
g(X,X,,....,X ) wielkosci g(8) mozemy
okreslic asymptotyczng efektywnos¢ jako
' 2
(9'(0)f
a*(6)-1,(6)’
gdzie o2(8 )/n jest wariancjg asymptotyczna,
tj. mamy gdy n—w
Vn(G(X, Xy, X, ) = 9(0))—2—>N(0,6%(6))
modyfikacja ,,zwyktej” efektywnosci do ( g'( 6’))2

. reeprzypadku.granicznego, z wariancjg as.ef(g) = >
asymptotyczng zamiast zwyktej o (0)-1(0)

as.ef(g) =

&



Asymptotyczna efektywnos¢ wzgledna

Asymptotyczna efektywnosc¢ wzgledna dla
asymptotycznie normalnych estymatorow

g,(X) i g,(X)
o,(0) as.ef(g,)
c2(0) as.ef(g,)

as.ef(g,,9,) =

Uwaga. Estymator mniej (asymptotycznie) efektywny
moze miec inne cechy, ktore sprawiajg, ze ma przewage
nad estymatorem bardziej (asymptotycznie) efektywnym.



Asymptotyczna efektywnos¢ wzgledna —
Przykiad 1

Estymacja prawdopodobienstwa braku szkdd
w modelu Poissona: Poiss(8) (typowy model
aktuarialny dla liczby szkod w poszczegolnych
latach dla polisy, albo dla grupy polis)

g(0)=e? =P(X. =0) - pr-stwo braku szkdd
Gi(X)=13" 1oy G,(X)=e = ENW(g(0))

\/E(QA1 - g(@))% N(0,e’(1—e?)) zCTG dla schematu
Bernoulliego

ﬁ(gz — g(H))L) N(0,8-(—e™?)?) zLematu Delta
. A 0e Z




Asymptotyczna efektywnos¢ wzgledna —
Przyktady 2: lepsza srednia czy mediana z probki?

To zalezy od rozktadu!

a) model normalny N(z, o2):
V(X — )} N(0. %) as.ef(méd, X) =2 <1
Jn(méd - )—2->N(0,22%)

2

b) model Laplace’a Lapl(u, 4)

Jn(X - u)—2N(©,2 o
Vn(méd - 1) —2—N(0, as.ef(med, X)=2>1

c) niektore rozktady nie majg sredniej...

Twierdzenie: Dla probki z rozktadu ciggtego o gestosci f(x), mediana
probkowa jest estymatorem asymptotycznie normalnym dla mediany m (o
ile/gestoééjest ciggta i #0 w punkcie m): «/E

e Mmoo (méd—m)L)N(O, :

4(f(m))?

)
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