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Wilasnosci estymatorow

1 Czy nie robimy za duzych btedow? Czy
estymujemy to, co chcemy?

1 6 ma przybliza¢ 6
Ogolniej: g(X) ma przblizac¢ g(8).

1 Chcemy: maty btad przyblizenia. Ale
B btad jest zmienng losowg (dane sg losowe)
— mozemy badac wartos¢ oczekiwang btedu

B btad zalezy od nieznanego 6.
— trudno...




Obciazenie estymatora

Jesli statystyka 6(X) jest estymatorem &
obcigzenie estymatora to

b(0)=E,(6(X)-0)=E,O(X)-6
Jesli statystyka g(X) jest estymatorem g(8):
obcigzenie estymatora to

b(0) = E,(9(X)-9(0)) = E,g(X)-9g(0)

Estymator 9(X) / §(X) jest nieobciazony,
jesli b(@)=0 dlavdeO®

inne oznaczenia, np: B,(g)



Przypomnienie z wykiadu 3: model normalny

Model normalny: X, X,, ..., X, sg probkg z
rozktadu N(u, o%). i, o nieznane.

Tw. W modelu normalnym, statystyki X i
S? sg niezaleznymi zmiennymi
losowymi, t. ze X ~N(u,°/)

218% ~y(n-1)

W szczegolnosci:

E, X =pooraz Var, U/

2 2 2 _
E, ,S®=0c"0razVar, S %_1)



Obcigzenie estymatora — Przykiad 1

W modelu rermeataym= dowolnym, o nieznanym

1 Estymator i1 = X jest nieobcigzonym
estymatorem
E,.u(X)=E, X=E
1 Podobnie, 1, = X, jest meobmazonym
estymatorem n
y “ E,u,0'1u1(X):Ey,O'X1 :lu
1 Estymator i, =5 jest obcigzony:

uaﬂz(x) uod=9# p np.diay=2
T . obclalze”'e b(u) =

X =dnu=p

/mn

’
VB

— H



Obcigzenie estymatora — Przykiad 1 cd.

1 Estymator S* =237 (X, - X)? jest
obcigzonym estymatorem o°:

E,.S*(X)=E (X XP=1E, (O X7 -nX?)

#O'n

— ((,U + o —I—G/) 62—“%;&02

] Za$ estymator S* = ﬁz;(x, ~ X)?
jest nieobcie—gz'onym estymatorem o°
E, .S X)=E,, 5> (X, X)?=-5E, . O X -nX?)

=n%(n(,u2+c7 n( u +0/) ( (n— ’I)) ?

—



Obciazenie estymatora — Przyktad 1 cd (2)

. . . ~2 1 n \/ \2
tObcnazenle estymatora §* =1~ (X - X)
0

2
O

b(0)2—7

gdy n — o, obcigzenie dgzy do 0, a wiec
ten estymator tez jest OK dla duzych
prob

dla dowolnego rozktadu
majgcego wariancje



Asymptotyczna nieobciazonosc

1 Estymatorg(X) parametru g(@) jest
asymptotycznie noeobcigzony, jesli

vVoe®: Ilimb(@)=0

Nn—oo



Jak porownywac estymatory?

(1 Chcemy minimalizowac btad
estymatora; estymator, ktéry mniej sie
myli jest lepszy.

1 Btad moze byc¢ na + albo na -, stad
standardowo patrzy sie na kwadrat
btedu (sredni kwadrat odchylenia
estymatora od wartosci estymowanej)




Ryzyko estymatora (ryzyko kwadratowe)

Jesli statystyka 9(X) jest estymatorem &:
ryzyko estymatora d(X) to funkcja

R(6,0) = E,((X)—0)

Jesli statystyka g(X) jest estymatorem g(&):
ryzyko estymatora g(X) to funkcja

R(6,9) =E,(g(X)-9(0))

My rozwazacC bedziemy tylko ryzyko kwadratowe (btgd
sredniokwadratowy). Mozliwe tez inne (np. z modutem)
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Wilasnosci ryzyka kwadratowego

Mamy:
R(6,9) = b*(9) + Var(g)

A zatem dla estymatorow nieobcigzonych
ryzyko to wariancja estymatora



Ryzyko estymatora — Przyktad 1

Model: X,, X, ..., X,, sg probkg z rozktadu o
Sredniej i, wariancji ¢?. i, o nieznane.

1 Ryzyko estymatora /2 = X (nieobc.):

R(u,0,X)=E, (X - u)* =Var, X = o
n
1 Ryzyko estymatora = X, (nleobc ):
R(u,0,X,)=E, (X, - u) =Var, X, ="

1 Ryzyko estymatora £, =5 (obc ):

22\



Ryzyko estymatora — Przyktad 1 cd.
2 n v \2
1 Ryzyko estymatora §* = -1 (X, — X))

R(u,0,S%) = E/W(S2 —0%) = Val’/mS2

1 Ryzyko estymatora S? = %ZL (X - X)?

R(1,0,S?)=E, (S*-0?) =b*(c)+Var, S?

W modely dowolnym: i .
4nalogicznie, tylko inne wzory R(u,0,S°)>R(u,0,S7)



Ryzyko i obcigzenie estymatora — Przyktad 2.

Model Poissona: X,, X,, ..., X, sg probka z
rozktadu Poissona z nieznanym
parametrem 6.

n

Oy =...= X
b(0) =
R(6,X)=Var,X = Var, 1 X



Porownywanie estymatorow

Estymator g,(X) jest lepszy od g,(X), jesli

\V/QEG) R(é’,é1)§R(gaéz)
oraz
3&6@ R(é’,é1)<R(6’aéz)

a zatem: jeden estymator jest lepszy od drugiego tylko
jesli caty wykres funkcji ryzyka jednego lezy pod
wykresem drugiego; jesli wykresy sie krzyzuja, to
estymatory sg nieporéwnywalne



Porownywanie estymatorow — cd.

Z uwagi na to, ze bardzo wiele
estymatorow jest nieporownywalnych,
porownywanie byle czego nie ma sensu,
trzeba sie ograniczyC do pewnej klasy
estymatorow.

Jesli porownujemy dwa estymatory
nieobcigzone, to lepszy bedzie ten, ktory
ma mniejszg wariancje.



Porownanie estymatorow — Przyktad 1.

W modelu dowolnym:
1 Sposrod estymatorow 2 = X oraz i, = X,
lepszy jest (dla n>1) estymator x

1 Estymatory j1= X oraz i1, =5 sa
nieporownywalne, tak samo jak
estymatory i, = X, oraz s, =95

1 Sposréd estymatoréw S? oraz S?
lepszy jest S2




Estymator nieobcigzony o minimalnej wariancji

Ograniczamy poszukiwania/porownania do
estymatorow nieobcigzonych. W tej klasie
czesto da sie znalezC estymator najlepszy:

Statystyka g*(X) jest estymatorem
nieobcigzonym o minimalnej wariancji
dla g(6), jesli
B g*(X) jest nieobcigzonym estymatorem g(6),

B dla kazdego nieobciazonego estymatora g(X)
Var,g * (X)<Var,g(X) dla 6c®



Jak stwierdzic, ze estymator ma minimalng
wariancje?

1 W ogdlnosci nie da sie dowolnie
Zmniejszac wariancji estymatorow
nieobcigzonych — dla wielu modeli
probabilistycznych istnieje pewna
granica zmniejszania wariancji. Zalezy
ona od konkretnego rozktadu i od
wielkosci proby.
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Informacja Fishera

Jesli model statystyczny z obs. X, X,, ..., X, |

p-stwem f, spetnia warunki regularnosci, tzn.
1. O jest przedziatem otwartym 1-wymiarowym.

2. Nosnik rozktadu {x: f{x)>0} nie zalezy od 6.
3. lIstnieje pochodnag—f; .

to mozna zdefiniowac¢ Informacje Fishera
zawartg w obserwacjach X, X,, ..., X.:

1 (6)=E,(LInf,(X,, X,,.... X, )]

nie zakltadamy tu niezaleznosci X, X,, ...,

X

n



Informacja Fishera — co oznacza

1 Miara tego, jak wiele moze powiedziecC
proba wielkosci n (usredniona) o
wartosci nieznanego parametru 6.

1 Np. jesli funkcja gestosci wokot 4 jest
ptaska, to informacja zawarta w (jednej)
obserwacji nie bedzie pozwalata
roznicowac naszych przewidywan co do
0. Jesli jednak funkcja gestosci wokot &
nie jest ptaska, to info o wynikach wnosi




Informacja Fishera — cd.

Wzory dla roznych przypadkow:
_1 jesli rozktad ciggty

dfy (X)

| (0)= i [f?i()) f,(x)dx

0

1 jesli rozktad dyskretny o \2
[,(0)= Z[Pd(ex)j Fy(X)

xeX )

1 jesli f, dwukrotnie rézniczkowalna
1,(60) = —E, (L Inf, (X, X, 0, X,))



Informacja Fishera — cd. (2)

[1 Jesli proba sktada sie z niezaleznych

zmiennych losowych o identycznych
rozktadach, to wowczas z uwagi na

multiplikatywnosc¢ prawdopodobienstwa
oraz wiasnosci logarytmu

In(H) — nl1(‘9)

1,(6) jest informacjg Fishera zawartg w pojedynczej
obserwacji

Faculty of Economic Sciences



Informacja Fishera — przyktad

1 Rozktad wyktadniczy exp(A.)

1

(A)= =
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