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ESTYMACJA PUNKTOWA



Plan na dzisiaj:

1. Zagadnienie estymacji punktowej — cd.
2. Statystyki probkowe jako estymatory

3. Metody estymacii
B metoda momentow
B metoda kwantyli
B metoda najwiekszej wiarogodnosci



Estymacja punktowa

_1 Wybor, na podstawie danych, najlepszego
parametru 6 sposrod parametrow, jakie
mogq opisywac rozktad P,

_1 Esytmator parametru 6 to dowolna
statystyka T =T (X, X,,..., X )
o wartosciach w zbiorze O (interpretujemy
ja Jako przyblizenie ¢ ). Zwykle
zapisywany jakod

1 Czasem estymowane nie 6, a g(@).
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Estymacja — statystyki probkowe

Charakterystyki probkowe:

estymatory tworzone w oparciu o
rozktad empiryczny (dystrybuante
empiryczna)



Momenty i kwantyle z proby jako estymatory

Momenty i kwantyle empiryczne (z proby)
sg momentami i kwantylami rozktadu
empirycznego, a co za tym idzie sg
estymatorami odpowiednich wartosci
teoretycznych, np.

B Srednia empiryczna = estymator wartosci
oczekiwane;

B wariancja empiryczna = estymator wariancji
B mediana empiryczna = estymator mediany
B kwantyle empiryczne = estymatory kwantyli



Estymacja metoda momentow (EMM)

1 Poréwnujemy momenty rozktadu
teoretycznego (zalezg od
nieznanego(ych) parametru(ow)) do
odpowiednich momentow empirycznych.

1 Uzasadnienie: twierdzenia graniczne

_1 Dostajemy uktad rownan, na podstawie
ktdrego wyznaczamy parametr(y).




EMM - cd.

1 Jesli parametr ¢ jednowymiarowy, to jedno

rownanie, zwykle: E,X=X
1 Jesli parametr Hdwuwymlarowy, to dwa

rownania, zwykle: E X =X,

<Var X =82

1 Jesli parametr 6 k-wymiarowy, to k rownan,

zwykle E,X =X,

Var,X = S?,
|Es(X=E, XY =237 (X, - X"
CEp(X=EX) =73 (X = X)f




EMM - Przyktad 1.

1 Model wyktadniczy: X, X,, ..., X, s3

probka z rozktadu wyktadniczego Exp(A).

wiadomo: Eﬁle

, . A
rbwnanie: { _
__X
A

rozwigzanie:

n n

i=EMM(A)=1,, = %



EMM - Przyktad 2.

1 Model gamma: X, X,, ..., X, sg probka z
rozktadu gamma Gamma(a,A).

Wiadomo: E,,X= % Var, , X = %
Uktad rownan:
Yox, 2=
_ _ A A
rozwigzanie:
. X A X2
ﬂ“MM — §2 ’ aMM = ?



Estymacja metoda kwantyli (EMK)

1 Jesli momenty sg trudne do obliczenia albo
rownania zawite, zamiast momentow
mozna uzy¢C kwantyli. Wybieramy tyle
roznych poziomow p, ile mamy nieznanych
parametrow | uktadamy rownania

q9,(0)=q,
lub rwnowaznie
F@(ap) — p



EMK - Przyktad 1.

1 Model wyktadniczy: X, X,, ..., X, s3
probka z rozktadu wyktadniczego Exp(A4).

Dystrybuanta: F, =1-exp(-4x) dla 2>0
Jeden parametr — jedno rownanie,
zwykle dla mediany

1-exp(-4q,,) =3
rozwigzanie:

" 1
EMK(1)=J, =—z _In2
d., Med




EMK - Przyktad 2.

1 Model Weibulla: X, X,, ..., X, sg probkag z
rozktadu o dystrybuancie dia b=1

rozktad

b .
Fb,c — 1 . exp(—CX ) wyktadniczy z

parametrem c

gdzie b, ¢ >0 sg nieznanymi parametrami.

dwa parametry — dwa rownania; zwykle

kwartyle — [1-exp(-cdy,) = %

\1 - exp(—cc“]f;M) — %

rozwigzanie: A A
EMK(b) = by, = In(! /n4 n3))/(INQ3,4 —1INQ,,,),




Witasnosci EMM, EMK

_1 Proste koncepcyjnie
1 Nieskomplikowane obliczeniowo

_1 Niestety: czasem nie sg optymalne
(duze btedy, niekoniecznie zachowujag
sie odpowiednio dobrze dla mniejszych
prob)

1 Lepsza (zwykle) metoda: najwiekszej
wiarogodnosci




Estymacja metoda najwiekszej wiarogodnosci
(ENW)

Wybieramy taki parametr 6, dla ktorego
otrzymane wyniki doswiadczenia sg najbardziej
prawdopodobne.

Wiarogodnosc¢ — opisuje prawdopodobienstwo
f (gestosc lub funkcje prawdopodobienstwa)
rozwazane jako funkcje parametru 6 przy
ustalonych wartosciach obserwacji; L:®—R

L(O)=1(6;X,X,,..., X))



Estymator Najwiekszej Wiarogodnosci

6=0(X,,X,,..., X ) jest estymatorem
najwiekszej wiarogodnosci parametru 6, jesli

FO(X), Xgseees Xy ); Xy Xoyeeey X, ) =

=supf(é;x,, X,,..., X, )
U=C)

dla dowolnych x., x,, ..., X,.

n

OZN. 9 = ENW(0)
estymator ENW(g(8)) = g(ENW())

y w definicji nie ma wymagania niezaleznosci obserwac;ji;
N ¥ Focalty of Reamamie Ssienses jednak wyrazenie na L(8) upraszcza sie gdy
obserwacje sg niezalezne



ENW — kwestie praktyczne

L1 Zwykle: probka niezaleznych obserwaciji.
Wowczas
L(0) =1,(X) ), (X3)-. F4(X,)

[1Jesli L(@) jest rozniczkowalne, a @ jest k-
wymiarowe, to szukanie maximum
,Standardowo™ 4L (9)

00,

[1 bardzo czesto: z uwagi na

multiplikatywnosc¢ wiarogodnosci zamiast

, max L(6) znajdowane max /(6) = In(L(6))
W cccccccccccccccccccccccc

-0, j=12..k



ENW - Przyktad 1.

_1 Kontrola jakosci, cd. Maksymalizujemy
L(0) = P,(X = x) = mex (1-6)"
X
rownowaznie, mozna maksymalizowac

1(0) = h{"j +1n(0") +In((1-0)" ) = h{"j +xIn(@) + (n—x) In(1- 6)
X X

I’Z—X

1-60

tzn. rozwigzac rownanie ['(6) = =0

X

o
rozwigzanie: ENW (6) = _r
n



ENW - Przyktad 2.

1 Model wyktadniczy: X,, X,, ..., X,, sg probkag
z rozktadu wyktadniczego Exp(1), 4 nieznane.
Mamy: L(1)=f,(X,Xy,.., X, )= €74
maksymalizujemy

I(A)=InL(A)=nInA - A%x,

rozwigzujemy I'(A) :%—ZX,- .y

dostajemy P
NW

1
X



ENW — Przyktad 3.

[ Model normalny: X,, X,, ..., X,, sg probkg z
rozktadu N(, ¢?). 1, o nieznane.

(1,0 =In(( 2 ) expl- 5 3 0x, - )
1 (Zx,.2 — 215X, + nyz)

20

=—2In(27)—-nlno -
rozwigzujemy
L= 04 L(2X] 242X, +np’) =0

oo
o _ 1 __hu
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