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Model Statystyczny — przypomnienie W RP bylo:

Model statystyczny: (X,F, ,P) (©2.F.P)

gazie:

X — przestrzen wartosci obserwowane;
zmiennej losowej X (czesto n-wymiarowa,
jesli mamy n-wymiarowg probke
zmiennych X, ..., X,)

F, — c-ciato na X

P — rodzina rozktadow prawdopodobienstw
P,, indeksowana parametrem 6<®

- W.mniej.formalnym opisie zwykle podaje sie: X, P, ©



Model statystyczny — przyktad

Sformutowanie: Kontroler przebadat partie 50 sztuk towaru.

Wyniki sg nastepujgce (1- towar wadliwy, 0 — bez wad):
0100000001000010000000000
0000001000000000100000001

X ={0,1}" — przestrzen probkowa
k 3gczny rozktad prawdopodobienstwa:

PQ(X1 — X1,X2 — X2 ..... Xn = Xn):HQX/ (1_0)1—X,- — HZX,(1_9)n—Zx,
i=1
dla 8 €[0,1]

(unas n=50 oraz X, = X,y = X45 = X350 =X, = X50 =1,
pozosta’re X.=0)



Model statystyczny — przyktad cd.

Alternatywne sformutowanie (jesli notujemy
tylko liczbe wadliwych elementow w
probie):

X={0,1, 2, ..., n} — przestrzen probkowa

t 3gczny rozktad prawdopodobienstwa:

P,(X = X) = (Z j@xm gy

dla @ €[0,1]
(u nas n=50 oraz X=6)



Model statystyczny — przyktad cd. (2):
pytania

Mamy konkretne dane (probke):

1 Jaka jest wartosc¢ parametru 67
B interesuje nas konkretna wartosc
B interesuje nas przedziat (ufnosci)

— zagadnienie estymacji

_1 Weryfikacja hipotezy, ze 6=0,1

— testowanie hipotez statystycznych

ZI — ew. predykc:je

ccccccccccccccccccccccccc
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Model Statystyczny: Przykiad 2

Wzrosty na gietdzie. Analityk bada dtugosc
okresow wzrostowych na gietdzie. Interesuje go
czas wzrostu kursu (do pierwszego spadku), w
dniach. Zatozmy, ze czasy wzrostu X,, X,, ..., X,
sg probka z rozktadu wyktadniczego Exp(A1).

A — nieznany parametr
X =(0,0)" — przestrzen probkowa
taczny rozktad prawdopodobienstwa:

4 Ak v daA>0



Model Statystyczny: Przykiad 3

Pomiar z btedem losowym: powtarzamy pomiar
wielkosci 1, wyniki poszczegolnych pomiarow sg
niezaleznymi zmiennymi los. X, X, ..., X,, bo
maszyna do pomiaru niedoskonata. Kazdy z
pomiaréw ma jednakowy rozktad normalny N(u, o?).

u, 02 — nieznane parametry (a wiec 6 = (u, o))
X = R" — przestrzen probkowa

k gczny rozktad prawdopodoblenstwa
P (X, <X, X, <X X, <X, Hcp(x ) |ub

fﬂ,a(X1’X2 """ n :( 27m)jeXp( 252 Zm(x ,u )
dla ueR, >0




Statystyki

Estymacje parametrow (punktowa,
przedziatowg) czy testowanie hipotez
statystycznych przeprowadza sie na
podstawie tzw. statystyk:

Statystyka = dowolna funkcja obserwaciji,
czyli zmienna losowa postaci

Ir=r(X,X,,...X,)

Statystyka nie moze zalezec od parametru 6,



Statystyki — przyktad

sg statystykami dla pierwszego sformutowania;

T-x T,=2 T.=2_01
n n

sg statystykami dla drugiego sformutowania

Wybor statystyki zalezy od pytania, na ktore
mamy odpowiedziec.



Rozktad statystyki

Przy odpowiedzi na pytania z
wykorzystaniem statystyk bedziemy musieli
znac rozktad statystyki. Mimo ze sama
statystyka nie zalezy od nieznanych
parametrow, je| rozktad — owszem.

Wazne rozktady statystyk: w modelu
normalnym



Model normalny

Najbardziej powszechne zatozenie stosowane
przy badaniach statystycznych:

X, X, ..., X, 5@ probka z rozktadu
normalnego N(u, o2).

Wazne statystyki w tym modelu:

Srednia X = — ZX

wariancja probkowa S? @Z(X X),

- odchylenie std: S =+/S? jakie sg ich

v
W rozktady?



Model normaliny — cd.

Rozktad X : jako przeskalowana suma
(niezaleznych) zmiennych z rozktadu
normalnego

X ~N(u,7%,)

Rozktad S27?



Rozktad chi-kwadrat y2(n)

f( ) 1 Xn/2—1 -x/2

X)=—7 e dlax>0
04f \ 2 F(”/Z)
L \\\
0.35 \
0.25 \ - e n=1
0.1 \‘“*-a______ R, L n=2
....ll.....l)....;....i_ n=5

Suma kwadratow n niezaleznych zmiennych
losowych o rozktadach N(0,1) ma rozktad chi
kwadrat z n stopniami swobody, ¥2(n) ew. (>

v2(n) jest szczegdlnym przypadkiem
rozktadu gamma: I'(n/2, 1/2)
A R T e EX=n, VarX =2n



Model normalny - cd. (1)

Tw. W modelu normalnym, statystyki X i
S? sg niezaleznymi zmiennymi
losowymi, t. ze

)_( ~ N(,u,U%) (X=4) [~ N(1)
’;—‘2182 ~v%(n-1)

W szczegollnosci:
2 _ 2 2 _ 2%
E,,S®=0°0razVarS® = %_1)



Rozktad t-Studenta t(k), k= 1,2,...

r-_ %X dlaXiY niezaleznych X~N(0,1), Y~y2(k)

N ma rozktad t-Studenta z k
R stopniami swobody

VY Ik

— 22 k2
- =315 k=10
..-|2...._|].... ....llA...:lz..._ N(O,'I)
FA(n+1 AN
gn(x) = l . (_,(nl—+— ) (1 I—) ,yn=12 ....
nmw I'(3m n



Model normalny - cd. (2)

Tw. W modelu normalnym, zmienna

ma rozktad t-Studenta z n -1 stopniami
swobody, T ~t(n-1)



Rozktad F-Snedecora F(d,,d,), d,,d,=1, 2,...

F ma rozktad F(d,,d,), jesli F= :// ;31

gdzie Y, sg niezaleznymi zmlennyml losowymi
0 rozk’rad2|e v%(d)

/9

/2 /2
dy x d1/2 1 dy x d2
( ) dy x+ds T dy z+do

Lz} = 1(0.00)(Z)
ik x B(dy/2,d2/2) (0,5)(%)

. a,b>0

: . ['(a)'(b)
a—1 __ 4\b—1
B(a,b) —/(; t* (1 —=1t)"" 'dt = T(a+b)



Model normalny — cd. (3)

Jesli mamy wiecej niz jedng (sub)populacje:

Tw. Jesli X, X,, ..., X, sg probkg z rozktadu
normalnego N(uy, 0,?),zas Y, Y,, ..., Y,
sg (niezalezng) probka z rozktadu

normalnego N(uy, 0y?), to zmienna e jest
statystyka!

2 __2
F=2X%% L F(n_1m-1)
y O x
_ Sx

przy dodatkowym zatozeniu o,? = 6\?, F = o7 F(n—1,m-1)
juz jest statystyka

Y



Estymacja punktowa

_1 Wybor, na podstawie danych, najlepszego
parametru 6 sposrod parametrow, jakie
mogq opisywac rozktad P,

_1 Esytmator parametru 6 to dowolna
statystyka T = T(X,, X,,..., X))
o wartosciach w zbiorze O (interpretujemy
ja jako przyblizenie ). Zwykle
zapisywany jako &

1 Czasem estymowane nie 6, a g(@).

Faculty of Economic Sciences

&



Przyktad estymacji — czestos¢ empiryczna

Kontrola jakosci:
0100000001000010000000000
000000100000000010000000 1

_1 Model stat. np. X ={0,1, 2, ..., n} (tu n=50),
P (X = x)= '; 9*(1- 0y dla 6 €[0,1]
1 parametr & : p-stwo sztuki wadliwej
1 oczywisty estymator: O = X/ =8/,
n — liczebnosc¢ proby
X — liczebnosc¢ wadliwych sztuk

W P Feoully of Reomomic Selenses przy innym sformutowaniu modelu,
ten estymator to srednia



Ktopoty z czestoscig (i nie tylko)...

Przyktad: trzy genotypy w populacji,
wystepujg w proporcjach 6° :26(1-0): (1-0Y’

W populacji n osob zaobserwowano
odpowiednio N,, N,, N; osobnikow
poszczegolnych genotypow.

Czy powinnismy wzigc 0 = Y Czy raczej

6=1-"/ a mozeé—N/+—N/ a moze

jeszcze jakis inny estymator?

\/R/; D R o Mttt S — Jak Wybraé najlepszy?



Estymacja — statystyki probkowe

Charakterystyki probkowe:

estymatory tworzone w oparciu o
rozktad empiryczny (dystrybuante
empiryczna)



Dystrybuanta empiryczna

1 Niech X, X,, ..., X, — probka z rozktadu o
dystrybuancie F (model z rodzing {Pg})

(n-ta) dystrybuanta empiryczna

_ 1 Z 1 _ liczba obserwacji X; : X; <t
i=1 —Oot] n

1 Dla ustalonych reallzaCJl X jest to
dystrybuanta rozktadu empirycznego
(rownomiernego na punktach x., x,, ..., X,).
Dla ustalonego t jest to statystyka dla proby

losowej: zmienna Ios a o rozkfadzie
B W P (F(£) = £) = F(z) A=F@)"™", k=0L..n



Dystrybuanta empiryczna: wlasnosci

1. E.F (t)=F(t)
2. VarF,(t)=1F(t)(1- F(t))
3.2CTG: _A(M)-F®) - s N(0.1)
JF(t)(1-F(t)) ”*‘”
F,(t)- F(t)

Czyli dla dOWOIr]egO Z. P[\/F(t)“_F(t))\/ﬁgzj—)@(z)
4. Tw. Gliwenki-Cantelliego
(podstawowe tw. statystyki) jesli liczebnos¢ proby

n wzrasta, to mozemy
SUp | Fn(t)—F(t) | P2 >0 poznaé nieznany
teR rozktad
P . dla h > «© prawdopodobienstwa
\M iy Faculty of Econom ic Sciences Z dOWOIna
doktadnoscig




Dystrybuanta empiryczna — przykiad

Dane z rozktadu U[0,1], n=10

o,29 0,30 0,40 0,44 0,50 0,60 0,64 0,72 0,81 0,83

- °

T T T T T T T T
-2 0 2 4 .6 .8 1 1.2
wartosci

—&—— dystrteoret —@—— dystremp




Statystyki pozycyjne

1 Niech X, X,, ..., X, — probka z rozktadu o
dystrybuancie F. Porzadkujemy je w
kolejnosci rosngcej, | oznaczamy

Xiypy Xoopy -y X, «— statystyki pozycyjne
(w szczegolnosci X,., = min, X,., = max)

1 Dystrybuanta empiryczna jest funkcjg
schodkowa, statg na przedziatach
[Xie Xis1.0)




Rozklady statystyk pozycyjnych

1 Niech X, X,, ..., X, — niezalezne zmienne
losowe o dystrybuancie F. Wowczas X, .,
ma rozktad o dystrybuancie

Fn(x)=P(X,, <x)= Zin](F (X)) (1= F(x))"

i=k \ !

1 jesli dodatkowo rozktad jest ciggty o
gstosci f, to X,., ma rozktad o gestosci

n—1

k_Jf(x)(F(x))“ (1-F(x)™

Jin (X) = n(

W ” Faculty of Economic Sciences
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