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Plan na dzisiaj

1. Statystyka opisowa, cz. II:
B miary potozenia — dokonczenie
B miary zroznicowania
B miary asymetrii
B wykres pudetkowy
2. Wstep do statystyki matematyczne;
B model statystyczny



Moda

Moda (dominanta, wartos¢ modalna)
wartosc najczesciej pojawiajgca sie w probie

[] dla szeregu rozdzielczego punktowego:
Mo = wartosc najczestsza

[] dla szeregu rozdzielczego przedziatowego

n,, —nN
Mo = ¢, + Mo Mo -b
(Mo = Mot ) + (Mo — Npyoir)

gdzie
”/wo — Ilczebnosc Klasy domlnanty,
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Przykiad 1 — cd.

Ocena | Liczebnosc¢ | Czestosc
2 [2 0,429
3 42 0,250
3,5 32 0,190
4 11 0,065
4,5 I 0,042
5 4 0,024
Razem 168 1,000

Moda — przyktady
/\5 B e Samands Baianass Kwartyle — przyktady
WV -, Wariancja — przyktady




Przykiad 3 - cd.

Przedziat | S"°%K || iczebnosé|Czestoss| L¢Zebnosc | Czestosc
przedziatu skumulowana|skumulowana
(30,40 35 11 0,11 11 0,11
(40,50 45 23 0,23 34 0,34
(50,60 95 33 0,33 67 0,67
(60,70 65 12 0,12 79 0,79
(70,80 75 6 0,06 85 0,85
(80,90] 85 3 0,08 93 0,93
(90,100] 95 3 0,03 96 0,96
(100,110]| 105 2 0,02 98 0,98
(110,120]| 115 2 0,02 100 1
Razem 100 1
Moda — przyktady
N W Kwartle - przyidady

Wariancja — przyktady




Moda — przyktady

Przykiad 1 — cd.

Przyktad 1:
Mo = 2

P rzy kjfad 3 : Przyktad 3 — cd.

przedziat dominanty to (50,60], o liczebnosci 33
Ny, =33, ¢, =50, b=10, ny,, 4 =23, Ny = 12

. 33-23
(33-23)+(33-12)

Mo = 50 0 = 53,23



Ktora miare stosowac?

Srednia arytmetyczna: do szeregéw
typowych (jedno max, czestosci
monotoniczne)

Dominanta: do szeregdw typowych, danych
pogrupowanych, dtugosci przedziatu
dominanty | sgsiednich powinny bycC rowne
Mediana: nie ma ograniczen. Najbardziej

odporna na zaburzenia, niedoktadnosci
pomiaru, zmiany, wartosci odstajgce
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Kwantyle, kwartyle

1 p-ty kwantyl (kwantyl rzedu p): odsetek
wartosci nie wiekszych niz on wynosi co
najmniej p, a wartosci nie mniejszych co
najmniej 1-p

1 Q, : Pierwszy kwartyl = kwantyl rzedu V4
1 Drugi kwartyl = mediana = kwantyl rzedu 2
1 Qj: Trzeci kwartyl = kwantyl rzedu %




Kwantyle — cd.

Kwantyl probkowy rzedu p:

X o+ X .
Q _. np:n 2 np+1.n HPEZ
p
X[np]+1:n np & Z
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Kwartyle — cd.

1 Kwantyledlap="1p = 7.

1 Dla szeregu rozdzielczego
przedziatowego: wzor jak dla mediany

dla k=1 lub 3, odpowiednio
gdzie M,, M; — numer klasy kwartyla
b — szerokosc klasy kwartyla

c, — dolny koniec klasy kwartyla
\//\\2 I Focaiy of Resucuite Salenecs



Kwartyle — przykiady

Przykiad 1 — cd.

Przyktad 1:
168-7, =42  168-3, =126
a wiec
Q= %(X42:168 T X43:168): 2, Q; = %(X126:168 + X127:168): 3,9
Przyktad 3.

100- 1, =25 100-3, =75

M =2, M,=4 awiec

Q, = 40 +£(25 ~11)~ 4009 Q, =60 +%(75 _67)~ 66,67

Przykiad 3 — cd.




Rozproszenie, zmiennos¢, dyspersja

—duze

—mate

-
ey




Miary rozproszenia

L1 Miary klasyczne
B wariancja, odchylenie standardowe
B odchylenie przecietne
B wspotczynnik zmiennosci (klas.)
L1 Miary pozycyjne
B rozstep
B rozstep miedzykwartylowy
B odchylenie cwiartkowe
B wspofczynnik zmiennosSci (poz.)



Miary pozycyjne

1 Rozstep
najprostsza miara, nie bierze pod uwage
zadnych wartosci oprocz skrajnych
r=X nn X 1N

1 Rozstep miedzykwartylowy

bardziej odporny na obserwacje nietypowe
niz zwykty rozstep

IQ R — Q . Q dtugosc¢ przedziatu, w ktorym miesci
R 1 sie 50% srodkowych obserwacji

na jego podstawie odchylenie ¢wiartkowe Q= /IQR/2, oraz pozycyjne
wspotczynniki zmiennosci V, = Q/Med albo Vo3 = IQRI(Q5+ Q)
takze typowy przed2|a+ zmiennosci cechy: [Med — Q, Med + Q)]



Rozstep, rozstep miedzykwartylowy —
przykiady

Przyktad 1:

r=5-2=3,
IQR=35-2=15

Przyktad 3:
r=120-30=90

(W rzeczywistosci 118,9-32,45 = 86,45)
IQR = 66,67 — 46,09 = 20,58



Miary klasyczne

Wariancja
1 dane surowe §2—1Z X, - XY % X" —(X)
1 szereg rozd2|elczy punktowy B

S? = 1Zn (X, - X)? %i nX? - (X)
1 szereg rozd2|elczy przed2|a+owy )

. k - K o
S2=153"n@c. - X2 =13nc’—(X) c=dhugosc
n; I( I ) n; s ( ) przedziatu
k!asy (jesli
+ ew. poprawka Shepparda §*=§*-< "
. n k
w v lub.ogolnie] 52 =8 LY (¢ —c,,)



Wariancja — przyktady
Przyktad 1:
a2

Przvkiad 1 — cd.

2((2-2842)7 .72+ (3-2842)* - 42+ (35-2,842)* - 32+ (4 —2842)2 - 11+ (4,5 — 2,842)% - T + (5 2,842) - 4)

~ 0,706
Przyk*ad 3 - Przyktad 3 — cd.

~/OO (35-587)2-11+(45-587)% - 23 + (55— 58,7) - 33 + (65— 58,7)? - 12
+(75-58,7)2 -6+ (85-587)?-8+(95-58,7)2-3+(105-587)?-2+(115-58,7)2 - 2)

=331,31
_ 5 rozktad nie jest normalny, za
S*=33131- 10%2 ~ 322,98 mata préba na poprawke
Shepparda — wieksze btedy
wynikajg z matej proby niz z
podziatu na klasy

W rzeczywistos$ci S* = 333,85
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Odchylenie standardowe

W tych samych jednostkach, co wyjsciowy
szereg

$=482, §=4s52
Przyktad 1:

S ~ 0,840 [oceny]
Przyktad 3:

S ~18,2[m?]



Odchylenie przecietne

srednie odchylenie bezwzgledne

obecnie rzadko stosowane, choc fatwiejsze
w obliczeniach, wyrazone w jednostkach
naturalnych

dla danych surowych

T n

d—1zn:|X,—>_(|
=1



Wspotczynniki zmiennosci (klasyczne)

Do porownywania tej] samej cechy w
roznych populacjach lub réznych cech
jednej populacii

Vv, = %(-100%),

ubV/, = %(-100%)



Asymetria

lewostronna symetria prawostronna
(ujemna) (dodatnia)

X < Med < Mo X = Med = Mo X > Med > Mo

(typowe uktady)

"7  Faculty of Economic Sciences
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Miary asymetrii

1 Wspotczynnik asymetri

M, gdzie M, jest trzecim
I momentem centralnym

A=

_1 Wspotczynnik skosnosci

A - X—éMo Wb A - x—gxled

1 Pozycyjny wspotczynnik asymetrii
a Q, —2Med + Q,
. 2 Q3 _ Q1 mierzy asymetrie tylko dla

obserwacji drugiej i trzeciej
Cwiartki




Interpretacja

_1 Wskazniki dodatnie = asymetria dodatnia
(prawostronna)

1 Wskazniki ujemne = asymetria ujemna
(lewostronna)

1 Dla wspotczynnika skosnosci (z mediang)
| pozycyjnego wsp. asymetrii ocena sity
asymetrii (co do modutu):

0 - 0,33: staba
0,34 - 0,66: $rednia
0,67 — 1: silna




Asymetria — przyktady

Przyktad 1: A= Oé5:42 :
A=""_"~_018(Med) °°°°°
0,840 .
H =
- 2842-2 ., Mo)
0,840
A2:3,5—2°3+2z_0,33 :’%
Przyktad 3: 35-2 Il
=
A;1,15, 2253354455
= 5875323 5 (Mo)lub A = 58,7 5485 _ 54 (Mod)
18,2 18.2
4 = 66,67 -2:5485+4609 .
66,67 — 46,09 %

Powierzchnia



Wykres pudetkowy (,,pudetko z wasami”)

_1 Pozwala porownac graficznie dwie
populacje (lub wiecej

Xmax

L K

obs. odstajgce

X, =min{X,: X, €e[Q, -%IQR,Q,]}

X
X" =max{X,: X, €[Q,,Q, + %IQR]}
Q;
Med
(ewentualne) Q.
obserwacje odstajgce:
x< X, lub x> X" X

obs. odstajgce

Xmin



Wykres pudetkowy — przyktad poréwnania

(o)
=

10
|
o




Przyklady zestawien statystycznych (1)

TABL. 16. CHARAKTERYSTYKI OPISOWE CEN DETALICZNYCH NIEKTORYCH TOWAROW ZYWNOSCIOWYCH
W CZERWCU 2009 R.

DESCRIPTIVE CHARACTERISTICS OF RETAIL PRICES OF SELECTED FOODSTUFFS IN JUNE 2009

Srednia cena w zlotych Wspéiczynnik
Average price in ZI zmiennosci w %
Variability
Towary najnizsza najwyzsza krajowa il
Goods : ok
lowest highest national
anytme- ool
M - " - We.
wo;g-wodz@ tyczna medlz'ana ogotem dazkiel
voivodship arithmetic| Median total | intervoi-
vodship
Chleb pszenno-zytni-za05kg ......ccoceeveeeeenennen. 1,69 2,19 1,88 1,86 19,6 76
Wheat-rye bread - per 0.5 kg swietokrzyskie slaskie
Maka pszenna-za 1Kg ..o 1,74 2,19 1,93 1,99 17,5 49
Wheat flour - per kg lubuskie Swietokrzyskie
Kasza jeczmienna-za0,5kg ..o, 1,54 213 1,82 1,80 323 10,0
Peari-barley - per 0.5 kg podkarpackie mazowieckie
Mieso wolowe z koscig (rostbef)-za 1 kg ........... 17,93 23,51 19,84 | 19,50 15,9 6.8
Beef meat, bone-in (roast beef) - per kg lodzkie kujawsko-pomorskie
Mieso wotowe bez kosci (z udzca)-za 1kg ........ 21,89 29,63 26,15 25,80 15,4 95
Beef meat, boneless (gammon) - per kg matopolskie zachodniopomorskie
Add:"  Warsaw Univensm Zrodto: GUS, Ceny w gospodarce narodowej 2009
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Przyklady zestawien statystycznych (2)

|
Tabl. 3.2. Srednie zuzyvcie, wydatki i ceny energii elektrycznej w gospodarstwach

domowvch
Ilos¢
Miary W ym 80590‘?“5'“'3_ | Wartos¢ Cena
TS razem prowadzace dzialalnos¢
statystyczne :
rolnicza
w kWh w GJ w kWh w GJ wzl w zVkWh w zUVG]J

Srednia
arytmetyczna .... 2303 8.3 2983 10,7 1245 0,53 147.2
Mediana............ 2039 7.3 2558 9.2 1105 0,52 1444
Zakyes decvlowy| 956-4080| 3.4-14.7| 1240 -4800 45-173] 520-2160| 048-0,60| 1333-166,7

A. Miary wybranych cech mieszkan

Jednostka Srednia Pierwszy | Prerwszy Trzeci | Dziewiaty

Cecha mieszkama Mediana

miary arytmetyczna | decyl kwartyl kwartyl decyl
Ogolna powierzchnia uzytkowa
T T R m’ 749 38,0 48,0 63,0 1000 1400
Powrerzchnmia ogrzewana............... m’ 73.1 37.0 48.0 61.0 96,0 1350
Udzial powierzchm ogrzewane;)
w calkowite) ..........cceeeieeeececeeennens % 97.5 97.1 100.0 10001 1000 1000
Wysokos¢ mieszkama................... m 26 24 2,5 23 2,6 28

AN N e e Zr0dio: GUS, Zuzycie energii w gospodarstwach domowych
i 2009



&

Przyklady zestawien statystycznych (3)
siatka centylowa masy chiopcow w W-wie

kg

l -

2 , 97
12 ST = ] eo
11 +—— 111111 /7 st | 175

1 2 3 4 5 6 7 8 g 10 11 12
wiek (mies.)

Zrodto: IMID, 1999
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Przyktady zestawien statystycznych (4)
Wzgledne rozstepy miedzykwartylowe

Rozstep miedzykwartylowy poziomu emerytury
wg ptci

Distribution of Pension Income by Gender: Relative Intarquartile range (Q3 - Q1);

Men=100 140

127 m
125 M dWomen ;mn-loo) 114
93 =1

100 1Bl 4 A4 A 4 A& 4 A& A PO &4 A A A A A A A& A A A 2 4 2 v A=

80 79

| @

73 69 . 70 74 8 72

Ll i

.......
< £ ER 32

/) N Vnrsaw nivensy Zrodfo:Komisja Europejska 2013
W w0  Faculty of Economic Sciences -I p-/



Przyktady zestawien statystycznych (5)
Zréznicowanie poziomow bezrobocia

Zroznicowanie poziomow bezrobocia w ujeciu regionalnym
(mierzone wspotczynnikiem zmiennosci), 2006

700

BNJTS2ONJUTS 3

60.0
50.0
400
30.0

20.0

10.0 H H
0.0 T Y T
4

EU-27

\Q/f s en AR Zrodto: Komisja Europejska



Przyktady zestawien statystycznych (6)
Godzinowe wynagrodzenia brutto, 2002

euro
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Zrodto: komisja Europejska 2005



STATYSTYKA MATEMATYCZNA
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Zatozenia statystyki matematycznej

Dane doswiadczalne sg wynikiem dziatania
pewnego mechanizmu losowego.

A zatem: mamy do czynienia ze zmiennymi
losowymi okreslonymi na pewnej
przestrzeni probabilistycznej, ktorych
realizacjami (wartosSciami) sg zebrane
dane. Problem: nie znamy (doktadnego)
rozktadu tych zmiennych losowych...



Roéznica w podejsciach RP i SM:

1. RP, przyktad:

B Sformutowanie: w procesie produkcyjnym kazdy
konkretny wyrob moze byC wadliwy. Dzieje sie tak z
prawdopodobienstwem 10%. Wady poszczegolnych
sztuk sg niezalezne.

B Problemy: Jaka jest szansa, ze w partii 50 sztuk
doktadnie 6 bedzie wadliwych? lle srednio sztuk
bedzie wadliwych? Jaka jest najbardziej
prawdopodobna liczba sztuk wadliwych?

B Rozwigzanie: budujemy model probabilistyczny, tu:
Schemat Bernoulliego dla n=50, p=0,1

Ewentualnie, jesli interesujg nas tez inne pytania (np.
jaka jest szansa, ze pierwsze 5 sztuk wadliwych),

A ¢ model.dla.ciggow



Roznica w podejsciach RP i SM - cd.
2. SM, przyktad:

B Sformutowanie: Kontroler przebadat partie 50 sztuk
towaru. Wyniki sg nastepujgce (1— towar wadliwy, 0 —
bez wad):

0100000001000010000000000
0000001000000000100000001

B Problemy: jakie jest prawdopodobienstwo, ze produkt

jest wadliwy (oszacowanie)? Czy prawdg moze byc¢
deklaracja producenta, ze wadliwos¢ to 10%?

B Rozwigzanie: budujemy model statystyczny, czyli

model probabilistyczny z nieznanym(i)
parametrem(ami) rozktadu

Faculty of Economic Sciences
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Model Statystyczny W RP bylo:

Model statystyczny: (X,F, ,P) (©2.F.P)

gazie:

X — przestrzen wartosci obserwowane;
zmiennej losowej X (czesto n-wymiarowa,
jesli mamy n-wymiarowg probke
zmiennych X, ..., X,)

F, — c-ciato na X

P — rodzina rozktadow prawdopodobienstw
P,, indeksowana parametrem 6<®

- W.mniej.formalnym opisie zwykle podaje sie: X, P, ©



Model statystyczny — przyktad

X ={0,1}" — przestrzen probkowa
t gczny rozktad prawdopodobienstwa:

PH(X1 = X1,)(2 = X2""’Xn = Xn):HHXi(1—H)1_Xi
i=1

_ QZX,- (1 . g)n—ZX,-
dla 6 <[0,1]

(unas n=50 oraz X, = X,5 = X5 = X5, =Xy =
Xso =1, pozostate X; = 0)



Model statystyczny — przyktad cd.

Alternatywne sformutowanie (jesli notujemy
tylko liczbe wadliwych elementow w
probie):

X ={0,1, 2, ..., n} — przestrzen probkowa

t 3gczny rozktad prawdopodobienstwa:

P,(X = X) = (Z j@xm gy

dla @ €[0,1]
(u nas n=50 oraz X=6)



Model statystyczny — przyktad cd. (2):
pytania

Mamy konkretne dane (probke):

1 Jaka jest wartosc¢ parametru 67
B interesuje nas konkretna wartosc
B interesuje nas przedziat (ufnosci)

— zagadnienie estymacji

_1 Weryfikacja hipotezy, ze 6=0,1

— testowanie hipotez statystycznych

ZI — ew. predykc:je

ccccccccccccccccccccccccc
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Statystyki

Estymacje parametrow (punktowa,
przedziatowg) czy testowanie hipotez
statystycznych przeprowadza sie na
podstawie tzw. statystyk:

Statystyka = dowolna funkcja obserwaciji,
czyli zmienna losowa postaci

Ir=r(X,X,,...X,)

Rozktad statystyki T zalezy od rozktadu
zmlennej X, ale statystyka jako taka nie
Wmoze zalezeé od parametru 6, np. XFX5—0



Statystyki — przyktad

sg statystykami dla pierwszego sformutowania;

T-x T,=2 T.=2_01
n n

sg statystykami dla drugiego sformutowania

Wybor statystyki zalezy od pytania, na ktore
mamy odpowiedziec.



Model Statystyczny: Przykiad 2

Wzrosty na gietdzie. Analityk bada dtugosc
okresow wzrostowych na gietdzie. Interesuje go
czas wzrostu kursu (do pierwszego spadku), w
dniach. Zatozmy, ze czasy wzrostu X,, X,, ..., X,
sg probka z rozktadu wyktadniczego Exp(A1).

A — nieznany parametr

X =(0,00)" — przestrzen probkowa
taczny rozktad prawdopodobienstwa:

4 Ak v daA>0



Model Statystyczny: Przykiad 3

Pomiar z btedem losowym: powtarzamy pomiar
wielkosci 1, wyniki poszczegolnych pomiarow sg
niezaleznymi zmiennymi los. X, X, ..., X,, bo
maszyna do pomiaru niedoskonata. Kazdy z
pomiaréw ma jednakowy rozktad normalny N(u, o?).

u, 02 — nieznane parametry (a wiec 6 = (u, o))
X = R" — przestrzen probkowa

k gczny rozktad prawdopodoblenstwa
P (X, <X, X, <X X, <X, Hcp(x ) |ub

fﬂ,a(X1’X2 """ n :( 27m)jeXp( 252 Zm(x ,u )
dla ueR, >0
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