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Plan na dzisiaj
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tancuchy Markowa

Przyktad opisu:

B 3 stany, prawdopodobienstwa zmian
miedzy stanami opisane przy pomocy
macierzy lub grafu
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tancuchy Markowa: definicje

Crag zmiennych losowych (X)), o wartosciach w skonczonym
zbiorze E (tzw. przestrzeni stanow) nazwiemy tancuchem
Markowa, jesli dla dowolnego n =1,2,3, ... oraz dla dowolnego
CLAGU L. L1y .. .- &y elementow zbioru E fa(‘hodzz rOwnosc
P(X 1 = &p1.Xp_o =Lp_o,..., X9 =&g) =
=P(X,, =un XNpn_1=on_1).

o ile tylko P(Xy -1 = an—1.Xpn—2 =apn_o9...., X9 =a9) > 0.

Jesli dla dowolnych 1,75 € E, P(X,, = 7| X,,_1 = 1) nue
zalezy od n, tancuch nazywamy jednorodnym [ub
jednorodnym w czasie. W takiej sytuacyi definiujemy
macierz przejscia tancucha P = (pij)ijep wzorem

pij = P(Xy = j|Xo = i)

Liczby pij nazywamy prawdopodobienstwami przejscia.




tancuchy Markowa — cd.

1 Wtasnosci:
B suma wiersza=1
B suma kolummy NIEKONIECZNIE=1
[1 ogolniej: macierz przejscia w n-tym
kroku

[ ogodlniej: dla nieskonczonej przestrzeni
stanow podobnie

[1 modelowanie zaleznosci od dwoch
okresow




tancuchy Markowa — cd (2).
Rozktady:

Jezeli Xo, X1, Xo. ... jest tancuchem Markowa na E.
to rozktad zmiennej Xq (tj. wektor Q = (Q;)icE)
nazywamy rozkladem poczatkowym ftancucha.

Twierdzenie:

Jesli Xo., X1, Xa. ... gest tancuchem Markowa o

rozktadzie poczatkowym Q) 1 macrerzy przejscia P,

to zmienna X, ma rozktad QP™.

Czyli, dla dowolnego 3 € E zachodz

P(X;, = J) - ZmeE Zii eE 'Zin_i eE QioPigis Piia *- Pin_1j-
Podobnie

P(Xn=JlXo=1) =) cp - 2ui,_erPiisPisia " Pin_1j:

a zatem tzw. macierz przejscia w n krokach jest rowna P™.
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tancuchy Markowa — cd (2).

Dalsze definicje:

Lancuch Markowa jest nieprzywiedlny, jesl dla
dowolnych i, € E istnieje n > 0, takie Ze p;;(n) > 0.

Okresem o(j) stanu j nazywamy najwiekszy
wspolny dzielnik liczb ze zbioru {n: pj;(n)> 0}.
Stan j nazywamy okresowym jesli o(j) > 1,

; nieokresowym jesli o(j7) = 1.

Twierdzenie:

W nieprzywiedinym tancuchu Markowa
wszystkie stany maja ten sam okres.
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tancuchy Markowa — cd (3).

Definicje cd.

Nieprzywiediny lancuch Markowa, w ktorym wszystkie stany
majq okres 1 nazywamy tancuchem nieokresowym,
w przeciwnym wypadku tancuch nazywamy okresowym.

Rozktad prawdopodobienstwa m na E (reprezentowany jako
wektor (7;)iep) nazwiemy rozkladem stacjonarnym
tancucha Markowa, jesl

TP = .

gdzie P oznacza macierz przejscia tancucha.

wyznaczanie rozktadu stacjonarnego: uktad rownan
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tancuchy Markowa — cd (4).

Twierdzenie Ergodyczne

Rozwazmy nieprzywiediny, nieokresowy tancuch Markowa na
skonczonej przestrzent stanow. Wowczas tancuch ten ma
doktadnie jeden rozktad stacjonarny w. Co wiecey,

dla dowolnych i, j € F, n]]_l}](i pij(n) =m; > 0.

Uwagi:
B granica nie zalezy od i! (tzn. granica nie
zalezy od tego, jaki byt stan poczgtkowy)
B opisuje, co sie (srednio) dzieje w przysztosci

Stownik wyrazow obcych i zwrotow obcojezycznych Kopalinskiego:

ergodyczny: odnoszgcy sie do procesu, ktorego kazdy kolejny
y odcinek jest statystycznie taki sam i dlatego jednakowo
A e reean arsonemie sf@preZENtAtywny dla cato$ci.




tancuchy Markowa — cd. (5)

Sredni czas dojécia ze stanu i do stanu j dla nieprzywiedinego
lancucha Markowa to wartos¢ oczekiwana liczby krokow

po ktorych Lancuch Markowa znajdzie sie po raz pierwszy

w stanie i, jesli startuje ze stanu j. Oznaczane m;;.

Konwencja: m;; = 0.
Sredni czas powrotu dla stanu i dla nieprzywiedlnego laricucha

Markowa to wartosc oczekiwana liczby krokéw, po ktorych tancuch
Markowa powroci po raz pierwszy do stanu i, oznaczane m;.

Obliczenia: uktady rownan

m;; = 1+ Z Pik M m; =1+ Z Pik 1Tk
k#j D g
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tancuchy Markowa — cd. (6)

Twierdzenie

Niech (Xy,)n>0 bedzie nieprzywiedlnym tancuchem
Markowa dla skonczonej przestrzeni stanow. Wowczas
rozktad stacjonarny m spelnia warunek

Tj = —,
m;

gdzie m; jest srednim czasem powrotu dla stanu j.
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tancuchy Markowa — cd (7).

Stan e nazwiemy pochlaniajacym, jezeli z faktu, ze dla
Y
pewnego n = 0 mamy X,, = e wynika. zZe dla wszystkich

k>n mamy X, = €.

Przyktadowe problemy:

B prawdopodobienstwo, ze tancuch znajdzie
sie w konkretnym stanie pochtaniajgcym

B sredni czas dojscia do stanu
pochtaniajgcego
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