Rachunek
Prawdopodobienstwa

Anna Janicka

wyktad XII, 7.1.2020

NIEROWNOSCI CZEBYSZEWA
ROZNE RODZAJE ZBIEZNOSCI
PRAWA WIELKICH LICZB



Plan na dzisiaj

20. Warunkowa wartos¢ oczekiwana

B jako prognoza
21. Nierownosc¢ Czebyszewa i pochodne
22. R6zne rodzaje zbieznosci

B zbieznosc prawie na pewno

B zbieznosc¢ wg. prawdopodobienstwa
23. Prawa Wielkich Liczb

B Stabe PWL
~# Moche PWL




20. WWO - predykcja

WWO jako najlepsze (Sredniokwadratowo)
przyblizenie borelowskie

Niech X.Y : Q2 — R bedq zmiennymi losowyma,
EY? < oo, wowczas funkcja o*: R — R,
dana wzorem ©* () = E(Y |X = &) spetnia

E(Y — ¢*(X))? = min{E(Y — o(X))?: ¢: R — R — borelowska}.
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21. Nierownos¢ Czebyszewa

1. Czasem interesuje nas tylko
odpowiednia precyzja pomiaru;
nierownosci postaci:

P(X >x2) <a

2. Nierownosc Czebyszewa

Dla dowolnej nieujemnej zmiennej losowej X
oraz dla kazdego € > 0,

g - EX
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21. Nierownosc¢ Czebyszewa — nier. pochodne

3. Nierownosci Czebyszewa dla f(X):

X[P, (X —EX)?, X

Niech X bedzie zmiennag losowq.

a)
b)
c)

Nierownos¢ Markowa. Dla dowolnej liczby p > (

. E|X|P
oraz dowolnego ¢ > 0, P(|X| > ¢) < %
Nierownos¢ Czebyszewa-Bienaymé. Dia dowolnego

e >0, P(|X —EX|>¢) < Y2rX)
Wykladnicza nierownosc¢ Czebyszewa. Zatozmy,

se EePX < oo dla pewnego p > 0. Wowezas dla dowolnego
, 1A X
A € |0, p] oraz dowolnego =, P(X > ¢) < E;E .

&
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21. Nierownosc¢ Czebyszewa i pochodne —
przykiady

4. Przyktady

B wielokrotny pomiar jednej wielkosci z
zadang precyzja

B ustalenie nieznanego odsetka p

B szacowanie skomplikowanych
prawdopodobienstw przy znanych
rozktadach




22. Nierownosc¢ Czebyszewa — nier. pochodne cd

5. Nierownosc¢ Bernsteina

Niech S, bedzie liczbq sukcesow w n-probach Bernoulliego
z prawdopodobienstwem sukcesu rownym p. Wowczas,
dla kazdego € > 0,

-2
]P,J(% :_::’I-)—I_E) g E"_2: n oraz ]P’J(% EIJ—E) < E.._zt ?’1'

aw sumie:

6. Przyktady:

B porownanie z nier. Czebyszewa
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Porownanie nierownosci

Czebyszewa

€ n -Bienaymé | Bernsteina
0,1 100 0,25 0,2707
0,1 1000 0,025(4,1223E-09
0,05 100 1 1,2131
0,05 1000 0,1 0,0135
0,05 10000 0,01 3,8575E-22
0,01 100 25 1,9604
0,01 1000 2,5 1,6375
0,01 10000 0,25 0,2707
0,01 100000 0,025(4,1223E-09
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22. Rodzaje zbieznosci

0. Kiedy mogg pojawic sie ciggi i granice
zmiennych losowych?

1. ZbieznoSc¢ prawie na pewno
Mowimy, zZe ciag (Xy,)n>1 jest zbiezny prawie na pewno
do X, gesl P(lim,, . X, = X) = 1.
Rownowaznie, istnieje zdarzenie ) C Q) petnej miary
(tzn. takie, Ze P(€)) = 1 o tej wltasnosci, zZe dla kazdego w € €)',
limy— oo Xpn(w) = X(w). Oznaczenze:
lim, ... X,, =X p.n. b X, 2= X.

alternatywnie:

lim P(sup | X, — X[ >¢) =0

—
n— 00 k>n
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22. Rodzaje zbieznosci — cd.

2. ZbleznosSc wg. p-stwa

Mowimy, ze ciag (X,,) jest zbiezny wediug
prawdopodobienstwa do X, jesl: dla kazdego = > 0,
lim,_. . P(|X,, — X| >¢)=0.

¥

Rownowaznie, dla kazdego € > 0,

lim,_. . P(|X,, —X|<e¢)=1.
. . P -
Oznaczente: X, — X.

3. Zbieznosc prawie na pewno =
Zzbieznosc wg p-stwa

E I u u I A 4 [ | | ] I ] ] :
n | |
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22. Rodzaje zbieznosci — cd. (2)

4. Wtasnosci zbieznosci

Zatozimy, ze (Xn)n>1, (Yn)n>1 sa ciggami

zmiennych losowych. Jesli (X, )n>1 zbiega do X

(Yn)n>1 zbiega do'Y prawie na pewno (odp. wedtug
prawdopodobienstwa), to X,, £Y, — X £Y 1 X,,-Y, — XY
prawie na pewno (odp., wedtug prawdopodobienstwa).

5. Przykfady

&



Stabe prawa wielkich liczb (SPWL)

Zbieznos¢ wedtug prawdopodobienstwa dla
sum (srednich) duzej liczby zmiennych
losowych

1. Stabe PWL dla schematu Bernoulliego

Zatozmy, ze X1, Xo, ... sq niezalezne © majq rozktad
PX,=1)=p=1—-P(X,=0), n=1,2..... Wowczas
(S, /n) zbiega wedtug prawdopodobieristwa do p (tzn. zmiennej
losowej statej, rownej p); innyma stowy, dla kazdego = > 0,
lim, o P (|22 — p| > ) = 0.

mn
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Stabe prawa wielkich liczb — cd.

2. Stabe PWL dla zmiennych nieskorelowanych
Zatozmy, ze Xq1. Xo, ... jest ciagiem nieskorelowanych
,E'm-st,n.nyf_,h losowych o wspolnie ograniczone) wariancy.
Wowczas (X, )n>1 spetnia stabe prawo wielkich liczb:

] ) P
(Sp —ES,)/n — 0, tzn. dla dowolnego = > 0 mamy

my,— ~ IP’( Sn—ES5y } > :) = ().
B zmienne nie muszg byc¢ takie same!

B jesli sg takie same (o Sredniej m), to teza:

S_'l
Iim P ( > _) — ()
n— oo

— — 1N
n
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Stabe prawa wielkich liczb — cd. (2)

3. Przyktady

zdarzenia niezalezne
nieograniczone wariancje — zle
zmienne skorelowane — zle
ktopotliwe pytanie
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Mocne prawa wielkich liczb (MPWL)

Zbieznosc prawie na pewno

4. Mocne PWL dla schematu Bernoulliego

Zatozmy, ze X1, Xa. ... sq niezalezne 1 majq rozktad
PX,=1)=p=1—-P(X,=0), n=12,....
Wowczas (Sp/n) zbiega prawie na pewno do p (tzn.
zmienne) losowe) state], rownejy p): innyma stowy, i1stnieje
zdarzenie ) petnej miary takie, ze jesli w € ', to

. S, (¢
1My, — ~ TE”) = p.
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Mocne prawa wielkich liczb — cd.

5. Mocne PWL Kotmogorowa

Zatozmy, ze X1, Xo, ... jest ciagqiem niezaleznych
catkowalnych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie.
., p.1M. .
Wowczas ‘f;l - KX,

B wada: nie znamy tempa zbieznosci...

B zastosowania: mnostwo, w szczegolnosci
weryfikacja modelu probabilistycznego (np.
paradoks kawalera de Méré), metody
Monte Carlo obliczania caflek, ...

R
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Zastosowania MPWL

6. Srednia i wariancja z proby sa dobre:

jesli cigg zmiennych spetnia zatozenia
MPWL (tzn. 1ID), to:

X1+ Xo+...+ X, p.n.

T

X =

KX

; mn
1 .
- = p.n. . -
- § (X — X)? == VarX;
Il
k=1
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Zastosowania MPWL - cd.

/. Jesli rozwazymy dystrybuanty empiryczne
zwigzane z probka liczebnosci N

1{X1 <t}

1{'_X9£f‘r

s ]‘{_Xfu."':_:t}

FN(f) —

N

to zachodzi Tw. Gliwenki-Cantelliego:

Zatozmy, ze X1, Xo, ...

sq niezalezne 1 majq

ten sam rozktad o dystrybuancie F. Wowczas

| T p.n.
Fw F(t)] 2"
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