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18. Regresja liniowa

Szukamy liniowego przyblizenia zmiennej
Y zmienng X, postaci aX + b. Przyblizenie
ma bycC najlepsze mozliwe w sensie btedu
sredniokwadratowego, tj. minimalizujgce

fla,b) = E(Y —aX —b)*
Wowczas, o ile odp. wyrazenia istniejg |
majg sens:

Cov(X,Y ov(X,Y
o _Cov(XY) v gy Cov(XLY)

Var X VarX




20. Warunkowa wartos¢ oczekiwana

0. Motywacja
Wektory dyskretne:
1. Definicja WWO Y pod warunkiem X=x

Niech (X.Y') bedzie dwuwymiarowq zmienng losowq o rozktadzie
dyskretnym, spetniajacq E|Y| < oo. Dla dowolnej liczby
r € R, takiej ze P(X = &) > 0, definiujemy warunkowa
wartosé¢ oczekiwana Y pod warunkiem X = z(ozn. E(Y|X =ux))
jako wartosc oczekiwanag rzeczywiste) zmiennej losowej o rozktadzie jui:
A =PY € A\ X = ux).
Zatem, jesle S jest zbiorem tych y € R, Ze P(Y =y
(rownowaznie, P((X.Y) = (x.y)) > 0), mamy
EYIX =)= ,yP(Y =yl X =u).

X=ux)>0
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20. WWO - dyskretne zm. los cd.

2. Przyktady
B prosty przykiad
B Y =1{(X)
3. Tw — WWO funkcji

Jesli (X,Y) gest zmiennaq losowaq o rozktadzie dyskretnym,
zas p: R — R, funkcjq borelowskq, taka zZe

Elo(Y)| < oo, to dla dowolnego «x. takiego ze

P(X =) > 0, zachodzi rownosé

E(e(Y)|X =) =3 ,c5 p(y)P(Y = y|X =),

gdzie S ={y e R: P(X,Y) = (x,y)) > 0}.
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20. WWO - ciagte zm. los.

4. Definicja gestosci warunkowej
Niech (X.Y') bedzie dwmvymfamwym wektorem losowym o gestosci
g: R* — [0.00). Niech gx/(: f_ g, y)dy > 0 bedzie gestosciq
zmienne) X . Dla x € R, de ﬁﬂ?ujemy gestosc warunkowa zmiennej
Y pod warunkiem X = x jako funkcje dang wzorem

9(@Y)  sedli gy () > 0
gy x (ylr) = { ox@ 7 JX(. |

fy) w przeciwnym przypadku,
gdzie f: R — [0,00) jest dowolna ustalona gestosciq.

5. Wiasnosci gestosci warunkowe;

B ciggty odpowiednik p-stwa warunkowego

B jest to gestosC pewnego rozktadu

®_nie Jest Jednoznaczna, ale to bez znaczenia

I F Ir

W mTokdia” zmiennych niezaleznych

N



20. WWO - ciggte zm. los (cd.)
6. Przyktady

B rozktad jednostajny

B wyliczenie gestosci tgcznej z gestosci
warunkowej (t. drugiej gestosci brzegowe))

/. Definicja WWO Y pod warunkiem X=x

Niech (X.Y') bedzie dwuwwymiarowym wektorem losowym o gestosci
g: R? — [0.00), takim Ze E|Y| < oc. Dla x € R definiujemy
warunkowa wartos¢ oczekiwana zmiennej ¥ pod warunkiem
X =ux (ozn. E(Y|X = x)) jako wartosé¢ oczekiwanqg rzeczywistej
zmiennej losowej o gestosct fr(y) = gy |x (y|X = x). Zatem

E(Y|X =x) = ["_vgyx(yle)dy.
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20. WWO - ciggte zm. los. cd. (2)

8. Przyktad
9. Tw — WWO funkcjl

Jesli (X.Y) jest dwuwymiarowq zmienna losowaq posidajacq
gestosé g: R* — [0,20), zas p: R — R jest funkcja
borelowska taka ze Elp(Y)| < oo, to dla dowolnego x € R,
E(e(Y)|X =x) = [ o(y)gyx (y|x)dy.
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20. WWO - zmienna losowa

10. Definicja wtasciwej WWQO
Niech X.Y beda zmiennyma losowymi na tej samej przestrzeni
probabilistycznej. Zatozimy, ze E|Y | < oo. Warunkowa
wartoscia oczekiwang zmiennej ¥ pod warunkiem X
(ozn. E(Y|X)) nazywamy zmiennqg losowaq, dang wzorem
E(Y|X)=m(X).
gdzie m(x) = E(Y|X = ).

11. Definicja p-stwa pod warunkiem X

Niech X bedzie zmienng losowq. Dla dowolnego zdarzenia

A e F, defintujemy P(A|X) = E(14|X).
12. Przyktady
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20. WWO - zmienna losowa (cd)
13. Wihasnosci WWO - jak kazda zm.los.

Niech XY, Z: Q) — R beda zmiennymi losowymsz,
przy czym E|X | EY | < oo. Wowczas

(1) Jesli X >0, to E(X|Z) > 0.
(i) [B(X|2)] < B(X]|2).
(iii) Dla dowolnych a.b € R mamy
E(aX +bY|Z) =adE(X|Z) + bE(Y

7).

&



20. WWO - zmienna losowa cd. (2)

14. Wtasnosci WWO — specyficzne

Niech X.Y : Q0 — R bedq zmiennymi losowyma.
Jesli Y jest cathowalna, to
(1) E|E(Y|X)| < o0 oraz E(E(Y|X)) = EY.
(ii) Jesli X.Y sq niezaleine, to E(Y |X) = EY.

(iii) Jesli h(X) jest ograniczonqg zmiennag losowaq,

to E(h(X)Y|X)=h(X)E(Y|X).
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20. WWO - predykcja

15. WWO jako najlepsze
(sredniokwadratowo) przyblizenie
borelowskie

Niech X.Y : Q2 — R bedq zmiennymi losowyma,
EY? < oo, wowczas funkcja o*: R — R,
dana wzorem ©* () = E(Y |X = &) spetnia

E(Y — ¢*(X))? = min{E(Y — o(X))?: ¢: R — R — borelowska}.
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