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16. Rozklad taczny zmiennych losowych — cd

Twierdzenie 20

Zatozimy, ze (X.,Y) ma rozktad z gestosciq g. Wowczas
rozktady brzeqowe zmiennych X oraz Y takze sq ciqgle,
co wiece], odpowiednie gestosct wynoszq

gx(v) = [po(e.y)dy. gy (y) = [za(r,y)dr.

Ogolniey, jesl n-wymiarowy wektor ma gestosc g, to jeqo
k-ta wspotrzedna ma rozktad z gestosciq gr. ktorqg uzyskujemy
odcatkowujqce g po wszystkich zmiennych roznych niz xy:
gr(rg) = fmn_i gley, oo, ... ap)deides .. deg_1degsy ... diy.

tatwo wyliczy¢ parametry poszczegdlnych rozktadéw brzegowych

w odwrotng strone nie zachodzi!
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16. Rozklad taczny zmiennych losowych — cd

1. Twierdzenie 21

(i) Jesli (X.,Y) jest dyskretng zmienng losowq skoncentrowanq
na zbiorze S 1 ¢ : R* = R jeqt funkcjq borelowskq, to

EC) “X— -}/r Z(gg y S o )]P)((‘){ }r) — (.‘I'..‘ y))

(0 ile wartosé oazekzw(ma astmege}.

(i1) Jesli (X,Y') jest zmiennqg losowaq o rozktadzie ciggltym
(z gestoscia g) 1 ¢ : RZ o R gest funkcya borelowska, to

Eo(X.Y) = [|po @(r,y)g(e,y)drdy

(0 u’e wartosc mzekzwana EStRE.EJEf).

2. Przyktady
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16. Rozklad tagczny zmienych losowych — cd(2)

3. Kowariancja, korelacja

Niech (X.Y') bedzie dwuwymiarowa zmienng losowa, takq

ze X, Y sq catkowalnymr zmiennyma losowymsi, 1 takq.
ze E|XY | < oo. Kowariancja zmiennych X.Y nazywamy liczbe

Cov(X,Y) =E(X — EX)(Y — EY).

Jesli dodatkowo VarX. VarY > 0, definiujemy
wspolczynnik korelacji liniowej zmiennych X.Y ., jako

-y Cov(X.Y) ~ Cov(X\)Y)
p(}i}) V' VarX - VarY oxXoy

&
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16. Rozklad tagczny zmienych losowych — cd(3)

4. Wtasnosci kowariancji | korelacji:
B state wzgledem przesuniec
B dwuliniowosC kowariancji
B przydatny wzor
Cov(X,Y)=EX.Y)-EX-EY.
B wariancja jako kowariancja
B tapie” liniowg zaleznosc

B kowariancja wrazliwa na skale,
wspotczynnik korelacji nie:




16. Rozktad tgczny zmiennych losowych — cd(4)

5. Ograniczenie wspotczynnika korelaciji:
Nierownosc¢ Schwarza:

Niech X.Y : Q0 — R bedqg zmiennymz losowym:i
takimi, ze EX? < oo, EY? < 00. Wowczas
EXY| < (EX2)Y2(EY?)'/2.

Co wiece), rownosé w powyzsze) nierownosci zachodzi

wtedy @ tylko wtedy, gdy istniejq takie dwie liczby a,b
(z ktorych co nagmniej jedna jest rozna od zera), ze

PlaX =bY) = 1.

1 &

Whniosek:

Jesly XY : Q) — R sq zmeennyma losowymsi o
skoriczonej i niezerowej wariancji, to |p(X.Y )| < 1.
Ponadto, jesli |p(X.Y )| = 1, to istniejq takie liczby

\Q/f vioa, beR, zZeY =aX +D.




16. Rozktlad tgczny zmiennych losowych — cd(5)

6. Wartosc oczekiwana, macierz kowariancji

Jesli (X.Y) jest dwuwymaarowq zmiennag losowq, to:

a) jesli X oraz Y saq cathowalne, to waroscia oczekiwana
E(X.Y) zmiennej (X.Y) nazywamy wektor (EX,EY).

b) jesli X orazY sq catkowalne z kwadratem, to

macierza kowarianciji zmiennej (X.Y) nazywamy macierz

VarX Co t?(X_.UY)
Cou(X,Y) VarY

Analogiczne wzory zachodza dla zmiennych losowych o wartosciach w
R9, d > 3: wartodé oczekiwang definiujemy jako wektor (EX{,EXs, ..., EXy),
a macierz kowariancji - jako (Cov(X;, X;))1<i j<d-
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16. Rozkiad tgczny zmiennych losowych — cd(6)

/. Liniowe przeksztatcenia wektorow los.

Zatozmy, Ze X = (X1, Xo.....X}y) jest zmienng losowq,
a A - macierzg m X n.

(i) Jesli X posiada skonczong wartosé oczekiwana, to zmienna
AX tez ma skonczong wartosé oczekiwanqg 1 E(AX) = AEX.

(i1) Jesli istnieje macierz kowariacy Qx zmiennej X, to istnieje
tez macierz kowariancyi zmiennej AX 1 wynosi ona Qax = AQx A".

Zatozmy, ze X jest zmiennag losowq o rozktadzie ciagtym

w R™, m jest pewnym wektorem w R"™, a 1" jest pewnym
nieosobliwym przeksztatceniem R™ w siebie (tzn. detl # 0,

gdzie 1" utozsamiamy z jego macierza). Wowczas zmienna T'X +m
ma qestos¢ grxam(r) = ﬁgx (T~ Yz —m)).

/ Warsaw U IverRsITY
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17. Niezalezne zmienne losowe

1. Definicja niezaleznosci

Zmienne losowe Xq...... Xn: Q2 — R nazywamy
niezaleznymi. jesl: dla dowolnego ciqgu B1, Ba, . ... By
zbrorow borelowskich zachodz

P(Xy € B1,.Xo€ B, ...,.. Xn € By)
=P(X, € B1)P(X3 € Bo)...P(X, € By).
2. Niezaleznosc¢ zmiennych losowych a
niezaleznoSc¢ zdarzen

3. Niezaleznosc¢ parami a niezaleznosc¢
tgczna

of Econaomic Sciences
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17. Niezalezne zmienne losowe - cd.

4. Badanie niezaleznosci dyskretnych zm.

Niech X1, X5, . ... X, bedaq dyskretnyma zmiennyma losowyma,
zas Sx, takimi zbiorama przeliczalnymi, ze P(X; € Sx,) = 1.

Wowczas zmienne X1, Xo, ..., Xy sa mezalezne wtedy 1 tylko
wtedy, gdy dla kazdego ciaqu a1, a2, ..., In takiego, zZe
r; € Sxy..t1=1.2,....n, zachodzi rownosc

P(;Xrl :”;El? ){2 = r9,.... ){n — an)
— ]P}()irl — ;i.'l)]P}()irg — ;1.'2) . L ]P(‘Xrn — ;I-'ﬂ).
5. Przykitad

&
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17. Niezalezne zmienne losowe — cd(2)

6. Badanie niezaleznosci ciggtych zm.

Niech X1, Xo..... X, Q — R beda ciggtymr zmiennyma
losowymi o gestosciach g1, ga. . ... gn. odpowiednio.
Wowczas zmienne X1, Xo, ..., X, sq niezalezne wtedy

i tylko wtedy, gdy funkcja g: R™ — [0, 00) dana wzorem
g1, we,y . ovwn) = gr(w1)ga(ae) - o gnlan).

7. Przyktady
B rozktad jednostajny na kwadracie {1, +1}
B rozktad jednostajny na kole
B inny rozkiad

R
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17. Niezalezne zmienne losowe — cd. (3)

8. Niezaleznosc funkcji zmiennych niezal.

Rozwazmy zmienne losowe X11,X12,..., X1 k.
‘X2,~1' )12:2, ..... X 2. kos s n,1 - )i’n,jr .- - r)in,kn
oraz funkcje borelowskie p;: R¥ — R, i =1,2,....n.

Jesli powyzsze zmienne sq niezalezne, to rowniez zmienne

1= %51(X1,1- XI,Q ----- Xlrkl)-
Yrg — 92 (){2,1- ‘XrE,Q ----- }{2,:‘69 ) )
};:-q — ¥n (Xrn,l- Xrﬂ,Er " f}{ﬂ_-.kn)

sq niezalezne.

&
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17. Niezalezne zmienne losowe — cd. (4)

9. Charakterystyki niezaleznych zm. los.

Niech Xq, X5, .... X, bedq niezaleznyma zmeennymi
losowyma, posiadajgcymi wartosc oczekiwang. Wowczas
zmienna Xq - Xo - ... X, rowniez ma wartosc

oczekiwanag 1 zachodzr rownosc

E(X:Xs-...-X,)=EX; -EX,-...-EX,,.
10. Przykiad
11. Kowariancja niezaleznych zm. los.

Jesli XY sq miezaleznyma zmiennymi losowyma takima,

ze zachodzi E|XY| < o, to Cov(X.Y ) =0. Jesl

dodatkowo zmienne X.,Y majq skonczonag, niezerowq wariancje,
to zeruje sie takie ich wspotczynnik korelacyi, p(X,Y) = 0.




17. Niezalezne zmienne losowe — cd. (5)

12. Nieskorelowane zmienne losowe

Zmaenne losowe X,Y nazuiemy nieskorelowanymi,

gezeli p(X,Y) = 0.

13. Niezaleznos¢ = nieskorelowanie, ale

< NIE ZACHODZI!
14. Przyktad — rozktad jednostajny na kole

R



17. Niezalezne zmienne losowe — cd. (6)

15. Wariancja sumy nzal zm. los.

Niech X1, Xo..... X, bedq wwesatesmmpmmimzmiennymi
losowyme o skonczonej wariancy. Wowczas zmienna

X1+ Xo+ ...+ X, takze ma skornczong wariancje oraz

Var(Xq + Xo+ ...+ X,,) = Var(Xy) + Var(Xs) + ... + Var(X,).
— )Z( ov(X;. X)),

16. Przyktad — suma oczek w n rzutach
17. Gestosc sumy — splot funkcji gestosci

Zatozmy, ze X.Y sq niezaleznymi zmiennymi losowymi o
rozktadach ciagtych z gestosciame gx, gy . Wowczas zmienna
X +Y ma rozktad = gfafob’r_ 1q bedacq splotem funkcyi g JX L gy . tzn.

gx+v () = gx * gy (v) = Jp 9x(y)gy (¢ — y)dy = [ gx(x — y)gy (y)dy.
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Suma niezaleznych zmiennych losowych
|
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