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14.3 Momenty — przypomnienie

1. Definicja momentu absolutnego

Dla p € (0,00), momentem (absolutnym)
rzedu p zmiennej X nazywamy liczbe E|X
o ile wartosé oczekiwana jest skonczona (w przeciwnym
razie przyjmujemy, ze moment jest nieskonczony).

2. Definicja momentu zwyktego

Dla p € (0,00), momentem zwyklym
rzedu p zmiennej X nazywamy liczbe EXP,

p-l-

o ile -a,f_ra.;j“tiz.}._éﬁ oczekiwana jest skonczona. e aws e
3. Definicja momentu centralnego sens dla p
naturalnych

Dla p € (0,00), momentem centralnym
‘rzedu p zmiennej X nazywamy liczbe E(X — EX)P.
/ " & - - & .
R 0 tle wartos¢ oczekirwana jest skonczona.



14.3 Parametry rozkiadow — cd.

4. Definicja wspotczynnika asymetrii
Zatoimy, e E|X|? < oo. Wspdlczynnikiem

asymetrii (skosnosci) zmiennej X nazywamy liczbe
- E(X-EX)?  E(X-EX)?
3 = (D2X)3/2 — 7% :

5. Definicja kurtozy

Zatéimy, ze E|X|* < oc. Kurtoza (wspdélczynnikiem
splaszczenia) zmiennej X nazywamy liczbe
E(X-EX)* 2

6. Przyktady (rozktad normalny)
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15. Charakterystyki liczbowe probki

1. W rzeczywistosci zamiast zmiennych
losowych mamy tylko skonczone probki

2. Z kazdg probkg zwigzany jest rozktad
empiryczny

Niech X1, Xso..... Xn bedzie cragiem zmaennych
losowych o nieznanym rozktadzie. Rozkladem
empirycznym tej probki nazwiemy rozktad

in(A) = L Y0, dx, (4) = Lisn: Xaca)|

B dla duzych n dobre przybllzenle
nieznanego rozktadu!

R



15. Charakterystyki liczbowe probki — cd.

3. Definicja dystrybuanty empiryczne]
Dystrybuanta empiryczna probkt X, Xo,.. ... Xn
nazywamy funkcje F: R — [0, 1], zadana wzorem
F(t) = pn((—o0,t]) = Hisn: XSt

mn

jest to dystrybuanta rozktadu empirycznego

4. Definicja kwantyla z probki
Kwantylem rzedu p z probks X+, ... ,. Xn
nazywamy dowolng liczbe vy, takq zZe
fin ((—00, xp|) = p
pin([2p,00)) = 1 —p.

jesli niejednoznaczny, to czesto min.

R



15. Charakterystyki liczbowe probki — cd (2).

5. Definicja sredniej z probki

Srednia z probki X . X5, ..... X,
Xl"'XQ‘I""Xn
T

nazywamy liczbe m =

6. Definicja wariancji z probki
Wariancja z probki
X1.Xo, ... X, nazywamy liczbe

s2 = %Z?’Zl()&} —m)Z?,

gdzie m jest sredniq z probka.
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16. Rozktad taczny zmiennych losowych

1. Wektor losowy — zmienna losowa w
przestrzeni n-wymiarowej: (X, X,, ..., X.)

2. Definicja rozktadu wektora losowego

Rozkladem wektora losowego X = (X1, Xo,....X,,)
nazywamy prawdopodobienistwo pyx na (R™, B(R™)).
dane wzorem pux(A) =P(X € A) dla A € B(R").

Inaczej rozkiad taczny

3. Rozktady brzegowe — rozktady
poszczegolnych zmiennych X, X, ..., X

n

R
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16. Rozktad tgczny zmiennych losowych — cd.

4. Wyliczenie rozktadu jedne| zmiennej:
Chceac obliczy¢ pux,(B) =P(X; € B) dla B C R, definiujemy

A=RBx ... xExBxEx... xR
— e

1—1 n—i
1 korzystamy z rownosci

P(X; € B) =P((X1,Xo,....X,) € A) = ux(A).
5. Przyktad: dwukrotny rzut monetsg |
modyfikacja jedne] ze zmiennych

6. Dystrybuanta wektora losowego

Dystrybuanta dwuwymiarowej zmiennej losowej (X,Y)
nazywamy funkcje Fix yy : R? — [0,1] danqg wzorem
Fixy)(s.t) =PX <5 Y <t).

ity of Resnamie Sclanoes ograniczamy sie do 2 wymiardw, wiecej —
analogicznie, choC bardziej skomplikowane



16. Rozktad tgczny zmiennych losowych — cd (2)

/. Definicja wektora dyskretnego

Wektor losowy (X.Y') nazwiemy dyskretnym.
jesli istnieje przeliczalny zbior S C R?,
taki ze ‘,L{(X y)( ) — 1.

rozktady brzegowe tez sg dyskretne, sumowanie

8. Definicja wektora ciggtego

Wektor losowy (X.,Y') nazwiemy ciaglym,

jesli istnieje gestosé, czyli funkcja g: R? — 0, c0),
taka ,Pt dfa Aa,}d.ﬂ]a zbioru A € B(R?),

1 f f 4 9, y)dody.

. I-’_r;yk{ady

7
W S0,  Faculty of Ecanamic Sciences




16. Rozktad tgczny zmiennych losowych — cd (3)

10. Twierdzenie 20

Zatozimy, ze (X.,Y) ma rozktad z gestosciq g. Wowczas
rozktady brzeqowe zmiennych X oraz Y takze sq ciqgle,
co wiece], odpowiednie gestosct wynoszq

gx(v) = [po(e.y)dy. gy (y) = [za(r,y)dr.

Ogolniey, jesl n-wymiarowy wektor ma gestosc g, to jeqo
k-ta wspotrzedna ma rozktad z gestosciq gr. ktorqg uzyskujemy
odcatkowujqce g po wszystkich zmiennych roznych niz xy:
gr(rg) = fmn_i gley, oo, ... ap)deides .. deg_1degsy ... diy.

tatwo wyliczy¢ paramet oszczeqgolnych rozktadow brzegowych
w odwrotng strone nie zachodzi!
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16. Rozktad tgczny zmiennych losowych — cd (4)

11. Twierdzenie 21

(i) Jesli (X.,Y) jest dyskretng zmienng losowq skoncentrowanq
na zbiorze S i & 1 R* - R jeqt funkcjq borelowskq, to

E(’} “X— -}/r Z(I y S o )]P)((‘){ }r) — (.‘I'..‘ y))

(0 ile wartosé mzekun(ma aaz‘mege}.

(i1) Jesli (X,Y') jest zmiennqg losowaq o rozktadzie ciggltym
(z gestoscia g) 1 ¢ : R2 o R jest funkcyja borelowska, to

Eo(X.Y) = [|po @(r,y)g(e,y)drdy

(0 ?lﬁ wartosc {Jf;zek?wana E.bt?lé‘fjff).

12. Przykfady
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16. Rozktad tgczny zmienych losowych — cd(2)

13. Kowariancja, korelacja

Niech (X.Y') bedzie dwuwymiarowa zmienng losowa, takq

ze X, Y sq catkowalnymr zmiennyma losowymsi, 1 takq.
ze E|XY | < oo. Kowariancja zmiennych X.Y nazywamy liczbe

Cov(X,Y) =E(X — EX)(Y — EY).

Jesli dodatkowo VarX. VarY > 0, definiujemy
wspolczynnik korelacji liniowej zmiennych X.Y ., jako

-y Cov(X.Y) ~ Cov(X\)Y)
p(}i}) V' VarX - VarY oxXoy

&
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16. Rozklad tgczny zmienych losowych — cd(3)

14. Wtasnosci kowariancji | korelacii:
B state wzgledem przesuniec
B dwuliniowosC kowariancji
B przydatny wzor
Cov(X,Y)=EX.Y)-EX-EY.
B wariancja jako kowariancja
B tapie” liniowg zaleznosc

B kowariancja wrazliwa na skale,
wspotczynnik korelacji nie:




16. Rozktad tgczny zmiennych losowych — cd(4)

15. Ograniczenie wspotczynnika korelacji:
Nierownos¢ Schwarza:

Niech X.Y : Q0 — R bedqg zmiennymz losowym:i
takimi, ze EX? < oo, EY? < 00. Wowczas
EXY| < (EX2)Y2(EY?)'/2.

Co wiece), rownosé w powyzsze) nierownosci zachodzi

wtedy @ tylko wtedy, gdy istniejq takie dwie liczby a,b
(z ktorych co nagmniej jedna jest rozna od zera), ze

PlaX =bY) = 1.

1 &

Whniosek:

Jesly XY : Q) — R sq zmeennyma losowymsi o
skoriczonej i niezerowej wariancji, to |p(X.Y )| < 1.
Ponadto, jesli |p(X.Y )| = 1, to istniejq takie liczby

\Q/f vioa, beR, zZeY =aX +D.




16. Rozktad tgczny zmiennych losowych — cd(5)

16. Wartosc¢ oczekiwana, macierz kowariancji

Jesli (X.Y) jest dwuwymaarowq zmiennag losowq, to:

a) jesli X oraz Y saq cathowalne, to waroscia oczekiwana
E(X.Y) zmiennej (X.Y) nazywamy wektor (EX,EY).

b) jesli X orazY sq catkowalne z kwadratem, to

macierza kowarianciji zmiennej (X.Y) nazywamy macierz

VarX Co t?(X_.UY)
Cou(X,Y) VarY

Analogiczne wzory zachodza dla zmiennych losowych o wartosciach w
R9, d > 3: wartodé oczekiwang definiujemy jako wektor (EX{,EXs, ..., EXy),
a macierz kowariancji - jako (Cov(X;, X;))1<i j<d-
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