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Plan na dzisiaj

1. Wartos¢ oczekiwana — dokonczenie
2. Wariancja
3. Momenty

4. Charakterystyki liczbowe probki



14.1 Wartos¢ oczekiwana rozkiadu — cd.

1. Twierdzenie 16 (wartosC oczekiwana ¢(X))

Zatozmy, ze ¢ : R — R jest pewna funkcja borelowska.

(i) Zatozmy, Ze X ma rozktad dyskretny na zbiorze S

i pr = P(X =x) dla x € S. Wowczas zmienna losowa
o(X) gest cathowalna wtedy 1 tylko wtedy, gdy

> zes |0(x)|pe < 00; wartosé oczekiwana ¢(X) wynosi
wtedy Eop(X) = Z:ce s O(T)pz.

(11) Zatozmy, ze X ma rozktad ciqglty z gestosciq g.
Wowczas zmienna losowa o(X) gest catkowalna wtedy 1
tylko wtedy, qgdy f R |o g(a )(]l < >0 ; wartosé oczekiwana
wynost wowczas Ko(X f R O( r)d.
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14.1 Wartos¢ oczekiwana rozkiadu — cd. (2)

2. Przyktady zastosowan tw. 16
B rzut kostka
B zmienna ciggfa
B zmienna nieciggta niedyskretna

3. Wartosc¢ oczekiwana dyskretnej zmiennej
nieujemnej o wartosciach catkowitych:

Twierdzenie 17
Jesli X jest catkowalnq, dyskretng
zmienng losowq skoncentrowang na

liczbach catkowitych nieujemnych, to

W ¥ EX = Zl?:l P(X > k) = ZIT:O P(X > k).



14.1 Wartosc¢ oczekiwana rozktadu — cd. (3)

EX =) kP(X =k)=) kP(X =k)
k=0 k=1
= P(X=1)+
PX=2)+ P(X=2)+
PX=3)+ P(X=3)+ P(X=3)+
PX=4)+ P(X=4)+ P(X=4)+ P(X=4)+
a wiec
EX=YPX>k)=) P(X > k)
k=1 k=0




14.1 Wartos¢ oczekiwana rozkiadu — cd. (4)

4. Twierdzenie 18
Niech X bedzie zmienng losowq nieujemna.

. /7 - & € >
(i) Jesl fo P(X > t)dt < oo,
to X jest catkowalna 1 powyzsza catka
to wartosc¢ oczekiwana X .

-, s ) : p—1 \ |
(ii) Jeslip € (0,00) ip [, tP7P(X > t)dt < o0,
to XP jest cathowalna 1 powyzisza catka
to wartosé oczekiwana XP.

5. Przyktady zastosowan tw. 18

B uproszczenie obliczen (rozktad wyktadniczy,
geometryczny)

W liczenie wartosci oczekiwanych ,dziwnych” zmiennych
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14.2 Wariancja rozkiadu

1. Definicja wariancji i odchylenia std.
Zatozmy, ze X jest zmienna losowa spetniajaca
warunki: E|X| < co oraz E(X —EX)? < oc.
Wowczas wariancja zmiennej losowey X
nazywamy liczbe

D?X = VarX = E(X —EX)?.

Odchyleniem standardowym (rozkladu)
zmiennej X nazywamy pierurastek z wariancyi:

ox = VD?%X.
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14.2 Wariancja — cd.

2. Uwagi do definicji

srednia kwadratu odchylenia od Sredniej
A V2

wystarczy warunek [EX“ < o

wariancja ograniczonej zm. los. istnieje

przydatny wzor na wariancje:

s il

D*X = VarX = EX? — (EX)?

wariancja zalezy tylko od rozktadu
Zmiennej

oooooooooooooooooooooooooo



14.2 Wariancja — cd. (2)

3. Przyktady
B co mierzy wariancja
B wariancja i odchylenie std. liczby oczek

B wariancja i odchylenie std. rozktadu
jednostajnego



14.2 Wariancja — cd. (3)

4. Twierdzenie 19 (Wtasnosci warianc;ji)
Zatozmy, ze zmienna X jest

catkowalna z kwadratem. Wowczas

a) VarX > 0, przy czym rownosé ma miejsce,
gdy X jest stata z prawdopodobienstwem 1,

tzn. istnieje taka liczba a € R, zZe P(X = a) = 1.
b) Var(bX) = b* VarX dla dowolnego b € R.

c) Var(X + ¢) =VarX dla dowolnego ¢ € R.

5. Przyktad
B parametry rozktadu normalnego N(m, ¢?)

Faculty of Economic Sciences

&



14.3 Parametry rozkiadow

1. Definicja momentu absolutnego

Dla p € (0,>), momentem (absolutnym)
rzedu p zmiennej X nazywamy liczbe E|X
o ile wartos¢ oczekiwana jest skonczona (w przeciwnym
razie przyjmujemy, ze moment jest nieskonczony).

2. Definicja momentu zwyktego

Dla p € (0,00), momentem zwyklym
rzedu p zmiennej X nazywamy liczbe EXP,

p.

o ile wartosc¢ oczekiwana jest skonczona.
. ma Zzawsze
3. Definicja momentu centralnego sens dla p
naturalnych

Dla p € (0,00), momentem centralnym
rzedu p zmiennej X nazywamy liczbe E(X — EX)P,

2 . iy . . ,
WY o ile wartosc¢ oczekiwana jest skonczona.



14.3 Parametry rozkiadow — cd.

4. Definicja wspotczynnika asymetrii

Zatoimy, ie E|X|? < oco. Wspéblczynnikiem

asymetrii (skosnosci) zmiennej X nazywamy liczbe
__ E(X-EX)? _ E(X-EX)3

A3 = D2x)3/2T T T o%

5. Definicja kurtozy

Zatéimy, ze E|X|* < oo. Kurtoza (wspdlczynnikiem
splaszczenia) zmiennej X nazywamy liczbe
E(X-EX)4

(14 — O'L‘}( — 3

6. Przyktady (rozktad normalny)



15. Charakterystyki liczbhowe probki

1. W rzeczywistosci zamiast zmiennych
losowych mamy tylko skonczone probki

2. Z kazdg probka zwigzany jest rozktad
empiryczny
Niech X1, X9, . ... Xn bedzie ciqgiem zmiennych
losowych o nieznanym rozktadzie. Rozkladem
empirycznym teg puiblz’ nazwiemy rozktad
(i (A) = 1 Zz Ox, (. I{‘Z-S?l:??iEA}I.
O dla duzych n dobre przyblizenie

nieznanego rozktadu!




15. Charakterystyki liczbowe probki — cd.

3. Definicja dystrybuanty empirycznej
Dystrybuanta empiryczna probk: X1, Xo, ... .. Xn
nazywamy funkcje F: R — [0, 1], zadana wzorem
Fu(t) = pin((=o0. 1]) = HE=mRsd,

n

jest to dystrybuanta rozktadu empirycznego

4. Definicja kwantyla z probki
Kwantylem rzedu p z probki Xq. .. ... Xn
nazywamy dowolng liczbe x,, takq ze
pn((—00, 2p|) = p
Un |2y, 00)) > 1 —p.

jesli niejednoznaczny, to czesto min.



15. Charakterystyki liczbhowe probki

—cd (2).

5. Definicja sredniej z probki
Srednia z probki X;. Xo...... .

X1+Xo+...4+ X5

nazywamy liczbe m = -

6. Definicja wariancji z probki
Wariancja z probki

X1.Xo0..... X, nazywamy liczbe
= A V. e V2
s? = 5 2im (Xi —m)?,

gdzie m jest sredniq z probka.
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