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Plan na dzisiaj

13. Dystrybuanta zmiennej losowej:
kwantyle

14. Charakterystyki zmiennej losowej:
wartosc¢ oczekiwana
B zmiennej dyskretne;
B zmiennej ciggte;
B funkcji zmiennej losowej
B wiasnosci



13. Dystrybuanta zmiennej losowej

Definicja kwantyla

Niech X bedzie zmiennqg losowa, zas p € |0, 1].
Kwantylem rzedu p zmienne; X nazywamy dowolnqg
liczbe xp, takq ze

P(X <3,) =Fxlzy,) 2 poraz (X > 25) > 1 —p.

Kwantyl rzedu 1/2 nazywamy takze medianag.

Przyktady
B kwantyle dla zmiennej dwupunktowe;
B kwantyle rozktadu normalnego standardowego



14.1 Wartos¢ oczekiwana rozktadu

1. Motywacja
2. Wartosc oczekiwana zmiennej dyskretnej

Zatozmy, ze X jgest zmienng losowq o rozktadzie
dyskretnym, skoncentrowanym na zbiorze S C R 1 niech
per =P(X =x) dla x € S. Mowimy, Ze

wartosc oczekiwana zmiennej losowey X jest skonczona
(badZ zZe zmienna losowa X jest catkowalna),

jesli ) g |x|pz < o0.

Wowczas okreslamy wartosé oczekiwana zmiennej X
jako EX =) o apz.

iInaczej wartosc srednia, zalezy tylko od rozktadu!
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14.1 Wartos¢ oczekiwana rozkiadu — cd.

3.

Przyktady liczenia wartosci oczekiwanej

zmienna jednopunktowa
rzut kostka
rozktad Bernoulliego (n,p)

niecatkowalna zmienna dyskretna x2
szereg nie jest zbiezny
szereg nie jest absolutnie zbiezny
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14.1 Wartos¢ oczekiwana rozkiadu — cd. (2)

4. Wartosc oczekiwana zmiennej ciggtej
Zatozmy, ze zmienna losowa X ma rozktad z gestosciq g.
Jesl fﬂi | '(/.(.1')(1.1' < o0, to mowrmy, zZe wartosc¢ oczekiwana
X istnieje (badzZ zZe zmienna losowa X jest calkowalna).
Definiujemy wowczas wartos¢ oczekiwana X jako
EX = fR xg(x)de.

5. Ograniczona zmienna losowa ma wartosc¢

oczekiwang
6. Przyktady liczenia wartosci oczekiwanych

B rozktad jednostajny
B rozktad normalny standardowy
O ‘M -roziktad-Cauchy’'ego — nie ma EX




14.1 Wartosc¢ oczekiwana rozktadu — cd. (3)

/. Twierdzenie 15 (wlasnosci wartosci
oczekiwanej)

Zatozmy, ze X 1Y sa catkowalnymi zmiennyma losowyma.
(i) Jesli X >0, to EX > 0.
(i1) Jeslhh X <Y, to EX <EY.
(i12) Mamy EX < E|X
(1v) Wartosé oczekiwana jest operatorem lintowym: jesl
a, b € R, to zmienna aX + bY jest zmiennqg catkowalng 1
E(aX +0Y) = aEX + DEY.

(v) Jesli X =14, to EX =P(A).

8. Przyktady zastosowan tw. 15
B rozbicie jednej zmiennej na sume zmiennych
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14.1 Wartos¢ oczekiwana rozkiadu — cd. (4)

9. Twierdzenie 16 (wartosc oczekiwana ¢(X))

Zatozmy, ze ¢ : R — R jest pewna funkcja borelowska.

(i) Zatozmy, Ze X ma rozktad dyskretny na zbiorze S

i pr = P(X =) dla x € S. Wowczas zmienna losowa
o(X) gest cathowalna wtedy 1 tylko wtedy, gdy

> zes |0(x)|pe < 00; wartosé oczekiwana ¢(X) wynosi
wtedy Eop(X) = er s O(T)pz.

(i11) Zatozmy, ze X ma rozktad ciqglty z gestosciq g.
Wowczas zmienna losowa o(X) jest catkowalna wtedy 1
tylko wtedy, qgdy f R |0(x)|g(a )(11 < >0 ; wartosé oczekiwana
wynost wowczas Eo(X) f R O( r)d.
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14.1 Wartosc¢ oczekiwana rozktadu — cd. (5)

10. Przyktady zastosowan tw. 16
B rzut kostka
B zmienna ciggfa
B zmienna nieciggta niedyskretna

11. Wartosc oczekiwana dyskretnej zmiennej
nieujemnej o wartosciach catkowitych
12. Jesli X jest catkowalnaq, dyskretng
zmienng losowaq skoncentrowanqg na
liczbach catkowitych nieujemnych, to

EX =Y P(X > k) =Y P(X > k).
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Wartosc oczekiwana zmiennej losowej o
wartosciach bedacych liczbami naturalnymi

E\ — i }{I[‘D(‘\' — I{) — i AP(‘\' — A‘)
k=0 o)
- P(X=1)+
P(X =2)+ P(X=2)+
P(X =3)+ P(X=3)+ P(X=3)+
PX=4)+ P(X=4)+ P(X=4)+ P(X=4)+
| ostatecznie:
EX=Y P(X>k) =Y PX > k)
k=1 k=0



14.1 Wartosc¢ oczekiwana rozktadu — cd. (6)

13. Twierdzenie 18
Niech X bedzie zmienng losowq nieujemna.

. /7 - & € >
(i) Jesl fo P(X > t)dt < oo,
to X jest catkowalna 1 powyzsza catka
to wartosc¢ oczekiwana X .

-, s ) : p—1 \ |
(ii) Jeslip € (0,00) ip [, tP7P(X > t)dt < o0,
to XP jest cathowalna 1 powyzisza catka
to wartosé oczekiwana XP.

14. Przyktady zastosowan tw. 18

B uproszczenie obliczen (rozktad wyktadniczy,
geometryczny)

W liczenie wartosci oczekiwanych ,dziwnych” zmiennych
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14.1 Wartos¢ oczekiwana — podsumowanie

1.
2.

3.

Ol
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Wartosc¢ srednia
Dla zmiennych dyskretnych srednia
wazona

Dla zmiennych ciggtych Srednia wazona
gestoscig

. Wartosc¢ oczekiwana jako operator liniowy
. Wartosc¢ oczekiwana zmiennej nieujemne;
. Wartosc oczekiwana ¢ (X)
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