Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa WNE - 8 lutego 2019r., grupa A

Aby uzyskaé maksymalng liczbe punktow, z ponizszych sze$ciu zadan nalezy zrobi¢ piec. Kazde zadanie
nalezy rozwigzaé na osobnej kartce. Kazde z zadan bedzie punktowane w skali 0-10 pkt. Prosze
czytelnie podpisaé kazda kartke imieniem, nazwiskiem oraz numerem indeksu. Prosze ma kazdej
kartce umiescié takze oznaczenie grupy: A, B, C lub D. Tablice rozkladu normalnego sq
niepotrzebne, nalezy operowaé jego dystrybuanta. Czas trwania egzaminu: 120 min.

1. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y) ma rozklad z gestoscia g(z,y) = 602*yLo<s<oy<1}.
Obliczy¢ gestosé zmiennej Y, Cov(X,Y?) oraz E(2XY — 5Y? + 1]Y).

2. Zmienne losowe X, Y sa niezalezne i maja rozklad normalny o $redniej 1 i wariancji 4.

a) Wyznaczy¢ macierz kowariancji dwuwymiarowej zmiennej (X — 3, X +Y).

b) Ile wynosi P(X +Y < 2) + EXY 7 OdpowiedZ uzasadnic.

¢) Rozstrzygnaé, czy zmienne —5X + 12 oraz 3X + 4Y maja ten sam rozklad.

3. Uzytkownik pobiera pewna liczbe plikow z internetu. Czas potrzebny na pobranie pojedynczego
pliku (mierzony w minutach) jest zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym na przedziale [0, 20],
zalezaca tylko od Sciaganego pliku. W przypadku gdy czas pobierania jest dtuzszy niz 19 minut,
serwer przerywa potaczenie i przechodzi do kolejnego pliku z listy.

a) Korzystajac z nieréwnosci Czebyszewa-Bienaymé oszacowaé¢ prawdopodobienstwo, ze przy po-
bieraniu 40 plikow z sieci, serwer nie przerwie potaczenia ani razu lub przerwie je co najmniej 4 razy.

b) Niech X, oznacza czas poswiecony na pobieranie n-tego pliku z listy (przyjmujemy X, = 19
jesli serwer przerwie polaczenie). Wyznaczy¢ granice, w sensie zbieznosci prawie na pewno, ciagu

(X1 +Xo+ ...+ X,)?
5n? +1

) n=12....

4. Meteorolog bada dynamike atmosfery nad Sycylia w miesiacu lipcu. Niech X oznacza taczna
ilo$¢ opadéw (w litrach na metr kwadratowy), a Y bedzie $rednia wysokoscia temperatury (w stopniach
Celsjusza). Z danych historycznych wynika, iz zmienna Y ma rozktad jednostajny na przedziale [20, 30];
ponadto, jesli Y = y, to zmienna X ma rozklad jednostajny na przedziale [0, y/10].

a) Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze ilo$¢ opadéw w lipcu przysztego roku nie przekroczy % litra/m?.

b) Obliczy¢ srednia wysokosé temperatury przy zalozeniu, ze ilos¢é opadéw wyniesie % litra/m?.

5. Bank przewiduje, iz w dniu 11 lutego do okienka kasowego zglosi sie 100 oséb z zamiarem
wyplacenia gotéwki. Kazda z tych oséb bedzie chciala wyptacié¢ pieniadze w ztotowkach, dolarach albo
euro (prawdopodobienstwa wyboru poszczegélnych walut wynosza 3/5, 1/5 1 1/5, odpowiednio).

a) Korzystajac z twierdzenia de Moivre’a-Laplace’a lub Centralnego Twierdzenia Granicznego ob-
liczy¢ przyblizone prawdopodobienstwo tego, ze liczba os6b zainteresowanych wyptata zlotowek badz
euro bedzie o co najmniej 62 wieksza niz liczba 0s6b zainteresowanych wypltata dolarow.

b) Zalézmy, ze pojedyncza wyplata w zlotéwkach (liczona w tysiacach zlotych) ma rozktad wykltad-
niczy z parametrem 1. Korzystajac z Centralnego Twierdzenia Granicznego wyznaczy¢ przyblizone
prawdopodobienstwo, ze sumaryczna wyplata w zlotowkach w dniu 11 lutego przekroczy 65 tysiecy.

Wskazowka do b): wyptate w zlotéwkach kazdej sposrod 100 0séb mozna zapisaé jako X - Y, gdzie
X, Y saq niezaleznymi zmiennymi losowymi takimi, ze X ~FExp(1) oraz P(Y =1) = %, P(Y =0) = %

6. Pan Kowalski trzyma na poéice dwie ksiazki wypozyczone z biblioteki. W kazdy poniedzialek
wybiera losowo jedna z nich i czyta ja w ciagu tygodnia; nastepnie oddaje ja w sobote do biblioteki
i wypozycza losowo nowa ksiazke, ktéra odklada na potke. Nowo wypozyczona ksigzka moze by¢é
,,cienka” (< 100 stron) lub “gruba” (> 100 stron) - odpowiadajace prawdopodobienistwa wynosza %
oraz % W poniedzialek 4 lutego 2019 r. na poéice znalazly sie dwie grube ksiazki.

a) Jakie jest prawdopodobienistwo, ze 18 lutego 2019 r. na pélce znajda sie dwie grube ksiazki?

b) Po ilu $rednio tygodniach na pélce po raz pierwszy pojawia sie dwie cienkie ksiazki?

c) Jakie jest przyblizone prawdopodobienistwo tego, ze po 100 tygodniach na pdlce znajdzie sie
jedna gruba i jedna cienka ksiazka?

Wskazowka: pojedynczy stan odpowiadajacego taricucha Markowa mozna opisa¢ podajac rodzaje
ksiazek na potce na poczatku tygodnia, np. CC (dwie cienkie), CG (jedna cienka, jedna gruba), itp.



Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa WNE - 8 lutego 2019r., grupa B

Aby uzyskaé maksymalng liczbe punktow, z ponizszych szeSciu zadan nalezy zrobi¢ piec. Kazde zadanie
nalezy rozwigzaé na osobnej kartce. Kazde z zadan bedzie punktowane w skali 0-10 pkt. Prosze
czytelnie podpisaé kazda kartke imieniem, nazwiskiem oraz numerem indeksu. Prosze ma kazdej
kartce umiescié takze oznaczenie grupy: A, B, C lub D. Tablice rozkladu normalnego sq
niepotrzebne, nalezy operowaé jego dystrybuanta. Czas trwania egzaminu: 120 min.

1. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y) ma rozklad z gestoscia g(z,y) = 60zy*L1o<y<or<i}.
Obliczy¢ gestosé zmiennej X, Cov(X?,Y) oraz E(2XY — 5X? + 1|X).

2. Zmienne losowe X, Y sa niezalezne i maja rozklad normalny o éredniej —1 i wariancji 3.

a) Wyznaczy¢ macierz kowariancji dwuwymiarowej zmiennej (X + 3,2X —Y).

b) Ile wynosi P(X +Y > —2) + EXY ? Odpowiedz uzasadni¢.

¢) Rozstrzygnaé, czy zmienne 5X — 2 oraz 4X + 3Y maja ten sam rozktad.

3. Uzytkownik pobiera pewna liczbe plikow z internetu. Czas potrzebny na pobranie pojedynczego
pliku (mierzony w minutach) jest zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym na przedziale [0, 30],
zalezaca tylko od Sciaganego pliku. W przypadku gdy czas pobierania jest dluzszy niz 29 minut,
serwer przerywa potaczenie i przechodzi do kolejnego pliku z listy.

a) Korzystajac z nieréwnosci Czebyszewa-Bienaymé oszacowaé¢ prawdopodobienstwo, ze przy po-
bieraniu 60 plikow z sieci, serwer nie przerwie potaczenia ani razu lub przerwie je co najmniej 4 razy.

b) Niech X, oznacza czas poswiecony na pobieranie n-tego pliku z listy (przyjmujemy X, = 29
jesli serwer przerwie polaczenie). Wyznaczy¢ granice, w sensie zbieznosci prawie na pewno, ciagu

(X1 +Xo+ ...+ X,)?
3n? —2 ’

n=12....

4. Meteorolog bada dynamike atmosfery nad Sycylia w miesiacu lipcu. Niech X oznacza taczna
ilo$¢ opadéw (w litrach na metr kwadratowy), a Y bedzie srednia wysokoscia temperatury (w stopniach
Celsjusza). Z danych historycznych wynika, iz zmienna Y ma rozktad jednostajny na przedziale [20, 40];
ponadto, jesli Y = y, to zmienna X ma rozklad jednostajny na przedziale [0, y/10].

a) Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze ilo$¢ opadéw w lipcu przyszlego roku nie przekroczy 1 litra/m?.

b) Obliczy¢ $rednia wysoko$é temperatury przy zalozeniu, ze ilogé opadéw wyniesie 1 litr/m?.

5. Bank przewiduje, iz w dniu 11 lutego do okienka kasowego zglosi sie 160 os6b z zamiarem
wyplacenia gotéwki. Kazda z tych oséb bedzie chciala wyplaci¢ pieniadze w ztotowkach, dolarach albo
euro (prawdopodobienstwa wyboru poszczegélnych walut wynosza 2/5, 2/5 1 1/5, odpowiednio).

a) Korzystajac z twierdzenia de Moivre’a-Laplace’a lub Centralnego Twierdzenia Granicznego ob-
liczy¢ przyblizone prawdopodobienstwo tego, ze liczba osob zainteresowanych wyptata ztotowek badz
euro bedzie o co najmniej 100 wieksza niz liczba oséb zainteresowanych wyptata dolaréw.

b) Zalézmy, ze pojedyncza wyplata w zlotéwkach (liczona w tysiacach zlotych) ma rozktad wyktad-
niczy z parametrem 2. Korzystajac z Centralnego Twierdzenia Granicznego wyznaczy¢ przyblizone
prawdopodobienistwo, ze sumaryczna wyplata w zlotéwkach w dniu 11 lutego przekroczy 30 tysiecy.

Wskazowka do b): wyplate w ztotéwkach kazdej sposréd 160 oséb mozna zapisaé jako X - Y, gdzie
X, Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi takimi, ze X ~Exp(2) oraz P(Y =1) =2, P(Y =0) = 2.

6. Pan Kowalski trzyma na poélce dwie ksiazki wypozyczone z biblioteki. W kazdy poniedzialek
wybiera losowo jedna z nich i czyta ja w ciagu tygodnia; nastepnie oddaje ja w sobote do biblioteki
i wypozycza losowo nowa ksiazke, ktéra odklada na potke. Nowo wypozyczona ksiazka moze by¢
,,cienka” (< 100 stron) lub “gruba” (> 100 stron) - odpowiadajace prawdopodobienstwa wynosza %
oraz % W poniedzialek 4 lutego 2019 r. na poétce znalazly sie dwie cienkie ksiazki.

a) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze 18 lutego 2019 r. na pdlce znajda sie dwie cienkie ksiazki?

b) Po ilu érednio tygodniach na pélce po raz pierwszy pojawia sie dwie grube ksiazki?

c) Jakie jest przyblizone prawdopodobienistwo tego, ze po 100 tygodniach na pélce znajdzie sie
jedna gruba i jedna cienka ksiazka?

Wskazowka: pojedynczy stan odpowiadajacego tancucha Markowa mozna opisac podajac rodzaje
ksiazek na poltce na poczatku tygodnia, np. CC (dwie cienkie), CG (jedna cienka, jedna gruba), itp.



Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa WNE - 8 lutego 2019r., grupa C

Aby uzyskaé maksymalng liczbe punktow, z ponizszych sze$ciu zadan nalezy zrobi¢ piec. Kazde zadanie
nalezy rozwigzaé na osobnej kartce. Kazde z zadan bedzie punktowane w skali 0-10 pkt. Prosze
czytelnie podpisaé kazda kartke imieniem, nazwiskiem oraz numerem indeksu. Prosze ma kazdej
kartce umiescié takze oznaczenie grupy: A, B, C lub D. Tablice rozkladu normalnego sq
niepotrzebne, nalezy operowaé jego dystrybuanta. Czas trwania egzaminu: 120 min.

1. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y) ma rozklad z gestoscia g(z,y) = 80xy*Lo<s<oy<i}.
Obliczy¢ gestosé zmiennej Y, Cov(X,Y?) oraz E(—3XY + 2Y2 — 10]Y).

2. Zmienne losowe X, Y sa niezalezne i maja rozklad normalny o $redniej —2 i wariancji 2.

a) Wyznaczy¢ macierz kowariancji dwuwymiarowej zmiennej (2X — 1, X —Y).

b) Ile wynosi P(X +Y < —4) — EXY ? OdpowiedZ uzasadnic.

¢) Rozstrzygnaé, czy zmienne —5X — 12 oraz —3X + 4Y maja ten sam rozktad.

3. Uzytkownik pobiera pewna liczbe plikow z internetu. Czas potrzebny na pobranie pojedynczego
pliku (mierzony w minutach) jest zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym na przedziale [0, 30],
zalezaca tylko od Sciaganego pliku. W przypadku gdy czas pobierania jest dluzszy niz 28 minut,
serwer przerywa potaczenie i przechodzi do kolejnego pliku z listy.

a) Korzystajac z nieréwnosci Czebyszewa-Bienaymé oszacowaé¢ prawdopodobienstwo, ze przy po-
bieraniu 30 plikow z sieci, serwer nie przerwie potaczenia ani razu lub przerwie je co najmniej 4 razy.

b) Niech X, oznacza czas poswiecony na pobieranie n-tego pliku z listy (przyjmujemy X, = 28
jesli serwer przerwie polaczenie). Wyznaczy¢ granice, w sensie zbieznosci prawie na pewno, ciagu

(X1 +Xo+ ...+ X,)?
4n? — 3n ’

n=12....

4. Meteorolog bada dynamike atmosfery nad Sycylia w miesiacu lipcu. Niech X oznacza taczna
ilo$¢ opadéw (w litrach na metr kwadratowy), a Y bedzie srednia wysokoscia temperatury (w stopniach
Celsjusza). Z danych historycznych wynika, iz zmienna Y ma rozktad jednostajny na przedziale [30, 40];
ponadto, jesli Y = y, to zmienna X ma rozklad jednostajny na przedziale [0, y/10].

a) Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze ilo§¢ opadéw w lipcu przyszlego roku nie przekroczy 2 litréw /m?.
b) Obliczy¢ $rednia wysoko$¢ temperatury przy zatozeniu, ze iloé¢ opadéw wyniesie 2 litry/m?.

5. Bank przewiduje, iz w dniu 11 lutego do okienka kasowego zglosi sie 100 os6b z zamiarem
wyplacenia gotéwki. Kazda z tych oséb bedzie chciala wyplaci¢ pieniadze w ztotowkach, dolarach albo
euro (prawdopodobienstwa wyboru poszczegélnych walut wynosza 2/5, 1/5 1 2/5, odpowiednio).

a) Korzystajac z twierdzenia de Moivre’a-Laplace’a lub Centralnego Twierdzenia Granicznego ob-
liczy¢ przyblizone prawdopodobienstwo tego, ze liczba osob zainteresowanych wyptata ztotowek badz
euro bedzie o co najmniej 22 wieksza niz liczba 0séb zainteresowanych wyptata dolarow.

b) Zalézmy, ze pojedyncza wyplata w zlotéwkach (liczona w tysiacach zlotych) ma rozktad wyktad-
niczy z parametrem 1/2. Korzystajac z Centralnego Twierdzenia Granicznego wyznaczy¢ przyblizone
prawdopodobienistwo, ze sumaryczna wyplata w zlotéwkach w dniu 11 lutego przekroczy 78 tysiecy.

Wskazowka do b): wyplate w ztotéwkach kazdej sposréd 100 oséb mozna zapisaé jako X - Y, gdzie
X, Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi takimi, ze X ~Exp(3) oraz P(Y =1) =2, P(Y =0) = 2.

6. Pan Kowalski trzyma na poélce dwie ksiazki wypozyczone z biblioteki. W kazdy poniedzialek
wybiera losowo jedna z nich i czyta ja w ciagu tygodnia; nastepnie oddaje ja w sobote do biblioteki
i wypozycza losowo nowa ksiazke, ktéra odklada na potke. Nowo wypozyczona ksiazka moze by¢
,,cienka” (< 100 stron) lub “gruba” (> 100 stron) - odpowiadajace prawdopodobienstwa wynosza %
oraz % W poniedzialek 4 lutego 2019 r. na poéice znalazty sie dwie grube ksiazki.

a) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze 18 lutego 2019 r. na pédlce znajda sie dwie grube ksiazki?

b) Po ilu érednio tygodniach na pélce po raz pierwszy pojawia sie dwie cienkie ksiazki?

c) Jakie jest przyblizone prawdopodobienstwo tego, ze po 100 tygodniach na pélce znajdzie sie
jedna gruba i jedna cienka ksiazka?

Wskazowka: pojedynczy stan odpowiadajacego tancucha Markowa mozna opisac podajac rodzaje
ksiazek na potce na poczatku tygodnia, np. CC (dwie cienkie), CG (jedna cienka, jedna gruba), itp.



Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa WNE - 8 lutego 2019r., grupa D

Aby uzyskaé maksymalng liczbe punktow, z ponizszych szeSciu zadan nalezy zrobi¢ piec. Kazde zadanie
nalezy rozwigzaé na osobnej kartce. Kazde z zadan bedzie punktowane w skali 0-10 pkt. Prosze
czytelnie podpisaé kazda kartke imieniem, nazwiskiem oraz numerem indeksu. Prosze ma kazdej
kartce umiescié takze oznaczenie grupy: A, B, C lub D. Tablice rozkladu normalnego sq
niepotrzebne, nalezy operowaé jego dystrybuanta. Czas trwania egzaminu: 120 min.

1. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y) ma rozklad z gestoscia g(z,y) = 80x*yLo<y<or<i}.
Obliczy¢ gestosé zmiennej X, Cov(X?,Y) oraz E(—3XY +2X? — 10| X).

2. Zmienne losowe X, Y sa niezalezne i maja rozklad normalny o $redniej 3 i wariancji 2.

a) Wyznaczy¢ macierz kowariancji dwuwymiarowej zmiennej (X +4,—X +Y).

b) Ile wynosi P(X +Y > 6) — EXY ? OdpowiedZ uzasadni¢.

¢) Rozstrzygnaé, czy zmienne 5X — 12 oraz 4X — 3Y maja ten sam rozktad.

3. Uzytkownik pobiera pewna liczbe plikow z internetu. Czas potrzebny na pobranie pojedynczego
pliku (mierzony w minutach) jest zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym na przedziale [0, 20],
zalezaca tylko od Sciaganego pliku. W przypadku gdy czas pobierania jest dluzszy niz 18 minut,
serwer przerywa potaczenie i przechodzi do kolejnego pliku z listy.

a) Korzystajac z nieréwnosci Czebyszewa-Bienaymé oszacowaé¢ prawdopodobienstwo, ze przy po-
bieraniu 20 plikow z sieci, serwer nie przerwie potaczenia ani razu lub przerwie je co najmniej 4 razy.

b) Niech X,, oznacza czas poswiecony na pobieranie n-tego pliku z listy (przyjmujemy X, = 18
jesli serwer przerwie polaczenie). Wyznaczy¢ granice, w sensie zbieznosci prawie na pewno, ciagu

(X1 +Xo+ ...+ X,)?
n? +4n

) n=12....

4. Meteorolog bada dynamike atmosfery nad Sycylia w miesiacu lipcu. Niech X oznacza taczna
ilo$¢ opadéw (w litrach na metr kwadratowy), a Y bedzie $rednia wysokoscia temperatury (w stopniach
Celsjusza). Z danych historycznych wynika, iz zmienna Y ma rozktad jednostajny na przedziale [30, 40];
ponadto, jesli Y = y, to zmienna X ma rozklad jednostajny na przedziale [0, y/20].

a) Obliczy¢ prawdopodobienistwo, ze ilo$¢ opadéw w lipcu przysztego roku nie przekroczy 1 litra/m?.

b) Obliczy¢ $rednia wysoko$é temperatury przy zalozeniu, ze ilo$¢ opadéw wyniesie 1 litr/m?.

5. Bank przewiduje, iz w dniu 11 lutego do okienka kasowego zglosi sie 160 oséb z zamiarem
wyplacenia gotéwki. Kazda z tych oséb bedzie chciala wyptacié¢ pieniadze w ztotowkach, dolarach albo
euro (prawdopodobienstwa wyboru poszczegélnych walut wynosza 1/5, 3/5 1 1/5, odpowiednio).

a) Korzystajac z twierdzenia de Moivre’a-Laplace’a lub Centralnego Twierdzenia Granicznego ob-
liczy¢ przyblizone prawdopodobienstwo tego, ze liczba os6b zainteresowanych wyptata zlotowek badz
euro bedzie o co najmniej 90 wieksza niz liczba 0s6b zainteresowanych wypltata dolarow.

b) Zalézmy, ze pojedyncza wyplata w zlotéwkach (liczona w tysiacach zlotych) ma rozktad wyklad-
niczy z parametrem 1/3. Korzystajac z Centralnego Twierdzenia Granicznego wyznaczy¢ przyblizone
prawdopodobienstwo, ze sumaryczna wyplata w zlotowkach w dniu 11 lutego przekroczy 90 tysiecy.

Wskazowka do b): wyptate w zlotéwkach kazdej sposrod 160 0séb mozna zapisaé jako X - Y, gdzie
X, Y sq niezaleznymi zmiennymi losowymi takimi, ze X ~Exp(s) oraz P(Y =1) =1, P(Y =0) = 1.

6. Pan Kowalski trzyma na poéice dwie ksiazki wypozyczone z biblioteki. W kazdy poniedzialek
wybiera losowo jedna z nich i czyta ja w ciagu tygodnia; nastepnie oddaje ja w sobote do biblioteki
i wypozycza losowo nowa ksiazke, ktéra odklada na potke. Nowo wypozyczona ksigzka moze by¢é
,,cienka” (< 100 stron) lub “gruba” (> 100 stron) - odpowiadajace prawdopodobienistwa wynosza %
oraz %. W poniedzialek 4 lutego 2019 r. na poéice znalazly sie dwie cienkie ksiazki.

a) Jakie jest prawdopodobienistwo, ze 18 lutego 2019 r. na pdélce znajda sie dwie cienkie ksiazki?

b) Po ilu srednio tygodniach na pélce po raz pierwszy pojawia sie dwie grube ksiazki?

c) Jakie jest przyblizone prawdopodobieristwo tego, ze po 100 tygodniach na pdlce znajdzie sie
jedna gruba i jedna cienka ksiazka?

Wskazowka: pojedynczy stan odpowiadajacego taricucha Markowa mozna opisa¢ podajac rodzaje
ksiazek na potce na poczatku tygodnia, np. CC (dwie cienkie), CG (jedna cienka, jedna gruba), itp.



