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Plan na dzisiaj

1 tancuchy Markowa — cd.

1 Rozne wazne rozktady
prawdopodobienstwa, o ktorych nie
mowilismy do tej pory

1 Podsumowanie




tancuchy Markowa — przypomnienie

Definicje:
Lancuch Markowa jest nieprzywiedlny, jesl: dla

dowolnych i,j € E istnmieje n > 0, takie zZe p;j(n) > 0.

Okresem o(j) stanu j nazywamy najwiekszy
wspolny dzielnik liczb ze zbioru {n: p;(n) > 0}.
Stan 7 nazywamy okresowym jesl o(j) > 1,

» nieokresowym jesli o(j) = 1.

Twierdzenie:

W nieprzywiedlnym tancuchu Markowa
wszystkie stany majq ten sam okres.
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tancuchy Markowa — przypomnienie (2)

Definicje cd.

Nieprzywiediny lancuch Markowa, w ktorym wszystkie stany
majq okres 1 nazywamy tancuchem nieokresowym,
w przeciwnym wypadku tancuch nazywamy okresowym.

Rozktad prawdopodobienstwa m na E (reprezentowany jako
wektor (m;)icg) nazwiemy rozkladem stacjonarnym
tancucha Markowa, jesl

TP = T,

gdzie P oznacza macierz przejscia tancucha.

wyznaczanie rozktadu stacjonarnego: uktad rownan
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tancuchy Markowa

Twierdzenie Ergodyczne

Rozwazmy nieprzywiediny, nieokresowy tancuch Markowa na
skonczonej przestrzeni stanow. Wowczas tancuch ten ma
doktadnie jeden rozktad stacjonarny w. Co wiecey,

dla dowolnych 1, j € E, ”121316 pij(n) = m; > 0.

Uwagi:
B granica nie zalezy od i! (tzn. granica nie
zalezy od tego, jaki byt stan poczatkowy)
B opisuje, co sie (srednio) dzieje w przysztosci

Stownik wyrazow obcych i zwrotéw obcojezycznych Kopalinskiego:

ergodyczny: odnoszgcy sie do procesu, ktorego kazdy kolejny
p | odcinek jest statystycznie taki sam i dlatego jednakowo
A i e areconemie sp@prezentatywny dla catoSci.



tancuchy Markowa — cd.

Sredni czas dojscia ze stanu i do stanu j dla nieprzywiedinego
lancucha Markowa to wartosé oczekiwana liczby krokow

po ktorych Lancuch Markowa znajdzie sie po raz pierwszy
w stanie 1, jesli startuje ze stanu j. Oznaczane m;;.

Konwencja: m;; = 0.
Sredni czas powrotu dla stanu @ dla nieprzywiedinego tancucha

Markowa to wartosé oczekiwana liczby krokéw, po ktorych tancuch
Markowa powréci po raz pierwszy do stanu i, oznaczane m;.

Obliczenia: uktady rownan

77'2..-?',3' =1 ~+ Z p.ik-772,kj m; — 1 + Z])ikmm
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tancuchy Markowa — cd. (2)

Twierdzenie — uszczegotowienie tw.
ergodycznego

Niech (X,,)n>0 bedzie nieprzywiedinym tancuchem
Markowa dla skonczonej przestrzeni stanow. Wowczas
rozktad stacjonarny w spetnia warunek
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gdzie m; jest srednim czasem powrotu dla stanu j.



tancuchy Markowa — cd (3).

Stan e nazwiemy pochlaniajacym, jezeli z faktu, zZe dla
pewnego n > 0 mamy X,, = e wynika, ze dla wszystkich

kE >n mamy X = e.

Przyktadowe problemy:

B prawdopodobienstwo, ze tancuch znajdzie
sie w konkretnym stanie pochtaniajgcym

B sSredni czas dojscia do stanu
pochtaniajgcego



Krotki przeglad wykorzystywanych w
praktyce rozktadow

1. Modelowanie réznego rodzaju zjawisk

2. Rozktady ,pojawiajgce sie” w statystyce
przy pewnych zatozeniach dotyczgcych
modeli



Rozkiad Gamma I'(a,b), a,b>0

['(a) = / t*le~tdt ['(n)=Mm-1)!dlan=1,2, ...
0

ba

I o.x)('l’)

Gab(T) = 2101,

['(a)

EX =a/b
VarX = a/b?




Wiasnosci rozktadu Gamma

[1 dla a=1 — rozktad wyktadniczy exp(b)
[1 dla a catkowitego — tzw. rozktad Erlanga
0 M(n/2, 1/2) — tzw. rozktad chi-kwadrat y2(n)

Twierdzenie:

Suma niezaleznych zmiennych losowych z
rozktadow [ (a;, b) ma rozktad I'(Za;, b)



Wykorzystanie rozktadu Gamma

W ekonometrii: do modelowania czasu
trwania (zjawisk, zycia), ew. wielkosci

w modelach regresji Poissona jako rozktad
reszt

W statystyce: w statystyce Bayesowskiej



Rozktad chi-kwadrat y2(n)

1 2 3 4

Twierdzenie: suma kwadratow n
niezaleznych zmiennych losowych o
rozktadach N(0,1) ma rozktad y?(n)

EX =n. VarX = 2n

/ e . .
A s dla duzych n jak rozktad normalny



Rozktad sredniej i wariancji z proby

Twierdzenie:

Jezelr X1, Xo, ..., Xn sq mezaleznymi zmiennymsa
losowymi o rozktadzie N'(0,1) oraz m, s* oznaczajq
odpowiednio sredniq 1 wariancje z proby:

1 n

. 2N

n

I

1
s = — ¥ [~ m)?,
i

to /nm ma rozktad N (0,1), ns? ma rozktad _\,,21_1

2

oraz zmienne m, s° sq niezalezne.



Wykorzystanie rozktadu chi-kwadrat

Bardzo czesto wykorzystywany w statystyce:
pojawia sie w modelach o ,standardowych”
zatozeniach przy testowaniu hipotez,
konstrukcji przedziatow ufnosci oraz jako
,Sktadnik” wielu innych rozktadow



Rozktad t-Studenta t(n), n=1,2,...
n'2X/Y"2 dla X i Y niezaleznych X~N(0,1), Y~y2(n)

T($(n+1 22\ ~2(n+D)
gn(x) = : (z(n ) (1+1—) s W= A e

n

T [(3n)

0.4

EX =0 dlan >1  vVarX =n/(n—-2) dlan >2
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Wykorzystanie rozkiadu t-Studenta

Statystyka: regresja liniowa, testowanie
hipotez, budowa przedziatow ufnosci

Ekonometria: jako alternatywa dla rozktadu
normalnego (ma ,grubsze” ogony)

Dla duzych n: rozktad prawie normalny



Rozktad F-Snedecora F(d,,d,), d,,d,=1, 2,...
X ma rozktad F(d,,d,), jesl X = (Y,/d)/(Y,5/d,),
gdzie Y, sg niezalezne o rozktadzie y?(d))

/9 s T
d] i dl".- 1 d1 I (1_,2
dl .I_‘—d-_)_ — dl .1"1'-(12 l
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Wykorzystanie rozktadu F-Snedecora

Statystyka: testowanie hipotez statystycznych



Rozktad Pareto

EX =ab/(a—1)dlaa >1
VarX = ab?/[(a — 1)*(a — 2)] dla a > 2
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Wykorzystanie rozktadu Pareto

Pareto opisywat rozktady dochodow
(wtasnosc: wieksza czesc¢ bogactwa w danej
spotecznosci jest w rekach mniejszosci

— reguta Pareto 80-20, odpowiadajgca
pewnemu a >1)

Stosowane nie tylko do dochodow |
bogactwa, ale rowniez np. finanse,
ubezpieczenia, nauki aktuarialne



Rozktad lognormalny (logarytmicznie normalny)
L(m,c?), meR, o>0

1 (lnz — m)?
g(z) = exp (— : ) ) 1(0,00)(Z)

2mox 202
0.25 / \\ —t y = eX, gdZIG X ~ N(m, 0'2)
0.20 '-" \\\\ o - . _ 1 92
oasf] | D Y EY = exp(m + 50°)
T j'j Y Ll Vary = ((.‘X[)(O’Q) — ]_)
ML _ ctowo exp(2m + 02)
0.5 1.0 1.5 0 5 3.0

Twierdzenie: Rozktad iloczynu zmiennych z
rozktadow lognormalnych ma rozktad
lognormalny



Wykorzystanie rozktadu lognormalnego

Do modelowania wszedzie tam, gdzie zmienne
sg nieujemne | majg charakter
multiplikatywny (mozna stosowac CTG dla
logarytmow)

Do modelowania dochodow (poza procentem
najbogatszych). W finansach (np. model
Blacka-Scholesa)



Rozktad Cauchy’ego Cau(a, m), gdzie a>0, meR

g(x) =

a

m((x —m)? + a?)

005k
-

Nie ma wartosci oczekiwanej ani innych
momentow.
Nie mozna do niego stosowac PWL, CTG!
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Wiasnosci rozkiadu Cauchy’ego

Twierdzenie: Srednia identycznych niezaleznych
zmiennych z rozktadu Cauchy’'ego ma rozkiad
Cauchy’ego

— Whnioskowanie na podstawie sredniej jest bez
sensu

lloraz dwoch zmiennych o standardowych
rozktadach normalnych ma rozktad Cauchy.

Rozktad Cau(1,0) to rozktad t-Studenta (1).



Rozktad wyktadniczy dwustronny
(rozktad Laplace’a) z parametrem 2>0

1.0F

1 . 0 -

EX =0, VarX = 2/\2

/\4 e roznica dwoch niezaleznych zmiennych z
N e ——yTiemens Felanees rozktadu wykladniczego ma rozktad Laplace’a



Rozktad Weibulla

Inne uogodlnienie rozktadu wyktadniczego
g(z) = aB—%ypa—1,—(z/B)° 10.00)(z), @, B>0.

EX = AT(1 + =)

Q

. .) '
VarX = °[[(1+ =) — (C(1 + i))'-)]

X Q

Do modelowania czasow trwania, w zaleznosci
od wartosci a. malejgca, stata, rosngca
zapadalnosc. Nauki aktuarialne.



Co bylto i co bedzie....
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