Rachunek
Prawdopodobienstwa

Anna Janicka

wykitad XiIil, 8.01.2019

PRAWA WIELKICH LICZB — CD.

CENTRALNE TWIERDZENIE GRANICZNE



Plan na dzisiaj

23. Prawa Wielkich Liczb
B Stabe PWL
B Mocne PWL

24 . Centralne Twierdzenie Graniczne
B Twierdzenie de Moivre’a-Laplace’a



Stabe prawa wielkich liczb (SPWL) —
przypomnienie

Zbieznosc¢ wedtug prawdopodobienstwa dla
sum (srednich) duzej liczby zmiennych
losowych

1. Stabe PWL dla schematu Bernoulliego

Zatozmy, ze X1, Xo, ... sq niezaleine 1 majq rozktad
P(Xn=1)=p=1-P(Xua=0), n=1 2, .... Wowczas
(Sp/n) zbiega wedtug prawdopodobienstwa do p (tzn. zmiennej
losowey stateg, rownej p): innyma stowy, dla kazdego € > 0,
lim,, ... P (‘éﬁ —p| >¢) =0.

n



Stabe prawa wielkich liczb — cd.
przypomnienie

2. Stabe PWL dla zmiennych nieskorelowanych
Zatozmy, ze X1, Xo, ... jest ciqgiem nieskorelowanych
,;m.u-,n,n,yc./z, lc).so w yc,h, 0 u.r.spo'l'n,ie 0gTaniczone) wariancyi.
Wowczas (X,,)n>1 spetnia stabe prawo wielkich liczb:
} } P . |

(Sp —ES,)/n — 0, tzn. dla dowolnego ¢ > 0 mamy
B zmienne nie muszg bycC takie same!
B jesli sg takie same (o sredniej m), to teza:
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Mocne prawa wielkich liczb (MPWL)

ZbieznosScC prawie na pewno

3. Mocne PWL dla schematu Bernoulliego

Zatozmy, ze X1, Xa, ... sq niezalezne 1 majq rozktad
P(X,, = l) =p=1~PFX, =0 nmn=L2%Z ;-
Wowczas (Sp/n) zbiega prawie na pewno do p (tzn.
zmienne) losowej statej, rownej p): innyma stowy, istnieje
zdarzent 0 Q' petnej miary takie, zZe jesli w € ', to

Sn (*’) = p.
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Mocne prawa wielkich liczb - cd.

4. Mocne PWL Kotmogorowa

Zatozmy, ze X1, Xo, ... jest ciqgiem niezaleznych
catkowalnych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie.
) C p.m. .
Wowczas Sn” - EX.

B wada: nie znamy tempa zbieznosci...

B zastosowania: mnostwo, w szczegolnosci
weryfikacja modelu probabilistycznego (np.
paradoks kawalera de Méré), metody
Monte Carlo obliczania catek, ...



Zastosowania MPWL

5. Srednia i wariancja z préby sa dobre:

jesli ciag zmiennych spetnia zatozenia
MPWL (tzn. 1ID), to:

B X1+ Xo+...+ X, p.n.

I

X EX;

~ p.n. - "
X —YVarX;
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Zastosowania MPWL - cd.

6. Jesli rozwazymy dystrybuanty empiryczne
Zwigzane z probka liczebnosci N

— l{Xlgt} T l{XQSt} T ... T ]'{XNSt}
N N

to zachodzi Tw. Gliwenki-Cantelliego:

Zatozmy, ze X1, Xo, ... sq nmezalezne 1 majq

Fn(t)

ten sam rozktad o dystrybuancie F. Wowczas

\FN(f) - F(t)] 22— 0.




Centralne Twierdzenie Graniczne (CTG)

1. Twierdzenie (CTG):

atozmy, ze ... 8q niezaleznymai zZmiennymi
Zato X1, Xo, L lezny Y
losowyma o tym samzjm rozktadzie, takim, zZe ]EX12 < 0.
Oznaczmy m = EX;, 0% = Var X;.
Wowczas dla dowolnego t € R,

X1+ Xo+...4+ X —nm 1—00
P ( ovn . f) (I)( ) dystrybuanta

_ \ rozkladu

2. Dodatkowe wiasnosci: normalnego

standardowego
Xi+Xo+...+X,, —nm s
( 1 2 n > H) ke T 1 — (I)(S)_ oraz
o\/n

P (s < e e gy e s o s b i — B % z‘) n=eo, d(t) — D(s).
o/n

P




Centralne twierdzenie graniczne — cd.

3. CTG m.in. opisuje btgd MPWL.:

X1+ Xo+ ...+ X, —
1+ Ao + + An nm<1L

g\/n -
N
..Y]_ +4\,2+..._:__.\n f(T
—m < —
n — Vn



Centralne twierdzenie graniczne — cd. (2)

4. Twierdzenie de Moivre'a — Laplace’a
(CTG dla schematu Bernoulliego)

Zatozmy, ze X1, Xo, ... jest ciqgiem niezaleznych
zmiennych losowych o tym samym rozktadzie
PlXs=1)y=p, P{X,;,=0)=¢, p+q=1.
Wowczas dla s < t,

X +X2++Xn_ 'n,——_‘-‘
P (H g Tttt wp ,L) . B(t) — D(s)

B kazda nierownosc¢ po lewej stronie moze
by¢ ostra (i tu, i w CTG)



Centralne twierdzenie graniczne — cd. (3)

5. Twierdzenie Berry-Esséena
(Oszacowanie btedu CTG)

Zatozmy, ze (X,,) jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych
X1]? < o00. Oznaczmy

o tym samym rozktadzie takim, ze &
m =KX, 10 =+ VarX,. Wowczas

, X1+ Xo+...4+Xpn— E| X1 —EX; |°
SUD¢cR ‘IP’( . ~— nm < 1‘) — (I)(f)‘ 4 & S

gdzie C € [1/+/2m;0,77].
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Centralne twierdzenie graniczne — cd. (4)

6. Przykfady:

Liczba dziewczynek | chtopcow
llu studentow przyjac?
Sumowanie btedow

Przedziaty ufnosci
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