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16. Rozktad taczny zmiennych losowych - cd

1. Twierdzenie 21
() Jesli (X.Y) jest dyskretng zmienna losowq skoncentrowanqg
na zbiorze S i ¢ : R?* — R jest funkcjq borelowskq, to
Eo(X,Y) = Z(I,y)ES plz, g)PUX, Y ) = {z;94))

(0 ile wartosé oczekiwana istnieje).

(i1) Jesli (X,Y) jest zmienna losowa o rozktadzie ciagtym
(z gestoscia g) i & : R* — R jest funkcja borelowska, to
Eo(X.Y) = [[ge O(w,y)g(w,y)dxdy

(0 ile wartosé oczekiwana istnieje).

2. Przyktady
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16. Rozki{ad tgczny zmienych losowych — cd(2)

3. Kowariancja, korelacja

Niech (X.Y') bedzie dwuwymiarowa zmiennqg losowa, takq
ze X, Y sq catbowalnyma zmiennymai losowyms, 1 takq,
ze E| XY | < co. Kowariancja zmiennych X.Y nazywamy liczbe

Cov(X,Y) = E(X — EX)(Y — EY).

Jesli dodatkowo VarX, VarY > 0, defintujemy
wspotczynnik korelacji liniowej zmzennych X.Y , jako

-~  Cov(X)Y) ~ Cov(X\Y)
[)(‘X' ! ) ~ V/VarX - VarY oxXoy
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16. Rozktad taczny zmienych losowych — cd(3)

4. Wtasnosci kowariancji i korelaciji:
B state wzgledem przesuniecC
B dwuliniowosc¢ kowariancji
B przydatny wzor
Cov(X,Y)=EX-Y)-EX- -EY.
B wariancja jako kowariancja
M  tapie” liniowg zaleznosc

B kowariancja wrazliwa na skale,
wspotczynnik korelacji nie:



&

16. Rozktad taczny zmiennych losowych — cd(4)

5. Ograniczenie wspotczynnika korelaciji:

Nierownosc¢ Schwarza:

Niech X.Y : Q2 — R bedq zmiennyma losowyma
takimi, ze EX? < oo, EY? < co. Wéwczas

‘E‘\’}’ o (EJYQ)I/Q(E}TQ)I/Q.

Co wiece), rownosé w powyisze] nierownosci zachodzi
wtedy @ tylko wtedy, gdy istnieja takie dwie liczby a., b
(z ktorych co nagmniej jedna jest rozna od zera), zZe

PlaX =&Y )= 1.

Whiosek:
Jesli X, Y : Q2 — R sq zmaiennyma losowymai o
skonczonej i niezerowej wariancyi, to |p(X,Y )| < 1.

Ponadto, jesli |p(X.,Y )| =1, to istniejq takie liczby
a, beR, zeY =aX +b.




16. Rozktad taczny zmiennych losowych — cd(5)

6. WartoscC oczekiwana, macierz kowariancji

Jesli (X,Y) jest dwuwymiarowaq zmienng losowa, to:

a) jesli X oraz'Y sq catkowalne, to waros$cia oczekiwana
E(X,Y) zmienne; (X,Y) nazywamy wektor (EX,EY).

b) jesli X oraz'Y saq catkowalne z kwadratem, to

macierza kowariancji zmiennej (X.Y) nazywamy macierz

VarX Cov(X .vY)
Cov(X.,Y) VarY

Analogiczne wzory zachodza dla zmiennych losowych o wartosciach w
R4, d > 3: warto$é oczekiwang definiujemy jako wektor (EX1,EXo,..., EXg),
a macierz kowariancji - jako (Cov(X;, X;))1<ij<d-
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16. Rozktad taczny zmiennych losowych — cd(6)

/. Liniowe przeksztatcenia wektorow los.

Zatozmy, ze X = (X1, Xo, ..., Xn) gest zmienng losowaq,

a A - macierzq m X n.

(i) Jesli X posiada skonczonag wartosé oczekiwana, to zmienna
AX tez ma skonczonag wartosé oczekiwang 1 E(AX) = AEX.

(11) Jesl istnieje macierz kowariacyi Qx zmiennej X, to istnieje
tez macierz kowariancyi zmiennej AX 1 wynosi ona Qax = AQx A",

Zatozmy, ze X jest zmienng losowq o rozktadzie ciqgtym

w R™, m jgest pewnym wektorem w R"™, a1 jest pewnym
nieosobliwym przeksztatceniem R™ w siebie (tzn. detl # 0,

gdzie T utozisamiamy z jeqo macierzq). Wowczas zmienna T'X +m
ma Gestosé grx+m(r) = ﬁgx(‘]j_l(.r —m)).
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17. Niezalezne zmienne losowe

1. Definicja niezaleznosci

Zmienne losowe X, .. .. Xn: Q — R nazywamy
niezaleznymi, jesli dla dowolnego ciagu By, Ba, . . .. B
zbirorow borelowskich zachodzi

P(X, € B1,X2 € Bs,...,. X, € By)
=P(X; € B)P(X2 € By)...P(X,, € By).
2. Niezaleznosc¢ zmiennych losowych a
niezaleznosc zdarzen

3. Niezaleznosc¢ parami a niezaleznosc¢
tgczna



17. Niezalezne zmienne losowe - cd.
]

4. Badanie niezaleznosci dyskretnych zm.
Niech X1, X5, ..., X, bedq dyskretnym:i zmiennym: losowymi,
zas Sx, takima zbiorami przeliczalnymi, ze P(X; € Sx,) = 1.
Wowczas zmienne X1.Xo,...,. X, sq niezalezne wtedy 1 tylko

wtedy, gdy dla kazdego ciagu x1, xa, ..., &ty takiego, zZe
x; € Sx.,1t=1,2,...,n, zachodzi rownosé

P(Xl :‘.1'1. Xo =xo.,.... Mg, = W)
— P(X; = 21)P(Xg = 23) - ... - P(Xp = an).
5. Przyktad
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17. Niezalezne zmienne losowe — cd(2)

6. Badanie niezaleznosci ciggtych zm.

Niech X1, Xo.....X,,: Q — R beda ciggtymi zmiennyma

losowymt o gestosciach g1. ga. . ... gn, odpowiednio.
Wowczas zmienne X1, Xo,...,. X, sq niezalezne wtedy

i tylko wtedy, gdy funkcja g: R™ — [0, 00) dana wzorem

gy, oo, .. ... rn) = g1(x1)ga(xa) - ... gnlxy).
jest gestosciq rozktadu puix, x,....x,)-

/. Przyktady
B rozktad jednostajny na kwadracie {1, +1}

B rozktad jednostajny na kole
B inny rozktad
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17. Niezalezne zmienne losowe — cd. (3)

8. Niezaleznosc funkcji zmiennych niezal.

Rozwazmy zmienne losowe X1 1, X12,..., X1k,
ba > ;
X 1 -\.22 ...... X 2":2 ..... n ]_ XTLQ ...... X. -n‘ f-n
oraz funkcje borelowskie p;: R¥ — R, i=1.2,.... n.
Jesl powyzisze zmienne sq niezalezne, to rowniez zmienne
L SR P . 4 X1,k )5
}2 — \,’:2(‘\2 s ‘XQJQ ..... AQ hg)
}/‘Tn — \rjn(.‘X,’n.]_ ..chfn’Q ...... X ,n’kn)

sq niezalezne.
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17. Niezalezne zmienne losowe — cd. (4)

9. Charakterystyki niezaleznych zm. los.
Niech X1, Xo, ..., X, bedq niezaleznymi zmiennyma
losowyma, posiadajgecymi wartosc oczekiwang. Wowczas
zmienna X1+ Xo - ... X, rowniez ma wartosc

oczekiwana 1 zachodzr rownosé

E(X1Xg-...- Xy) =EX; -EXs-...-EX,.

10. Przykiad
11. Kowariancja niezaleznych zm. los.

Jesli X.Y sq nmiezaleznyma zmiennymi losowyma takima,
ze zachodzi E| XY | < oo, to Cov(X,Y ) = 0. Jesl
dodatkowo zmienne X.,Y majq skonczonqg, niezerowq wariancje,
to zeruje sie takze ich wspotczynnik korelacyi, p(X,Y ) = 0.




17. Niezalezne zmienne losowe — cd. (5)

12. Nieskorelowane zmienne losowe

Zmienne losowe X.Y nazwiemy nieskorelowanymi,
gezeli p(X,Y ) = 0.

13. Niezaleznos¢ = nieskorelowanie, ale

<= NIE ZACHODZI!
14. Przyktad — rozktad jednostajny na kole



17. Niezalezne zmienne losowe — cd. (6)

15. Wariancja sumy nzal zm. los.
Nl((h 4\1 4\? ...... \ n b{(]({» g ,

losowymi o skonczonej wariancy. VV owczas zmienna

=ZIMLENTLYIMNL

X1+ Xo+ ...+ X, takze ma skonczonq wariancje oraz
Var(X; + Xo + ...+ X,) = Var(X;) + Var(Xz) + ... + Var(X,).

. .2 Z (_.1(,)\'(4\} : A\rl]' )
1<J

16. Przyktad — suma oczek w n rzutach
17. Gestosc sumy — splot funkcji gestosci

Zatozmy, ze X,Y sq niezaleinymi zmiennymai losowymsi o

rozktadach ciqgtych z gestosciami gx, gy . Wowczas zmienna

X +Y ma rozktad z (]g sz‘os'(z'q bedaca splotem funkecyi qX L gy . tzn.

gx+v (2) = gx * gy (2) = [z 9x(y)gy (v — y)dy = [z 9x (x — y)gy (y)dy.
/
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Suma niezaleznych zmiennych losowych
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